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Introduction

Les Fibrés Inverses jouent un réle treés important dans la géométrie dif-
férentielle, notamment sur les variétés Riemannienne. On les utilise par
exemple dans 'harmonicité et la bi-harmonicité entre deux variétés diffé-
rentielles.

Ce travail est réparti en deux chapitres,le premier chapitre consiste a un
rappel sur les variétés Riemanniennes,

en particulier les propriété de la courbure Riemannienne et la courbure de
Ricci.

Dans le deuxiéme chapitre,nous présentons notre travail, en définissant de
maniére similaire les fibrés inverses et leurs propriétés.



Chapitre 1

VARIETES
RIEMANNIENNES

Dans ce chapitre, on présente les notations, les définitions et les proprié-
tés nécessaires concernant les variétés Riemannienne, variétés Riemannienne
produit, connexion de Levi-Civita, tenseur de courbure et le tenseur de Ricci.

1.1 Meétrique Riemannienne

Définition 1.1.1.

Soit M une variété différentiable, un tenseur métrique ou une métrique
Riemannienne est une application qui a chaque couple de vecteur A, B €
T,M,p € M fait correspondre un nombre g(A4, B) € R telle que :

Pour tout p € M ’application

T,M x T,M — R
(A,B) — g(A,B)

est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive .
Si u,v € T(TM), la fonction g(u,v)(p) & g (up,vp) Vp € M, est différen-
tiable.
Une variété Riemannienne est un couple (M, g), ou M est une variété diffé-
rentiable et g une métrique Riemannienne.

Définition 1.1.2

Etant donnée une carte (N, ) d’une variété Riemannienne de dimension
n(M,g) avec les champs de bases {01, - ,0,} associé , on appelle compo-
santes du tenseur métrique les n x n fonctions g;; définies par ¢;; = g (0, 9;).
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Localement, si M est munie d’un systéme de coordonnées locales (u;), alors :

9= gijdu; ® du (1.1)
ij=1
Exemple 1.1.1

1) 'espace Euclidien R™ muni de la métrique :

g=du}+--+du?
2) La sphére unitaire de dimension 3 est définie par :
53 = {(u,v,w,k) € R*/u® + v* + w? + k* = 1}
On considére la paramétrisation :

U = c0s . cos 3 cos 7y
v = cos acos B siny
w = cos asin 3,

k =sina.

La métrique h = du® + dv? + dw? + dk? de R* induit sur S% une métrique
Riemannienne g, soient 04,03 et 0, les champs de vecteurs de bases associé
a cette paramétrisation g, soient d,, dg etd., les champs de vecteurs de bases,
les composantes de la métrique g est données par :

911 = 9 (0, 00) = 1,912 = g (9a, 93) = 0,913 = g (0, 0y) =0,
g22 = g (9p,05) = cos® a, ga3 = g (9p,0,) = 0 et gs3 = g (d,,0,) = cos? acos? 3,

c’est- a-dire g = da? + cos? ad? + cos® a cos? Bdr2.

1.1.1 Meétrique Riemannienne de la variété produit
Proposition 1.1.1

Si M et N sont deux variétés de classe C*°, alors :
les projections canoniques w: M XN — M et 0 : M x N — N sont de classe
c*.

Proposition 1.1.2

Soient M et N deux variétés de classe C*°, alors :

TluwyM x N = T,M x T,N, Y(u,v) € M x N
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Proposition 1.1.3

Si (M, g) et (N,h) sont deux variétés Riemanniennes de dimension m et
n respectivement, alors le tenseur G = 7*g + o*h est une métrique Rieman-
nienne sur M x N, telle que :

G(U,C),(V,D))=g(U,V)or+h(C,D)oc
U Z el (TM)et C,D T (TN).

Remarque 1.1.1

La matrice associée a G :

La variété Riemannienne (M x N, G) est dite variété Riemannienne pro-
duit de (M, g) et (N,h).

1.1.2 Image inverse d’une métrique
Définition 1.2.1.
Soient (N, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une variété
différentiable, de dimension m, et f : M — N une immersion. Alors
f*h:T(TM) xT(TM) — C>*(M)
définie pour tout U,V € T'( TM ) et u € M par

f*h(U’ V)u = hf(u) (duf (Uu) s du f (Vu)) ) (1'2)

est une métrique sur M, appelée métrique inverse Expression locale de la
meétrique inverse f*h Soient (L, ) une carte de M de base locale associée
( o ... L) et (V, 1) une carte de N de base locale associée (%, . ),

oul’ » Qum™ ) Qun
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alors

o e (20

w(o(2)4()

_ 8f°‘8fﬁh<8 8>of

et out Oul ov®’ OvB
" OfofB
out g ")
a,f=1

Définition 1.2.2.

Etant donnée une métrique Riemannienne g sur une variété M, on définit
la norme ||V||; d’'un champ de vecteur V € I'(T'M) par

Vg =gV, V) (1.3)

Localement, si V = V?0; alors,

IVII5 = giV*V?

Proposition 1.2.1.
Soit g une métrique Riemannienne sur M. L’application,
g:T(TM*) — I'(TM)
w — fw

définie par
g(fw, V) =w(V), (1.4)
pour tout V€ I'(T'M), est un isomorphisme C*°(M)-linéaire.

Lemme 1.2.1.

Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout x € M la métrique
g induit un isomorphisme linéaire entre T, M* et T,, M

fo : T .M — T, M
w — fuw
u (fuw,v) = w(v)
définit par, pour tout v € T, M.
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Remarque 1.2.1.
Localement, si w = w;du’ et g = gijdui ® du?, alors
#w = wigd;

ou (gij ) désigne la matrice inverse de (g;;).

1.2 Connexion linéaire.
Définition 1.2.1.
Une connexion linéaire sur une variété M est une application

V :T(TM) x T(TM) —s T(TM)
(U,2) — Vo Z

vérifiant :
1. Vuy(Z+W)=VyZ+VyW
2. Vu(f2)=U(f)Z+ fVuZ

3. VuspvZ =VyZ + fVvZz,
pour tout Z, W,U,V e I'(TM) et f € C*(M).

Définition 1.2.2.

Soient V une connexion sur une variété M de dimension n et (01, ...,0,)
(resp (du',...,du™)) une base locale de section de I'(T'M) ( resp I' (T*M)).
On défini les coefficients de Christoffel par

Il = du® (V5,0)) (1.5)

Définition 1.2.3.

Une section Z € I'(T'M) est dite paralléle par rapport a la connexion V si

VuZ =0
pour tout U € I'(T'M).

Définition 1.2.4.

Soit g une métrique Riemannienne sur M, On dit que la métrique g est
compatible avec la connexion V (ou paralléle), si

Vg=0 (1.6)
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| (Vag) (Z.W) =0

U(g(Z,W)) =g (VuZ, W)+ g(Z,V, W)

(1.7)

ou pour tout U, Z,W e I'(T'M).
1.2.1 Tenseur de torsion
Définition 1.2.5.

Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire sur M.
Le tenseur de torsion associé a V est une application vectorielle C*°(M)-
bilinéaire définie par

T : T(TM) x D(TM) s T(TM)
U, V)—TUV)=V,V-V,U—-[UV]
pour tout U,V € I'(T M)

La connexion V est dite sans torsion si 7' = 0.

Remarques 1.2.1.

1. T est un champ de tenseur de type (1,2)
2. T(U,V)=-T(V,U) pour tout U,V € I'(T'M) (T est antisymétrique )

3. La connexion V est sans torsion ssi pour tout U,V € I'(T'M) on a :

U, V]| =V,V -V,U

4. Pour tout u € M, le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire
vectoriel

T, : TuM x T,M — T, M
(z,w) = Ty(z,w) = (V, V), — (V,U), = [U, V],

oun U,V e I'(TM), tel que U, = z et V;, = w (indépendamment du choix
deUet V).
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Théoréme 1.2.1.

Soit V une connexion linéaire sur M. Si p € M tel que T}, ~ 0, alors il
existe une carte (L,u,...,u") telle que pour tout i,j,k =1,...,n, on a

L) =0 (18)

1.2.2 Connexion de Levi-Civita
Théoréme 1.2 .

Soit (M, g) une variété Riemannienne, ’application :

V : I(TM) x T(TM) — T(TM)

donnée par la formule de Koszul :

29 (Vu VW) =U(g(V,W))+V (g(W,U))-W (g(U, V) +g(W, [U, V])+g(V, [W,U])—g(U, [V, W])(1.9)

est une connexion linéaire sur M appelée la connexion de Levi-Civita.

Théoréme 1.2.3.
Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita
est 'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.
Preuve : On a
1
9 (VuV, W) =g (VoU, W) = S {g(W, [U,V]) — g(W, [V, U]}
=g(W,[U,V]),

d’ott la connexion de Levi-Civita est sans torsion. Et,

1
9 (VuV, W) + g (VuW, V) = S{U(g(V. W) + U(9(W, V))}
=U(g(V,W)),
cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique

g sur M. Comme g est non dégénérée, cette relation (1.9) détermine complé-
tement la connexion V, ce qui donne 'unicité.
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Exemple 1.2.1.

Une connexion linéaire V sur M est une connexion linéaire sur le fibré
tangent (T'M,m, M).

Dans un systéme de coordonnées (u’) sur M, V est complétement définie
par les symboles de Christoffel I‘fj définis par :

0 g O
Vit oul ~ guk
En effet, si U = u’ a(zi et V= Vj% alors
VyV =V 9 ykphyi) 2
ou? K Ouk

Proposition 1.2.1.

Soient (M™, g) une variété Riemannienne, de dimension m et V la connexion
de Levi-Civita. Si (L, ) est une carte sur M avec les champs de bases
%, ey % associés, alors les coeflicients de Christoffel Ffj sont donnés

par

k _1xm kil JO9iu | Oga  99ij

Fij =3 Zl:lg {aui + Dul Dl
E _ 1 89'1 8gﬂ 891‘*

guil's; =2 { dur T ow ol [

ou, g;; sont les coordonnées de g relativement é la carte ([, ¢).

Preuve :

Comme [0;,0;] = 0 pour tout i,j = 1,...,m, ou 0; = 6(21- pour tout
i=1,...,m
on a,

29 (Va,0;,0) =2 _ g (305,

s=1
= QZFfjgsl
s=1
=0;(9(05,0)) + 0; (9 (9, 0:)) — O (9 (94, 0;))

donne,

m
1
> T3iga = 5 10igj + 9391 — Oig9ij}

s=1
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d’ot1.
i@ 1
> T5ga9™ = §9lk {9igji + Ojg1 — Dugis}
s=1

et,

m m
1
E I$ga9™ = 3 g 9% {0i951 + 991 — D19i5}
s,l=1 =1

et comme (gij) est la matrice inverse de (g;;) on a > G519 = ks, OU Ops
est le symbole de Kronecker, d’ot

1 & 9gj1 | Ogu _ Ogi;
k _ kl J i ij
FijZZZ;g {8ui 9w T Bl

Exemple 1.2.2.

On considéré la paramétrisation de la sphére S = {u € R"*! | ||ul| = 1}
et soit la projection stéréographique, 1 : R — R™*1 donnée par

2ut 2u™  |ul? -1
w(u)—< e , ,u € R™,
lul+ 17l + 17 [Juf* +1

Les composantes du tenseur métrique relativement a 1 sont

n

=—"9 _ |ue
(1 + [|ul2)®

Pour la preuve, en utilisant la formule 2.11. Les symboles de Christoffel sont,

Tl (u) = T () = Ty (u) = =T (u) = 5740,

Ffj(u) =0 , pour i,jetk=1,.n distincts.

pour la preuve en utilisant la proposition 1.2.1.

Théoréme 1.2.4.

Soient (M, g) une variété Riemannienne et p € M, alors il existe une
carte (N, ul, ... ,u”) telle que

0 (1.10)
9(9;,05) (p) = 6ij (1.11)

pour tout ¢, 5,k =1,...,n,
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1.3 Courbures.

1.3.1 tenseur de courbure
Proposition 1.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et V la connexion de Levi Civita.
Alors, la fonction R : T'(TM) x T'(TM) x I'(TM) — I'(TM) définie par
RU V)W =VyVyW = VyVyW = Vigy\W VYU, V,W € I'(TM),

est un tenseur de type (1,3) sur M, appelée tenseur de courbure.

Propriétés 1.3.1
Soient U, V,W,S € I'(TM) et R la courbure de Riemannienne, alors :

RU VYW = —-R(V, U)W

g(R(U V)W, S) = —g(R(U,V)S, W)

g(R(U, V)W, 5) = g(R(W, S)U, V)

R vérifie 'identité de Bianchi Algébrique :
RUV)Z+ R(V,W)U + R(W,U)V =0

5. R vérifie I'identité de Bianchi différentielle :

(VuR) (V,W) + (VvR)(W,U) + (VwR) (U,V) =0

Ll

1.3.2 Courbure sectionnelle

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n(n > 2),u € M et
P un 2-plan de T,,M de base {U,V'}, La courbure sectionnelle de P K (P)
définit par :

Définition 1.3.1

R AAY
K(P) = S00)gviv) — g0, V)2

si la base {U,V'} est orthonormée la courbure sectionnelle devient :

K(P) =g(R(U,V)V,U)
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Définition 1.3.2

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n(n > 2). On dit que
M est une variété a courbure sectionnelle constante s’il existe une constante
keR

telle que pour tout x € M et tout 2-plan P € T,,M :

K(P) = k.

Proposition 1.3.1

Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie I’équation suivante :

Pour tout U, V,W, e T'(TM).

1.3.3 Tenseur de Ricci
Définition 1.4.1

La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) de dimension n
est un tenseur de type (0,2) définit par :

Ric(U, V) = trace(W — R(W,U)V)
= Zg (R (eiv U) v, 61')
i=1
Pour tout U, V,W € T'(T'M), ou {e;},;<,, est une base orthonormé sur M

Propriété 1.4.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors la courbure de Ricci est
symétrique :
Ric(U,V) = Ric(V,U)VU,V € T(T M)
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Preuve :

Ric(U,V) = Y g(R(e;,U)V,e;)
i=1

= Z g(R(U,e)ei,V)

=1

= Y 9(R(V)U.e)
=1
= Ric(V,U)

Définition 1.4.2

Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) de dimension n,
est un tenseur de type (1,1) sur M, défini par :
1 Ricci(U) =>"" | R(U,e;)e; U eI (TM)
Définition 1.5.2

Le tenseur de Ricci d’'une variété Riemannienne (M, g) de dimension n,
est un tenseur de type (1,1) sur M, deéfini par :

Ricci(X) =Y R(U,e;)e; U eT(TM)
i=1
ou {e;}; <<, une base orthonormée de M.

Remarque 1.5.1
Pour tout U,V € I'(T'M) on a :

Ric(U, V) = g(Ricci(U), V)

Définition 1.5.3
On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M, g) de di-

mension n, la fonction définie sur M par :

n

S = traceRic = Z g (R (ei,ej)ej, e;)
ij=1

ou {e;},<;<, une base orthonormée de M.
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Corollaire 1.5.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, de courbure sec-
tionnelle constante k, alors :

1. Ricci(U) = (n — 1)kU,
2. Ric(U,V) = (n — Dkg(U, V),

3. S=n(n-1)k.

Définition 1.5.4

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, La métrique g de
(M, g) est dite d’Einstein si Ric = Ag ou A est une constante. La variété
(M, g) est alors appelée variété d’Einstein.

Proposition 1.5.1

Toute variété Riemannienne a courbure sectionnelle constante k est une
variété 1 d’Einstein.
Preuve :

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n,

a courbure sectionnelle constante k est une variété d’Einstein on a :

Pour tout U,V € I'(TM)

Ric(U, V) = (n — 1)kg(U,V)
=Xg(U,V)avec A= (n—1)k

Donc, la variété M est Einsteinnienne.

1.3.4 1.3.4 Courbure scalaire
Définition 1.3.7.

On appelle courbure scalaire d'une variété Riemannienne (M™, g) la fonc-
tion définie sur M par

m

S = trace; Ric = Z g (R (ei ej)ej,e;)
ij=1

ou (€;);_y ,, une base orthonormée locale sur M.



1.4. Opérateurs sur une variété Riemannienne 19

Proposition 1.3.2.

Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie I’équation :
pour tout U,V et W € T'(TM).

Corollaire 1.3.1.

Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
k, alors pour tout U,V € I'(T'M) on a

1. Ricci(U) = (m — 1)kU,
2. Ric(U,V) = (m—1)kg(U,V),
3. S=m(m—1)k.

Exemple 1.3.1.

L’espace euclidien R™ muni du repére canonique 0; = %, du produit

scalaire euclidien g = g;;du; ® duj, ou g;; = d;5. On vérifie immédiatement

que Ffj =0, Ri ik =0 donc R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de

(R™, go) est nulle.

1.4 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.4.1 L’opérateur gradient
Définition 1.4.1.
Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur gradient par
C*(M) — T(TM)

J— grad f = df
ou df est la différentielle de la fonction f.

grad :

Proposition 1.4.1. (Expression du gradient en coordonnées locales).
Soit ( M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (L, ) une carte

sur M avec les champs de base associée 6%, ey auimv alors pour tout f €
C>=(M)
on a
m
i Of 0

(grad ), = Y g7 55— (112)

ij=1
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Preuve :

On applique directement la définition de Papplication § (voir proposition
présidente), et la définition de la différentielle la fonction f € C*°(M) rela-

tivement a la carte (N, ) sur M, on a

df = -’
/ ; ou? “
f =3 gty
“ ou?
i,7=1
e .
- Sl
“ out ou?
i,7=1
ou dul,...,du™ est la base duale. De la Proposition 1.4.1, on déduit

Proposition 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout
champ de vecteur U € I'(T'M) et toute fonction f € C*°(M), on a

df (1) = 1(f) = g(grad f,1)(1.13)

Propriétés 1.4.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*°(M) on a

1. grad(f + h) = grad f + grad h
2. grad(fh) = hgrad f + fgradh
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

Preuve :

Soit f,h € C*°(M), pour tout U € I'(T'M) on a :

glgrad(f + h),U) = U(f + I
=U(f)+U(h)
= g(gradf,U) + g(gradh, U)
= g(grad + gradh, U)

g(grad(f +h),U) =U(f +h)
=U(f) +U(h)
= g(gradf, U) + g(gradh, U)
= g(grad + gradh, U)
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2).
g(grad(fh),U) = U(fh)
=hU(f)+ fU(h)
= hg(gradf,U) + fg(gradh, U)
= g(hgrad f + fgrad h,U)
3).

(grad f)(h) = g(grad h, grad f)
= g(grad f, grad h)
= (grad 2)(f)
1.4.2 L’opérateur divergence
a)- Divergence d’un champ de vecteurs

Soit U € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne
(M, g) on a

VU :T(TM) — T(TM) (1.14)
W — VyU

est une application C°°(M) linéaire (VU est un tenseur de type (1,1)).

siw € M, alors

(VU)y: TuM — T,M  (1.15)
v— (V,U),

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Définition 1.4.2.

Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un champ de vec-
teurs U € T'(T'M), notée div U est une fonction sur M définie par

divU = try(VU)
pour tout u € M, on a
(divU)(u) = try (VU)w)

En locale (voir la Remarque 1.3.1), on a

divU = du (v ) U)

ou®
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N P
=97g| V.o U +—
99 ( 57 au]>
Si(e;) est une base orthonormeée locale sur M on a

divU = Zg (Ve, U e:)
i=1

Expression locale de la divergence
Proposition 1.4.3.

. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, pour tout U &
[(TM) on a localement

ou U:Uiaai.
u

Propriétés 1.4.2.

. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous U,V € I'(T'M) et f €
C>°(M) on a

diviU+V)=divU +divV
div(fU) = fdivU + U(f)
Preuve :

On applique directement la définition du divergence, soit (e;) une base
orthonormeée locale sur M, on a

div(U +V)=> g(Ve,(U+V),e)
=1
1)
div(U+V) =Y g(Ve,(U+V) &) =3 g(VeUie)+>  g(Ve,Voei) =divU+divV,
=1 =1 =1

2)
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div(fU) =Y g(Ve, fU,ei)

M

s
Il
—

g (el(f)U + fVeZ.U, ei)

I

s
I
—

ei(f)g(Use) + > fg(Ve,U,ei)

i=1

Il
i1z

I
=

f)+ fdivU

Lemme 1.4.1.

Sur une variété Riemannienne (M, g) Relativement a une carte locale

=1

(1.18)

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout U € I'(T'M) on a

( det (g,-j)U’f>

divU =

1 0
\/det (gij) Ouk

Preuve :

D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en coor-

donneés locales nous avons,

divU = i
=1

" oU?

B Zz; ou?

i=1 i=1

m m
+Y U T
j=1 i=1

en utilisant le Lemme 1.4.1, avec G = (g;;), alors un calcul direct donne,

ou H 22U
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divl = — 2 Vde tG +ZUJ detGZF

m

1 U’
== dtGZawnLng (Vdet G)
WY Z; (\/det GXZ)

en utilisant la convention d’Einstein on a

. 1 0 i
div(l) = st (\/det GU)

1.4.3 La Hessienne d’une fonction
Définition 1.4.4.

Soient (M, ¢g) une variété Riemannienne et f € C°°(M). La Hessienne de
la fonction f noté Hess (f), est une application C°°(M)-bilinéaire, définie
par :

Hess(f) : T(TM) x T(TM) — C*(M)
(U7 V) g (VU grad(f)a V)
Proposition 1.4.5.
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C°°(M). La Hessienne
Hess (f), est une application symetrique.
1.4.4 L’opérateur Laplacien
Définition 1.4.5.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur Laplacien
noté A, sur M par

A:C¥(M) — C*(M)
fr— (f) =div(grad f) = tracey(Hess(f))

appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrami.
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Propriétés 1.4.3.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*°(M) on a
L.A(f+h)=A) + A(h)
2. A(fh) = hA(f) + fA(R) + 2g( grad f,grad h)

Preuve :

Soit f,h € C°°(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div
et le fait que U(f) = g(grad(f),U), on obtient

1.
A(f + h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f) + div(grad h)
A(f) + Ah)
2.

A(fh) = div(grad(fh))
= div(f grad h + hgrad f)
= div(f grad h) + div(h grad f)
= fdiv(grad h) + (grad h)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= fA(h) + RA(f) + 2g(grad f, grad h).

Proposition 1.4.6. ( Premiére expression du Laplacien en co-
ordonnées locales).

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f € C*°(M) on a

_ i 9°f r Of
Alf) =g" (81@8% T 3uk>

(1.19)
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Preuve :
Soit f € C*°(M), alors
A(f) = div(grad f)

ij 9

=g"g <vaii grad f, aw‘)

) o )

1] _ _ _
g <0uig <grad f, auj) g <grad £,V e, am))
(0 (0f ) 0
1) _—J _ R _

(aw‘ <8uf> R (grad 4 auk))

g [ 9*f of
iJ — Ik
g <8ui8uj 1 6uk>

Exemple 1.4.1.

I
Q

Soit R™ muni du produit scalaire standard go, (g;; = di;), alors pour tous
fonction différentiable f sur R™ et U = (U L Um) un champ de vecteurs
sur R™ on a

1.
= 0f 0
gradf = — out dxt
_(9f . 9f
A\ oul’ T um
2. ,
L ot
divU = 2. B
Lo
oul o Qum
3.
A(f)zZ@

1.4.5 Formule de Bochner
Proposition 1.4.7.

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f : M — R est une fonction de
classe C>°(M), alors f verifie la formule suivante (dite formule de Bochner) :

%AI grad(f)|* = | Hess(f)|*+g(grad(f), grad(Af))+Ric(grad(f), grad(f)) ~ (1.20)

ou |Hess(f)|> =3, 9 (Ve, grad(f), Ve,grad(f)) relativement une base locale
orthonormale (eq,...,en).
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Preuve :

Soient u € M et (eq,...,en) une base locale orthonormale de champs de
vecteurs telque (Ve,e;), =0, 1<4,j <m. En développant le calcul en u,
on trouve :

SAlgrad (NP =5 3 e (esglgrad (1), grad ()
_ Z (9 (V. grad (), grad(£))
. Z e, (Hess() (ex. grad(f)))
- Z e: (Hess(f) (srad(/), )
_ Z €i (9 (Vgraa(y) grad(f), e;))

= Z velvgrad f) grad(f), el)) +g (vgrad(f) grad(f)v Veiei)>>

= Z g Veivgrad( ) grad(f)> 61))
= Z {9 (R (ei,grad(f)) grad(f), e:) + g (Vgrad(y) Ve, grad(f), e:)

+g (V[ehg,ﬂad(]v)} grad(f), 62)} (2.21)
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On a:

Zg (e;, grad(f)) grad(f) (1.22), e;) =Ric(grad(f), grad(f)).
Z {g grad(f e; grad Z grad e grad(f)v el))

- Z 9 (Ve, grad(f), Vgaa(p€:) }
= Z grad(f) (g (Ve, grad(f), e;))

—Zg e; grad(f (f)vejei)}
= Zgrad(f) (g (Ve, grad(f),e;)) — 0

= grad(f) trace Hess(f).

=grad(f)(A(f))
=g(grad(f),grad A(f)).  (2.23)

29 (Viewgradpiorad(f), ei) = 3 _ Hess(f) (les, grad(£)] )
| = Z Hess(f) (Ve, grad(f) — Vraa(p€is €:)
— Z Hess(f) (Ve, grad(f), e;) — Z Hess(f) (Vrad(f)€i €:)
= Hess(f) (Ve, grad(f), e;) — 0
=) Hess(f) (e, Ve, grad(f))
= g(Ve grad(f), Ve, grad(f))  (2.24).

Enfin , en substituant les formules (1.22) , (1.23) et (1.24),on obtient la
formule (1.20).

Définition 1.4.6.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle mesure
de volume Riemannienne, notée v ou v9, la mesure définie localement dans

un repere par

oM = \/det (gij)du' A ... A du"
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Exemples 1.4.1.

On considére la variété R? muni des coordonnées cartésiennes (u, v) on a

go = du® + dv®

090 = \/det (gi5)du A dv = du A dv

On Considére la sphére S? muni de la métrique

et,

g = db* + sin® 0dy?

v9 = y/det (gi;)d0 N dp = |sin0|dO A dp

Proposition 1.4.8.

alors,

(Théoréme de divergence /7/). Soit D un domaine compact a bord dans
une variété Riemannienne (M, g). Soit w 1-forme et U un champ de vecteurs,
définies sur un voisinage inclue dans D. Alors

/D (divw)o = /8 ol et /D (div U)o = /a ol

ou 0D est le bord de D et n = n(u) est le vecteur unitaire normale a dD.

Corollaire 1.4.1.

Pour tout w une 1-forme et U un champ de vecteurs a supports compact
dans un domaine D, alors

/(divw)vM =0 et /(div UM =0
D D

1.5 Propriétés des Connexions sur une sous variété

1.5.1 Deécomposition du fibré tangent
Définition 1.6.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, N une variété
(resp sous variété de M) de dimension n, et f: N — M une immersion C*°.
Si N est muni de la métrique induite h = f*g, alors ’application f est dite
immersion isométrique, si de plus f est injective alors (N, h) est dite sous
variété Riemannienne. Dans la suite de cette section, on considére le cas des
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immersions isométriques. On note par :

TM/N=|JT,M  (125)
peEN

le fibré vectoriel au dessus de NNV.

T(N)=TN=|JT,N  (1.26)
peEN
le fibré vectoriel tangent a N.
NWON) = | (@N)" =(@N)*+  (127)
pEN

le fibré vectoriel normal a N. Le fibré TM /N se décompose en somme directe
(somme de Whitney) :

TM/N = T(N) & N(N) = | (TpN@ (T,,N)L) (1.28)
peEN
Remarque 1.3.1

Localement pour tout p € N, il existent un ouvert U C M et une base
locale (E1,...,Ep) € I'(TM) de champ de vecteurs tels que pour tout u €
UNN,ona: (El/u,...,En/u) est une base de T, N et (En+1/u> e ,Em/u)
est une base de NV,(N) On note par :

m : M/N — T(N)
7t M/N = N(N)

les projections canoniques.

1.5.2 Opérateur Shape (Application de Weingarten)

Soient VM et V¥ les connexions de Levi-Civita associée & M et N res-
pectivement. Pour tout U,V € I'(T'N), on a la décomposition unique :

VIV = (VEV) + (V¥V)T (129)
En vertu de 'unicité de la connexion de Levi-Civita sur la variété N, on a :
My T N
(VU V) - VUV

d’oil
1
VIV =iV + (VV) (1.30)
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Des propriétés des connexions VM et V¥V (connexions sans torsions), on dé-
duit que 'application :
B :T(TN)x I(TN) =T (TN¢>

(U, V) BU,V) = (VMV)

est une application C°°(N)-bilinéaire symétrique :

BU,V)=VNV -viv =v{U - VU = B(V,U)

B est appelé deuxiéme forme fondamentale. La formule (1.29) s’écrit

V¥V =V VvV +B(U,V)

La formule (1.30) est dite formule de Gauss.
Pour € I'(NV(N)), on pose :

Ag : T(TN) — T(TN)
U AU)=— (V)T (1.31)
Pour tout V € I(TM) et U € T(N(N)), on a :

0=Ug(U,) =g (VI V) (- ViV) = g (V) V) 49 (. (VEV) ).

d’onl
9(AU), V) =g(,BU,V)).

En déduit que A est une application C'°°(N)-linéaire verifiant la condition
de symétrie :
g(A(U),V)=g(A(V),U)

L’application A est appelé opérateur Shape ot Application de Weingarten.
(pour plus de détail sur les propriétés des sous-variétés voir [36]. L’applica-
tion :

VL T(TN) x T(NV(N)) = T'(N(N))
(U,) = V= (V)"

définit une connexion, dite connexion normale et on a la formule de Wein-
garten :

vV = -AU)+ V. (1.32)
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1.5.3 Equation de Gauss
Proposition 1.6.1.

Si RM et RN désignent les tenseurs de courbure de M et N respective-
ment, alors pour tout U, V,W,S € I'(TM) on a ’équation de Gauss :
g (RN(U V)W, S) =g (RM (U, V)W, S) + g(B(V, W), B(U, 5))
—g(B(U,W),B(V,S))  (1.33)

Preuve

: Des formules (1.30) et (1.32) On obtient

VUYMW = VMVIW + VM BV, W)
= VyVYW + B (U, VW) — AgvwyU + Vi B(V, W)
(L3)VY VW = VEV{Z + B(V,ViW) — Agwuw)V + Vi B(U,W)
(135)VigyW = Vi W + B(U, V], W).  (1.36)

En utilisant la définition du tenseur de courbure et les formules (1.34), (1.35)
et (1.36), on déduit la formule (1.33).

Si KM et KN désignent les courbures sectionelles de M et N respective-
ment, alors pour tout champs de vecteurs orthonormales u,v € I'(T'N), on a :

KN(U7 V) = K]V[(Uﬂ V) + g(B(U7 U),B(V, V)) - HB(U7 V)H2

1.5.4 Equation de Codazzi
Des formules (1.34), (1.35) et (1.36), on obtient

(RM(U, V)W)L =B (U,VYW) + VEB(V,W) — B (V,ViW) - Vi:B(U,W) — B([U,V],W)
=B (U, VyW) + ViB(V,W) = B (V,ViW) = Vi:B(U, W) — B(VyV, W)
+ B(VyU, W)
=V{B(V,W) - B(VyV,W) - B(V,VW) — Vi;B(U,W) + B (VyU,W)
+ B (U, VW)
- (VﬁB) (V, W) — <V%/B> (U, W)
Ll’lé(:luation
(VEB) (V,W) = VEB(V,W) — B(VyV,W) — B (V, VW)
(RM(U, V)W) = (V§B) (V. W) = (VEB) (UW)  (1.37)



1.5. Propriétés des Connexions sur une sous variété 33

est dite équation de Codazzi.
Notons par R+ le tenseur de courbure du fibré normal TM* :

R+ :TM x TM x TM* —=TM=*
(U.V,) — RU,V)
définit par :
RH(U,V) = ViV — ViV — Vipy,

Des formules de Gauss (1.46) et de Weingarten (1.48), on obtient I’équation
de Ricci suivante :

(RM(U,V))" = R~(U,V) + B(AU,V) — B(AV,U)

(1.38)



Chapitre 2

Géométrie du fibré vectoriel

2.1 Fibrés vectoriels

Définition 2.1.1.

On appelle fibré vectoriel de fibre type R¥, le triplet (E,7, M) ou E et
M sont des variétés de clagse C*°, et w : E — M une application surjective
de classe C*° telles que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout # € M, E, = 7~ 1({z}) est un R-espace vectoriel de dimen-
sion k.
2. (Condition de trivialisation locale.)
Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un difféo-
morphisme ¢ : 7 HU) — U x R* tels que :
i) P op =, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

ol % L UxRK

\ [

ou Py : (z,y) €U x Rk — x € U désigne la premiére projection.
L’application ¢, = ¢p, : B, — {z} x RF est linéaire bijective pour tout
xeM.
ii) L’application ¢, = ¢| : B, — {2} x R* est linéaire brjective pour
tout x € M. a variété M est appelée base du fibré, E l'espace total et
E, =7 1({z}) la fibre au-dessus de z.

Exemple 2.1.1. Fibré tangent.
Soient M une variété de classe C*°, de dimension n,

TM = U T, M
zeM

34
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(réunion disjointe de tous les espaces tangents & M ), et

m:TM — M
v—x  (veT,M)

la projection canonique.
Le triplet (T'M, 7, M) est un fibré vectoriel de fibre type R" | En effet :
- TM est une variété C* de dimension 2n .

2.1.1 Sections du fibré tangent
Définition 2.1.2.

Un champs de vecteurs de classe C* sur une variété de classe CFH1 est
une section de classe C* du fibré tangent, c’est a dire une application de
classe C* ¢ : M — T(M), telle que : Ya&(a) € T,(M).

Il y a toujours au moins un champ de vecteurs : la section nulle. L’exis-
tence d’un champ de vecteur qui ne s’annulle pas est un probléme intéressant
non trivial.

Un diffeomorphisme de classe C*1, f : M — N, transporte les champs
de vecteurs de classe C*. Etant donné un champ de vecteur £ : M — T(M),
le champ de vecteurs correspondant, appelé image directe est défini pour

b= f(a) par :
(£:6) (b) = (Ta(f) &) (a) = Tu(f) - £(a).

Etant donné une variété M de classe C**1, I'espace T*(TM) des champs de
vecteurs de classe C* sur M est un module sur I'algébre C*(M) des fonctions
de classe C* sur M. La correspondance précédente est compatible avec cette
structure de module : étant donné une fonction ¢ € C*(N), on a

(- f:8) (b) = fi((b o f) - §)(a).

la projection canonique.
Le triplet (T* M, m, M) est un fibré vectoriel, de fibre type R™ et de carte de
trivialisation locale associée a (U, ) € atl (M) définie par :

o (") (U) — U x R"
(.w) — (9.0 (a1l,) - (90,))

ou (01,...,0y) désigne la base des champs de vecteurs relative & la carte
(V). (T*M,w*, M) est le fibré dual du fibré tangent (T'M,m, M), appelé
fibré cotangent.
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2.1.2 Produit tensoriel de fibré
Définition 2.1.14.

Soient (E,7g, M) et (F,nr, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R*
et R respectivement. Nous définissons le produit tensoriel de E et F, noté
E® F par

EoF=|]) E®F
zeM

ou, E, ( resp. F;) la fibre au-dessus de x sur E( resp. sur F') et Papplication
T par
T EQF —M
vRwr— (v @w) =) = rp(w)
Alors (E®F, 7, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type R¥! appellé fibré
produit tensoriel de (E,7g, M) et (F,wp, M). Carte de trivialisation locale

Soient (U, ¢) et (V,1) deux cartes vérifiants la condition de trivialisation
locale sur E et F respectivament avec U NV # (), alors Uapplication

@Y {UNV)—UNV xR @R,
VR W E By @ Fy — (2, 02(v) @ 1z (w))

définit une carte sur F ® F' vérifiant la condition de trivialisation locale,
ou

oz = Proogly ., ty=Pryot| |
Fx

Pry: M x RF — RF

(z,2) —> 2

et,
Pro: M xRN — R!
(x,2) —> 2z

2.1.3 Section sur le fibré produit tensoriel.

Soient (E,7g, M) et (F,nr, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R¥
et R! respectivement.
Une section sur le produit tensoriel £ ® F' est une application,

T M —FEQF

de classe C*° telle que woT = Idy; (i.e:T(z) € E,®F, pour tout € M).
Soit (U, ) (resp (V,1)) une carte vérifiant la condition de trivialisation
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l

locale sur E (resp F) de base locale de sections (Uf)f;l <resp (o;-/’) ‘ 1). Si
‘7:

T € I'(E ® F) est une section sur le produit tensoriel £ ® F on a

Tlyay = T07 ® U;‘/}’
ou T% sont des fonctions différentiables de classe C* sur M pour tout i =
l.ketj=1.1.
Remarque 2.1.2.

La Définition 2.1.8 peut étre prolongé au produit tensoriel quelconque de
fibrés :

n
®E7;:E1®...®En.
=1

Exemple 2.1.6.

Soient M une variété différentiable, de dimension m et x € M, on note :

TPOM =T M®.. @ TMRTM® ... T'M

p— fois q—f ois
TCOM =TM® .. TMRT*M® ... T*M

p— fois g-fois
T®D N — U TP N

zeM
T®9 M est un fibré vectoriel de fibre type R™ ™. Si T4(M) désigne D'espace
des sections sur le fibrés T®P9D M on a alors :
TO(M) = C*(M), TYM)=X(M) et THM)=2X"(M).

Relativement & une carte (U, z') € atl (M), un champ de tenseur T’ € TH(M)
sécrit en coordonnée locale

i, O 0 : A
_mqJiedg 2 j1 j
T_T‘uzp ax“@@ax%@d-r ®®d$qa

ou, Tfllli ? sont des fonctions différentiables de classe C*° sur U. La formule

(2.2) nous permet d’identifier TL(M) a U'espace C°°(M )-module
q P
{B Q) x(M) — (K X(M) | C*°(M)-q linéaire } ,

ou, *X(M)=X(M)®...®X(M) pour s > 1 et Q" X(M) = C®°(M).

s— fois
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définit une carte sur £ ® F' vérifiant la condition de trivialisation locale,

ou
oz = Proogly ., ty=Pryot|
Fx
Pro: M x R¥ — R*
(z,2) —> 2
et,

Pry: M xRl — R!
(x,2) — 2

2.1.4 Fibré Somme de Whitney
Définition 2.1.15.

Soient (E,mg, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R¥ et
R! respectivement. Nous définissons la somme de Whitney de F et F, noté
E® F par:

E®F =] B x Fy,
rxeM

ou, E, ( resp. F,) la fibre au-dessus de = sur E( resp. sur F') et Papplication
7 par
n:EFE®F — M

(v,w) — 7((v,w)) = TE(v) = T (W)
Alors (E @ F,m, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type RF*! et de
dimension m+k+I(, appellé Somme de Whitney de (E, g, M) et (F,7p, M).

Remarque 2.1.3.

EGF ={(u,v) e EXF; wgw)=mp(w)}.

Exemple 2.1.8.

(M x RP) @ (M x R?) = M x RP*1

Carte de trivialisation locale
Soient (U, ¢) et (V,1) deux cartes qui vérifient la condition de trivialisation
locale sur E et F respectivament avec U NV # (), alors lapplication

exP i (UNV)—UNV xR xR,
(’U,UJ) c Eg; @Fz — (.’IJ,QDQJ(’U),w$('IU)>
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définit une carte sur £ @ F vérifiant la condition de trivialisation locale, ou

P = PI"QO(,D’EX y Y= 157“2“# )
Fx
Pro: M x RF — R¥

(z,2) —> 2

et,
Pry: M xRN — R
(x,2) — 2

2.1.5 Section sur le fibré somme de Whitney.
Soient (E,7g, M) et (F,7p, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R*
et R! respectivement.

Définition 2.1.16.

Une section sur le fibré somme de Whitney E @ F est une application,

T-M —EoF
z = T(x) = (Ti(x), Ta(x))
de classe C™ telle que moT = Idys. On a :
-VeeM T(z)e E, & F;.

T =T, &TyT € T(E) et Th € T(F)
Soit (U, ¢) (resp (V,%)) une carte vérifiant la condition de trivialisation lo-

l

cale sur F (resp F') de base locale de sections (Jf)le (resp (Uf) ‘ 1>.
j:

SiT € I'(E @ F) est une section sur le fibré somme de Whitney £ & F on a

Tlyny = (Tio]) © (Tﬁa}”)
— (Tiot. o))
=T} (o7,0) + 13 (0,07)

ou T} et sz sont des fonctions différentiables de classe C°° sur M pour tout
i=1.ketj=1.L
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Remarque 2.1.4.

La définition 2.1.9 peut étre prolongé a la somme quelconque de Whitney :

n
@Ei:El@...@En.
=1

2.1.6  Fibré inverse (Pull-back)
Définition 2.1.17.

Soient M, N deux variétés différentiables, (F, 7y, N) un fibré vectoriel
de fibre type R* sur N et f : M — N une application de classe C*°. On

pose
EaC:{.Z'}XFf(x):{(LC,U)‘UGFf(I)}, reM

E = U E,.

zeM
et

mE — M
(r,v) — =

la projection naturelle. Alors le triplet (E,m, M) est un fibré vectoriel de
fibre type R¥ sur M, appellé fibré inverse ( Pull - back); On le note par
f1F.

Carte de trivialisation locale

Si (W, 1)) est une carte sur F' vérifiant la condition de trivialisation locale
et U un ouvert de M tel que f(U) C W, on pose
o : 1 Y (U) — U x RF,
((L‘, ’U) — (wvwf(:c)(v))

Alors, (U, ¢) est une carte sur E, vérifiant la condition de trivialisation locale.
E est une variété de dimension égale & dim(M) + k.

2.1.7 Section sur un fibré inverse

Une section sur un fibré inverse ( fF o, M ) est une application V :
M — F de classe C*° telle que pour tout @ € M,V € Fy,. Si (W, 1) est
une carte sur F' vérifiant la condition de trivialisation locale de base locale
associés (o1,...,0%), et U un ouvert de M tel que f(U) C W, alors toute
section V €T’ (f_lF) s’ecrit

k
V\U:Z‘/i-aiof

=1
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ou Vi e C*(U), pour tout i = 1,..., k.

2.2 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.

2.2.1 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.
Définition 2.2.1.

Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E, w, M) est une application

V :[(TM) x [(E) — T'(E)
(X,V) — VxV

vérifiant :
1. Vx(V+W)=VxV 4+ VxW
2. Vx(fV)=X(f)V+ fVxV
3. Vx4pvV =VxV + fVyV,
pour tout V,\IW € I'(E), X, Y e (T M) et f € C°(M).
Définition 2.2.2.
Une section V' € I'(E) est dite paralléle par rapport a la connexion V si

VxV =0

pour tout X € I'(T'M).

2.2.2 Connexion induite sur le fibré dual

ou, wf sont des fonctions différentiables sur U NV pour tout 1 < i < k

et 1 <j <1 Sideplus V =Vig;, alors
wV) = wgVipj.
Remarque 2.2.1.

Si w € T'(E*®F), une l-forme vectorielle, alors pour X € I'(TM
Vxw eI (E* ® F) est une 1-forme vectorielle définie par

(Vxw) (V) =Vxw(V) —w(VxV)
pour tout V € I'(E).
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Remarque 2.2.2.

On général, soient (F,m, M), (E;,m;, M) (i = 1,...,p) des fibrés vectoriel.
Siwel (Ef®...® E;®F), alors pour tout (Vi,...,V,) € ['(E1) x ... X
I'(E,), on a

(Vxw) (Vi,-o o, V) = Vxw (Vi V) = Y w (Vl,...,vfﬂ/j v;,)
j=1
2.2.3 Connexion induite sur le fibré somme de Whitney
Proposition 2.2.2.

Soient V¥ et V¥ deux connexions linéaire sur (E,7g, M) et (F,mp, M
respectivement. On définit alors une unique connexion sur,I'(E & F') par :
V:[(TM)xT(E®F) — T(Ea®F)
X, ThoT)— VxhioTh= (Vi) (VED)
= (VET, VED)

pour tout X € I'(T'M),Th € T'(E) et To € T'(F). V est appelé connexion
somme, notée VE @ VI,

2.2.4 Connexion induite sur le fibré inverse

Soient M et N deux variétés différentiables, (F,my, N) un fibré vectoriel
de fibre type R sur N et f : M — N une application de classe C*. Si VV
est une connexion linéaire su (F, 7y, N), on définit la connexion sur le fibré
inverse (Pull-back) f~1F,

VI T(TM)x T (f7'F) — T (f7'F),

par ¥
(VQV)I = (V¥ ) i)

pour tout X GF(TM),VEF(f_lF),JJGMetVGF(F) telque Vof =V

au voisinage x.

Remarque 2.2.3.

La relation (1.8) est indéendante du choix de V. En effet, soient (%, Ceey

une base locale de I'(TM), <%""’%) une base locale de I'(T'N) et

(01,...,0k) base locale
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[(F), pour X = X'0; € T(TM),V =V (og0f) € f1F,V =VPss ¢
I'(F)etxe Mona

(VQV)I - (vilvwf(xw) V) /(@)

_xi (vNa Wag)
z \ o f(@)

T Ozt
ove
BT
{ By og+V Faﬁay}
f(z)

ou, I') 5 sont des fonctions différentiables sur N, définie par

T oxt |,

V o o= Flﬁgv

oy«

avh

ove
xr ay&

Remarquons que ‘N/f(x) = Vf et 55

)

f(z)

- (), -

pour tout f=1,...,k, d’ou

(#40) - 0 (20 2007 (509 0

2.3 Meétrique sur un fibré vectoriel

2.3.1 Meétrique sur un fibré vectoriel.
Définition 2.3.1.

Une métrique g sur un fibré vectoriel (E, 7w, M) de fibre type R* est une
application,
g:T(E)xT'(E) — C*(M),

C*°(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.

Remarques 2.3.1.

Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) de fibre type R¥,
pour tout VW € I'(E), on a :
1. —g(V, W) = g(W, V). (symétrique)
—g(V,V)=0=V = 0. (non dégénérée)
—g(V, V) > 0. (définie positive)
2. g e T'(E*®FE*) Si (U,p) est une carte sur E vérifiant la condition
de trivialisation locale de base associé (o1,...,0%) et de base dual associé
(al, . ,ak), alors

k
g= Z gijo' ®a’,

4,j=1
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ou g;; sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du ten-
seur métrique relativement a la carte (U, ). Si V = V'o; et W = W/, on
a

g(V,W) = gijvin
3. Pour tout z € M on a
gr : Ex X E, — R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, ou E,
la fibre au-dessus de x.

Définition 2.3.2.

Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) et V une connexion
sur(E, 7, M), la métrique g est dite compatible avec la connexion V si

6g =0
ou V est la connexion induite sur E* @ E* La relation 2.9 est équivalente
X (g(01,01)) = g(Vxo1,02) + g (o1, Vx0)

pour tout X € I'(T'M) et 01,02 € I'(E).

Définition 2.3.3.Image inverse d’une métrique

Soient (E4,my, M), (Fa, w2, N) deux fibrés vectoriels et (F, f) : (Fy, 7, M) —
(B2, m2, N) un homomorphisme injective de fibré vecoriel. Si h est une mé-
trique sur (Eg, w2, N) Alors

F*h: €T (Ey) x €T (Ey) — C™®(M)
définie pour tout X,Y € I'(E;) et © € M par

F*h(X, Y)x = hf(:z:) (Fx (Xm) ’F (Yaz)) )

est une métrique sur (FE1, 71, M), appelée métrique inverse

Expression locale de la métrique F*h

Soient (U, ) une carte de trivialisation locale (Ej,m, M) de base de
sections associées (01,...,0m,) et (V,1) une carte de trivialisation locale
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(E2,m2, N) de base de sections associées (G1,...,0y), alors
(F*h)ij =F*h (Ui, U]')
= h(F(0i), F (o))

n
= D FFh(sa,0p)0 f
a,B=1

n
= Y FPFlhago f.
a,B=1
Définition 2.3.4.
étant donnée une métrique g sur un fibré vectoriel (E,m, M), on définit
la longueur ||V, d’une section V' € I'(E) par
Vg = va(V,V)
En coordonneés locales, si (01, ..., 0y) est une base locale de I'(E), g;; =
g(0;,05) et V = V'g; alors,

V15 = g; V'V

Proposition 2.3.1.

Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,m, M) de fibre type RF.
L’application,
g:T(E") — I(E),

définie par,

9w, V) = w(V),
pour tout w € ' (E*) et V € T'(E), est un isomorphisme C*° (M )-linéaire.

Lemme 2.3.1.

Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,mw, M) de fibre type RF,
Pour tout x € M la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre E et
E,

fy 1 By — Eg,

définit par,

9o (faw, v) = w(v),
pour tout w € B} et v € F,.
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Remarque 2.3.1.

Soit (o1, . ..,0%) une base locale de I'(E) et (0!, ...,0") une base locale
du dual I' (E*). Si w = w;o’ et g = g;jo' ® 07 on a

w = ijwiU‘
9 J

ou (g) désigne la matrice inverse de (gi;).

2.3.2 Meétrique induite sur le fibré dual
Définition 2.3.5.

Soit g une métrique sur un fibré vectoriel (E,w, M) de fibre type RF.
Alors ¢ induit une métrique sur le fibré vectoriel dual (E*, 7%, M),

g :T(E*) x T (EB*) — C*(M),

définie par,

9" (w,n) = g(tw, in),
pour tout w,n € I' (E*).

Expression locale de la métrique ¢*

Soient (1, ...,0) une base locale de I'(E) et (o, ..., 0%) la base duale
locale de I' (E*) associée, alors pour w,o € I'(E*) tels que w = w'o’ et
n=mn'c) on a

g =2 970 ®oj
g (w,m) =32 97wy’

avec (gij ) est la matrice inverse de (g;;),

2.3.3 Meétrique induite sur le produit tensoriel
Définition 2.3.6.

Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E, 7g, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F,mp, M), on définit la métrique produit tensoriel

gh :T(EQF)xT(E®F) — C™®(M),

comme étant I'unique métrique vérifiant,

(9@ h)(V®AW®B)=g(V,W)h(A,B)
pour tout VW € I'(E) et A, B € I'(F).
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Remarque 2.3.2.

Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (E, wg, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F, g, M), alors

gRh el (E"QF"QFE" @ F")~T'(E*"QE* Q@ F*® F").

Proposition 2.3.2.

Soient (E,mp, M) et (F,7mp, M) deux fibrés vectoriels muni respective-
ment des connexions VF et VI et des métriques g et gF.SiVE( resp.
vF ) est compatible avec la métrique gp ( resp. gr ), alors la connexion
VP @ VE et la métrique gg ® gr induites sur le produit tensoriel E® F sont
compatibles.

Preuve :

Pour tout VW € I'(E) et A, B € I'(F) on a,

X(ge@gr(Ve AW @ B)) =X (9ge(V,W)gr(A, B))
=X (9e(V.W)) gr(A, B) + ge(V,W)X (gr (A, B))
=[ge (VEV.W) + g5 (V,VEW)] gr(A, B)
+9e(V,W) [gr (VX A, B) + gr (A, VX B)]
=gr @ gr (VEV® AW ®B) +gp®gr (V& A VEW ® B)
+95®9r (VOVKAW®B) +gp@gr (Vo AW ®VEB)
=g R gr (Vx(V® A),W®B)+gs®gr (VoA Vx(W®B)).

2.3.4 Meétrique induite sur le fibré somme de Whitney

Définition 2.3.7.

Soient g une métrique sur un fibré vectoriel (F, g, M) et h une métrique
sur un fibré vectoriel (F, g, M), on définit la métrique somme par :
gOh: (B, ®Fy) x (E,®F,) —R

((u1,v1), (uz,v2)) — g (u1,u2) + h (v1,v2)

on a
goh:T(E®@F)xT(E®F) — C®(M)

(T1 @ T, 01 P 0'2) — g(Tl,O'l) + h(TQ,O’Q)
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Proposition 2.3.3.

Soient (E,7g, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels muni respective-
ment des connexions V¥ et VI, et des métriques g et gp.SiVE ( resp.
VFE ) est compatible avec la métrique gg ( resp. gr ), alors la connexion
VE @V et la métrique gg @ gr induites le fibré somme de Whitney E @ F
sont compatibles.

2.3.5 Meétrique induite sur le fibré inverse
Définition 2.3.8.

Soient M et N deux variétés différentiables, (F, 7y, N) un fibré vectoriel
de fibre type R¥ sur N et f : M — N une application de classe C™. Si h
est une métrique sur le fibré vectoriel (F,mx, V), alors h induit une métrique
sur f71F,
hy T (f'F) x T (f'F) — C™(M),

définie par,

pour tout x € M et VW €T (fle).

Norme de Hilbert Schmidt.

Soient g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E,ng, M)
et h une métrique sur un fibré vectoriel (F,7p, M); On définit la norme de
Hilbert Shmidt w € T'(E*® F) (w : I'(E) — I'(F') une forme vectorielle ),
par

w? = (" @ h) (w,w).
En coordonnées locales relativement a (o1, ..., 0x) basede I' (E*), (01, .. ,ak)
base de I' (E*), (p1, ..., px) base de I'(F) et (p',...,p") base de I (F*) on a:
wf? = g9 wiwihap.

ou, w = wio' @ pa,g = gijo' @ ol et h = happ® @ pb.

Exemple 2.3.1.
SiE=F=TM et ¢: M — M de classe C*°, on a
d¢p . TM — TM

est une 1-forme vectorielle,définie en coordonnées locales par

_ 0¢;
N al‘j

dé dr? @ 0.
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et de norme

09s 10 o 5. 9Pk 4
B dz' ® O, o, dx ®8k)

(dxi, dxj) g (0s, 0k)

do|* = (9" ® g) <
_ 90,001,

al’i 8:ng
_ 095 0% i

2.3.6 Inégalité de Young
Proposition 2.3.4.
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs
X,Y e I(TM) et tout € > 0, on a l'inégalité de Young :
1
2/(X, V)| = |g(X, V)| < Z|IX[* + €Y ]*

Preuve : Pour € > 0, on a :

X eV = | XP 4+ VP £2(X,Y) >0
d’ ou la formule (2.12).

2.3.7 Inégalité de Kato
Proposition 2.3.5. (version 1)

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs
EeT(TM), on a
I'inégalité de Kato :
ou |VE|? =< VE,VE >= 3. g(V.,&, Ve, ) relativement a une base ortho-
normée (e;),.
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Preuve :

On a:

ldIgf® | = 21¢]d€]]
dig? => e (167) e

)

el = 3 Je: (16

i

= Z lei(g(&,€)))?
= Z\zg (Ve,6,6)?

<4 |Vl 1€)?  (inégalité de Schwarz)

< 4|f|2 Zg (Veifa veif)

< 4¢)?|ve?

Proposition 2.3.6. (version 2)
Soient (M™, g) et (N™, h) des variétés Riemanniennes. Si ¢ : M — N
est une appication de classe C'°°, alors on a I'inégalité de Kato :
lgrad | dop|| = [ddg|| < [V
ou [Vl = Sy b (Vdi (ei,e5), Vil (€1, 7)) et [dipl? = S h (do (e5) , dp (e0)),
relativement @ une base orthonormée {e;},.
Preuve

Soit x € M et {e;}, une base orthonormée telle que (Vee;), =0, 1<
1,7 <m,Ona:
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|df| = |grad,, f| = |4df| (Vf € C°(M) () voir la Définition 1.4.1)
|dlde|” | = 2|dep|ldde] |

dlde> = e (|dg|?) e}

2
dldpl| =Y lei (1dg )|

=3 e (Zh (d<p (ej. dp (%‘))\2)
i J

2
— Z |2 (Zh(veldso (e5) . do (e5)) )

2
<4 Z (Z h (Ve,do (e5),Ve,do(e5)) h(dy (ej),dy (ej))) (inégalité de Schwarz)

? J

? J J

2 2
< 42 (Zh(veldﬁp (ej),Ve,dp (ej))) Big (Zh(w (e;),de (ej)))

2 2
<4 (Z Z h (veidg@ (€j> ,veid(p (6]))) Big (Z h (dgp (ej) ,d(p (63)))

i j
< 4|Vdp|*|dpl®
Proposition 1.1.1

Si M et N sont deux variétés de classe C°°, alors : les projections cano-
niques m: M X N — M et 0 : M x N — N sont de classe C*.
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