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Introduction

Les Fibrés Inverses jouent un rôle très important dans la géométrie dif-
férentielle, notamment sur les variétés Riemannienne. On les utilise par
exemple dans l'harmonicité et la bi-harmonicité entre deux variétés di�é-
rentielles.
Ce travail est réparti en deux chapitres,le premier chapitre consiste a un
rappel sur les variétés Riemanniennes,
en particulier les propriété de la courbure Riemannienne et la courbure de
Ricci.
Dans le deuxième chapitre,nous présentons notre travail, en dé�nissant de
manière similaire les �brés inverses et leurs propriétés.
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Chapitre 1

VARIÉTÉS
RIEMANNIENNES

Dans ce chapitre, on présente les notations, les dé�nitions et les proprié-
tés nécessaires concernant les variétés Riemannienne, variétés Riemannienne
produit, connexion de Levi-Civita, tenseur de courbure et le tenseur de Ricci.

1.1 Métrique Riemannienne

Dé�nition 1.1.1.

Soit M une variété di�érentiable, un tenseur métrique ou une métrique
Riemannienne est une application qui a chaque couple de vecteur A,B ∈
TpM,p ∈M fait correspondre un nombre g(A,B) ∈ R telle que :
Pour tout p ∈M l'application

TpM × TpM → R
(A,B) 7→ g(A,B)

est une forme bilinéaire, symétrique et dé�nie positive .

Si u, v ∈ Γ(TM), la fonction g(u, v)(p)
def
= g (up, vp) ∀p ∈M , est di�éren-

tiable.
Une variété Riemannienne est un couple (M, g), ou M est une variété di�é-
rentiable et g une métrique Riemannienne.

Dé�nition 1.1.2

Étant donnée une carte (N,ϕ) d'une variété Riemannienne de dimension
n(M, g) avec les champs de bases {∂1, · · · , ∂n} associé , on appelle compo-
santes du tenseur métrique les n×n fonctions gij dé�nies par gij = g (∂i, ∂j).

6
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Localement, siM est munie d'un système de coordonnées locales (ui), alors :

g =
n∑

i,j=1

gijdui ⊗ duj (1.1)

Exemple 1.1.1

1) l'espace Euclidien Rn muni de la métrique :

g = du21 + · · ·+ du2n

2) La sphère unitaire de dimension 3 est dé�nie par :

S3 =
{

(u, v, w, k) ∈ R4/u2 + v2 + w2 + k2 = 1
}

On considère la paramétrisation :
u = cosα cosβ cos γ
v = cosα cosβ sin γ
w = cosα sinβ,
k = sinα.

La métrique h = du2 + dv2 + dw2 + dk2 de R4 induit sur S3 une métrique
Riemannienne g, soient ∂α, ∂β et ∂γ les champs de vecteurs de bases associé
à cette paramétrisation g, soient ∂α, ∂β et∂γ les champs de vecteurs de bases,
les composantes de la métrique g est données par :

g11 = g (∂α, ∂α) = 1, g12 = g (∂α, ∂β) = 0, g13 = g (∂α, ∂γ) = 0,
g22 = g (∂β, ∂β) = cos2 α, g23 = g (∂β, ∂γ) = 0 et g33 = g (∂γ , ∂γ) = cos2 α cos2 β,

c'est- à-dire g = dα2 + cos2 αdβ2 + cos2 α cos2 βdγ2.

1.1.1 Métrique Riemannienne de la variété produit

Proposition 1.1.1

Si M et N sont deux variétés de classe C∞, alors :
les projections canoniques π : M×N →M et σ : M×N → N sont de classe
C∞.

.

Proposition 1.1.2

Soient M et N deux variétés de classe C∞, alors :

T(u,v)M ×N ∼= TuM × TvN, ∀(u, v) ∈M ×N
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Proposition 1.1.3

Si (M, g) et (N,h) sont deux variétés Riemanniennes de dimension m et
n respectivement, alors le tenseur G = π∗g + σ∗h est une métrique Rieman-
nienne sur M ×N , telle que :

G((U,C), (V,D)) = g(U, V ) ◦ π + h(C,D) ◦ σ

U,Z ∈ Γ(TM) et C,D ∈ Γ(TN).

Remarque 1.1.1

La matrice associée a G : (gij)
... 0

· · · · · · · · ·

0
... (hab)


La variété Riemannienne (M ×N,G) est dite variété Riemannienne pro-

duit de (M, g) et (N,h).

1.1.2 Image inverse d'une métrique

Dé�nition 1.2.1.

Soient (N,h) une variété Riemannienne, de dimension n,M une variété
di�érentiable, de dimension m, et f : M −→ N une immersion. Alors

f∗h : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

dé�nie pour tout U, V ∈ Γ( TM ) et u ∈M par

f∗h(U, V )u = hf(u) (duf (Uu) , duf (Vu)) , (1.2)

est une métrique sur M , appelée métrique inverse Expression locale de la
métrique inverse f∗h Soient (L,ϕ) une carte de M de base locale associée(
∂
∂u1

, . . . , ∂
∂um

)
et (V, ψ) une carte deN de base locale associée

(
∂
∂v1

, . . . , ∂
∂vn

)
,
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alors

(f∗h)ij = f∗h

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)
= h

(
df

(
∂

∂ui

)
, df

(
∂

∂uj

))
=

n∑
α,β=1

∂fα

∂ui
∂fβ

∂uj
h

(
∂

∂vα
,
∂

∂vβ

)
◦ f

=

n∑
α,β=1

∂fα

∂ui
∂fβ

∂uj
(hαβ ◦ f)

Dé�nition 1.2.2.

Etant donnée une métrique Riemannienne g sur une variétéM , on dé�nit
la norme ‖V ‖g d'un champ de vecteur V ∈ Γ(TM) par

‖V ‖g =
√
g(V, V ) (1.3)

Localement, si V = V i∂i alors,

‖V ‖2g = gijV
iV j

Proposition 1.2.1.

Soit g une métrique Riemannienne sur M . L'application,

] : Γ (TM∗) −→ Γ(TM)

ω → ]ω

dé�nie par
g(]ω, V ) = ω(V ), (1.4)

pour tout V ∈ Γ(TM), est un isomorphisme C∞(M)-linéaire.

Lemme 1.2.1.

Soit g une métrique Riemannienne sur M . Pour tout x ∈M la métrique
g induit un isomorphisme linéaire entre TuM∗ et TuM

]u : TuM
∗ −→ TuM

ω → ]uω

gu (]uω, v) = ω(v)

dé�nit par, pour tout v ∈ TuM .
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Remarque 1.2.1.

Localement, si ω = ωidu
i et g = gijdu

i ⊗ duj , alors

#ω = ωig
ij∂j

ou
(
gij
)
désigne la matrice inverse de (gij).

1.2 Connexion linéaire.

Dé�nition 1.2.1.

Une connexion linéaire sur une variété M est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(U,Z) 7−→ ∇uZ

véri�ant :

1. ∇U (Z +W ) = ∇UZ +∇UW
2. ∇U (fZ) = U(f)Z + f∇UZ
3. ∇U+fV Z = ∇UZ + f∇V Z,

pour tout Z,W,U, V ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Dé�nition 1.2.2.

Soient ∇ une connexion sur une variétéM de dimension n et (∂1, . . . , ∂n)
( resp

(
du1, . . . , dun

))
une base locale de section de Γ(TM) ( resp Γ (T ∗M)).

On dé�ni les coe�cients de Christo�el par

Γkij = duk (∇∂i∂j) (1.5)

Dé�nition 1.2.3.

Une section Z ∈ Γ(TM) est dite parallèle par rapport a la connexion ∇ si

∇uZ = 0

pour tout U ∈ Γ(TM).

Dé�nition 1.2.4.

Soit g une métrique Riemannienne sur M , On dit que la métrique g est
compatible avec la connexion ∇ (ou parallèle), si

∇g = 0 (1.6)
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i.e
(∇ug) (Z,W ) = 0

ou
U(g(Z,W )) = g (∇uZ,W ) + g (Z,∇uW )

(1.7)
ou pour tout U,Z,W ∈ Γ(TM).

1.2.1 Tenseur de torsion

Dé�nition 1.2.5.

Soient M une variété di�érentiable et ∇ une connexion linéaire sur M .
Le tenseur de torsion associé a ∇ est une application vectorielle C∞(M)-
bilinéaire dé�nie par

T : Γ(TM)× Γ(TM) 7→ Γ(TM)

(U, V ) 7→ T (U, V ) = ∇uV −∇vU − [U, V ]
pour tout U, V ∈ Γ(TM)

La connexion ∇ est dite sans torsion si T ≡ 0.

Remarques 1.2.1.

1. T est un champ de tenseur de type (1, 2)

2. T (U, V ) = −T (V,U) pour tout U, V ∈ Γ(TM) ( T est antisymétrique )

3. La connexion ∇ est sans torsion ssi pour tout U, V ∈ Γ(TM) on a :

[U, V ] = ∇uV −∇vU

4. Pour tout u ∈M , le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire
vectoriel

Tx : TuM × TuM → TuM

(z, w) 7→ Tu(z, w) = (∇uV )u − (∇vU)u − [U, V ]u

où U, V ∈ Γ(TM), tel que Uu = z et Vu = w (indépendamment du choix
de U et V ).
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Théorème 1.2.1.

Soit ∇ une connexion linéaire sur M . Si p ∈ M tel que Tp ≈ 0, alors il
existe une carte (L, u1, . . . , un) telle que pour tout i, j, k = 1, . . . , n, on a

Γkij(p) = 0 (1.8)

1.2.2 Connexion de Levi-Civita

Théorème 1.2 .

Soit (M, g) une variété Riemannienne, l'application :

∇ : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

donnée par la formule de Koszul :

2g (∇uV,W ) = U(g(V,W ))+V (g(W,U))−W (g(U, V ))+g(W, [U, V ])+g(V, [W,U ])−g(U, [V,W ])(1.9)

est une connexion linéaire sur M appelée la connexion de Levi-Civita.

Théorème 1.2.3.

Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita
est l'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.
Preuve : On a

g (∇uV,W )− g (∇vU,W ) =
1

2
{g(W, [U, V ])− g(W, [V,U ])}

= g(W, [U, V ]),

d'où la connexion de Levi-Civita est sans torsion. Et,

g (∇uV,W ) + g (∇uW,V ) =
1

2
{U(g(V,W )) + U(g(W,V ))}

= U(g(V,W )),

cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique
g sur M. Comme g est non dégénérée, cette relation (1.9) détermine complè-
tement la connexion ∇, ce qui donne l'unicité.
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Exemple 1.2.1.

Une connexion linéaire ∇ sur M est une connexion linéaire sur le �bré
tangent (TM, π,M).

Dans un système de coordonnées
(
ui
)
sur M,∇ est complètement dé�nie

par les symboles de Christo�el Γkij dé�nis par :

∇ ∂

∂ui

∂

∂uj
= Γkij

∂

∂uk

En e�et, si U = ui ∂
∂ui

et V = V j ∂
∂Uj

alors

∇UV = V i

(
∂

∂U i
V k + ΓkijV

j

)
∂

∂uk

Proposition 1.2.1.

Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimensionm et∇ la connexion
de Levi-Civita. Si (L,ϕ) est une carte sur M avec les champs de bases
∂
∂u1

, . . . , ∂
∂um associés, alors les coe�cients de Christo�el Γkij sont donnés

par

Γkij = 1
2

∑m
l=1 g

kl
{
∂gjl
∂ui

+ ∂gil
∂uj
− ∂gij

∂ul

}
gklΓ

k
ij = 1

2

{
∂gjl
∂ui

+ ∂gil
∂uj
− ∂gij

∂ul

}
,

ou, gij sont les coordonnées de g relativement é la carte (l, ϕ).

Preuve :

Comme [∂i, ∂j ] = 0 pour tout i, j = 1, . . . ,m, ou ∂i = ∂
∂ui

pour tout
i = 1, . . . ,m
on a,

2g (∇∂i∂j , ∂l) = 2
m∑
s=1

g
(
Γsij∂s, ∂l

)
= 2

m∑
s=1

Γsijgsl

= ∂i (g (∂j , ∂l)) + ∂j (g (∂l, ∂i))− ∂l (g (∂i, ∂j))

donne,
m∑
s=1

Γsijgsl =
1

2
{∂igjl + ∂jgli − ∂lgij}
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d'où.
m∑
s=1

Γsijgslg
lk =

1

2
glk {∂igjl + ∂jgli − ∂lgij}

et,
m∑

s,l=1

Γsijgslg
lk =

1

2

m∑
l=1

glk {∂igjl + ∂jgli − ∂lgij}

et comme
(
gij
)
est la matrice inverse de (gij) on a

∑m
l=1 gslg

lk = δks, ou δks
est le symbole de Kronecker, d'où

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl
{
∂gjl
∂ui

+
∂gil
∂uj
− ∂gij
∂ul

}

Exemple 1.2.2.

On considéré la paramétrisation de la sphère Sn =
{
u ∈ Rn+1 | ‖u‖ = 1

}
et soit la projection stéréographique, ψ : Rn −→ Rn+1 donnée par

ψ(u) =

(
2u1

‖u‖2 + 1
, . . . ,

2un

‖u‖2 + 1
,
‖u‖2 − 1

‖u‖2 + 1

)
, u ∈ Rn.

Les composantes du tenseur métrique relativement a ψ sont

gij(u) =
4δij

(1 + ‖u‖2)2
, u ∈ Rn

Pour la preuve, en utilisant la formule 2.11. Les symboles de Christo�el sont,

Γiii(u) = Γjij(u) = Γiji(u) = −Γijj(u) = −2ui
1+‖u‖2 ,

Γkij(u) = 0 , pour i, j et k = 1, ..n distincts.

pour la preuve en utilisant la proposition 1.2.1.

Théorème 1.2.4.

Soient (M, g) une variété Riemannienne et p ∈ M , alors il existe une
carte

(
N, u1, . . . , un

)
telle que

Γkij(p) = 0 (1.10)

g (∂i, ∂j) (p) = δij (1.11)

pour tout i, j, k = 1, . . . , n,
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1.3 Courbures.

1.3.1 tenseur de courbure

Proposition 1.3.1

Soient (M, g) une variété Riemannienne et∇ la connexion de Levi Civita.
Alors, la fonction R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM) dé�nie par

R(U, V )W = ∇U∇VW −∇V∇UW −∇[U,V ]W ∀U, V,W ∈ Γ(TM),

est un tenseur de type (1, 3) sur M , appelée tenseur de courbure.

Propriétés 1.3.1

Soient U, V,W, S ∈ Γ(TM) et R la courbure de Riemannienne, alors :

1. R(U, V )W = −R(V,U)W

2. g(R(U, V )W,S) = −g(R(U, V )S,W )

3. g(R(U, V )W,S) = g(R(W,S)U, V )

4. R véri�e l'identité de Bianchi Algébrique :
R(U, V )Z +R(V,W )U +R(W,U)V = 0

5. R véri�e l'identité de Bianchi di�érentielle :
(∇UR) (V,W ) + (∇VR) (W,U) + (∇WR) (U, V ) = 0

1.3.2 Courbure sectionnelle

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n(n ≥ 2), u ∈ M et
P un 2-plan de TuM de base {U, V }, La courbure sectionnelle de P K(P )
dé�nit par :

Dé�nition 1.3.1

K(P ) =
g(R(U, V )V,U)

g(U,U)g(V, V )− g(U, V )2

si la base {U, V } est orthonormée la courbure sectionnelle devient :

K(P ) = g(R(U, V )V,U)
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Dé�nition 1.3.2

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n(n ≥ 2). On dit que
M est une variété a courbure sectionnelle constante s'il existe une constante
k ∈ R

telle que pour tout x ∈M et tout 2-plan P ∈ TuM :

K(P ) = k.

Proposition 1.3.1

Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
k si et seulement si le tenseur de courbure véri�e l'équation suivante :

R(U, V )W = k(g(V,W )U − g(U,W )V )

Pour tout U, V,W,∈ Γ(TM).

1.3.3 Tenseur de Ricci

Dé�nition 1.4.1

La courbure de Ricci d'une variété Riemannienne (M, g) de dimension n
est un tenseur de type (0, 2) dé�nit par :

Ric(U, V ) = trace(W −→ R(W,U)V )

=
n∑
i=1

g (R (ei, U)V, ei)

Pour tout U, V,W ∈ Γ(TM), ou {ei}1≤i≤n est une base orthonormé sur M `

Propriété 1.4.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors la courbure de Ricci est
symétrique :
Ric(U, V ) = Ric(V,U)∀U, V ∈ Γ(TM)
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Preuve :

Ric(U, V ) =

n∑
i=1

g (R (ei, U)V, ei)

=

n∑
i=1

g (R (U, ei) ei, V )

=

n∑
i=1

g (R (eiV )U, ei)

= Ric(V,U)

Dé�nition 1.4.2

Le tenseur de Ricci d'une variété Riemannienne (M, g) de dimension n,
est un tenseur de type (1, 1) sur M, dé�ni par :
1 Ricci(U) =

∑n
i=1R (U, ei) ei U ∈ Γ(TM)

Dé�nition 1.5.2

Le tenseur de Ricci d'une variété Riemannienne (M, g) de dimension n,
est un tenseur de type (1, 1) sur M , dé�ni par :

Ricci(X) =
n∑
i=1

R (U, ei) ei U ∈ Γ(TM)

ou {ei}1≤i≤n une base orthonormée de M .

Remarque 1.5.1

Pour tout U, V ∈ Γ(TM) on a :

Ric(U, V ) = g(Ricci(U), V )

Dé�nition 1.5.3

On appelle courbure scalaire d'une variété Riemannienne (M, g) de di-
mension n, la fonction dé�nie sur M par :

S = traceRic =

n∑
i,j=1

g (R (ei, ej) ej , ei)

ou {ei}1≤i≤n une base orthonormée de M .
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Corollaire 1.5.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, de courbure sec-
tionnelle constante k, alors :

1. Ricci(U) = (n− 1)kU ,

2. Ric(U, V ) = (n− 1)kg(U, V ),

3. S = n(n− 1)k.

Dé�nition 1.5.4

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, La métrique g de
(M, g) est dite d'Einstein si Ric = λg ou λ est une constante. La variété
(M, g) est alors appelée variété d'Einstein.

Proposition 1.5.1

Toute variété Riemannienne a courbure sectionnelle constante k est une
variété 1 d'Einstein.

Preuve :

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n,
a courbure sectionnelle constante k est une variété d'Einstein on a :

Pour tout U, V ∈ Γ(TM)

Ric(U, V ) = (n− 1)kg(U, V )

= λg(U, V ) avec λ = (n− 1)k

Donc, la variété M est Einsteinnienne.

1.3.4 1.3.4 Courbure scalaire

Dé�nition 1.3.7.

On appelle courbure scalaire d'une variété Riemannienne (Mm, g) la fonc-
tion dé�nie sur M par

S = traceg Ric =
m∑

i,j=1

g (R (ei, ej) ej , ei)

ou (ei)i=1..m une base orthonormée locale sur M .
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Proposition 1.3.2.

Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
k si et seulement si le tenseur de courbure véri�e l'équation :

R(U, V )Z = k(g(V,W )U − g(U,W )V )

pour tout U, V et W ∈ Γ(TM).

Corollaire 1.3.1.

Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
k, alors pour tout U, V ∈ Γ(TM) on a

1. Ricci(U) = (m− 1)kU ,

2. Ric(U, V ) = (m− 1) kg(U, V ),

3. S = m(m− 1)k.

Exemple 1.3.1.

L'espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i = ∂
∂ui

, du produit
scalaire euclidien g = gijdui ⊗ duj , ou gij = δij . On véri�e immédiatement
que Γkij = 0, Rlijk = 0 donc R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de
(Rn, g0) est nulle.

1.4 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.4.1 L'opérateur gradient

Dé�nition 1.4.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, on dé�nit l'opérateur gradient par

grad :
C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad f = ]df

ou df est la di�érentielle de la fonction f .

Proposition 1.4.1. (Expression du gradient en coordonnées locales).
Soit ( M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (L,ϕ) une carte
sur M avec les champs de base associée ∂

∂u1
, . . . , ∂

∂um , alors pour tout f ∈
C∞(M)
on a

(grad f)|L =

m∑
i,j=1

gij
∂f

∂ui
∂

∂uj
(1.12)
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Preuve :

On applique directement la dé�nition de l'application ] (voir proposition
présidente), et la dé�nition de la di�érentielle la fonction f ∈ C∞(M) rela-
tivement a la carte (N,ϕ) sur M , on a

df =
m∑
i=1

∂f

∂ui
dui

]df =
m∑

i,j=1

gij(df)i
∂

∂uj

=
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂ui
∂

∂uj

ou du1, . . . , dum est la base duale. De la Proposition 1.4.1, on déduit

Proposition 1.4.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout
champ de vecteur U ∈ Γ(TM) et toute fonction f ∈ C∞(M), on a

df(l) = l(f) = g(grad f, l)(1.13)

Propriétés 1.4.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a

1. grad(f + h) = grad f + gradh

2. grad(fh) = h grad f + f gradh

3. (grad f)(h) = (gradh)(f)

Preuve :

Soit f, h ∈ C∞(M), pour tout U ∈ Γ(TM) on a :

g(grad(f + h), U) = U(f + h)

= U(f) + U(h)

= g(gradf, U) + g(gradh, U)

= g(grad + gradh, U)

1).
g(grad(f + h), U) = U(f + h)

= U(f) + U(h)

= g(gradf, U) + g(gradh, U)

= g(grad + gradh, U)
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2).
g(grad(fh), U) = U(fh)

= hU(f) + fU(h)

= hg(gradf, U) + fg(gradh, U)

= g(h grad f + f gradh, U)

3).
(grad f)(h) = g(gradh, grad f)

= g(grad f, gradh)

= (gradh)(f)

1.4.2 L'opérateur divergence

a)- Divergence d'un champ de vecteurs

Soit U ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne
(M, g) on a

∇U : Γ(TM) −→ Γ(TM) (1.14)

W 7−→ ∇WU

est une application C∞(M) linéaire (∇U est un tenseur de type (1, 1)).

si u ∈M , alors

(∇U)u : TuM −→ TuM (1.15)

v 7−→ (∇vU)u

est une application linéaire d'espace vectoriel.

Dé�nition 1.4.2.

Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d'un champ de vec-
teurs U ∈ Γ(TM), notée div U est une fonction sur M dé�nie par

divU = trg(∇U)

pour tout u ∈M , on a

(divU)(u) = trg ((∇U)u)

En locale (voir la Remarque 1.3.1), on a

divU = dui
(
∇ ∂

∂ui
U
)
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= gijg

(
∇ ∂

∂ui
U,

∂

∂uj

)
Si (ei) est une base orthonormée locale sur M on a

divU =
m∑
i=1

g (∇eiU, ei)

Expression locale de la divergence

Proposition 1.4.3.

. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, pour tout U ∈
Γ(TM) on a localement

divU =
m∑

i,j=1

(
∂U i

∂ui
+ ujΓiij

)

ou U = U i ∂
∂ui
.

Propriétés 1.4.2.

. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous U, V ∈ Γ(TM) et f ∈
C∞(M) on a

div(U + V ) = divU + div V

div(fU) = f divU + U(f)

Preuve :

On applique directement la dé�nition du divergence, soit (ei) une base
orthonormée locale sur M, on a

div(U + V ) =
m∑
i=1

g (∇ei(U + V ), ei)

1)

div(U+V ) =

m∑
i=1

g (∇ei(U + V ), ei) =

m∑
i=1

g (∇eiU, ei)+
m∑
i=1

g (∇eiV, ei) = divU+div V,

2)
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div(fU) =

m∑
i=1

g (∇eifU, ei)

=

m∑
i=1

g (ei(f)U + f∇eiU, ei)

=

m∑
i=1

ei(f)g (U, ei) +

m∑
i=1

fg (∇eiU, ei)

= U(f) + f divU

Lemme 1.4.1.

Sur une variété Riemannienne (M, g) Relativement a une carte locale

∂

∂uk

(√
det (gij)

)
=
√

det (gij)
m∑
l=1

Γllk

(1.18)

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout U ∈ Γ(TM) on a

divU =
1√

det (gij)

∂

∂uk

(√
det (gij)U

k

)

Preuve :

D'aprés la proposition de première expression de la divergence en coor-
donneés locales nous avons,

divU =
m∑
i=1

∂U i

∂ui
+

m∑
i=1

m∑
i=1

U jΓiij

=

m∑
i=1

∂U i

∂ui
+

m∑
j=1

U j
m∑
i=1

Γiij

en utilisant le Lemme 1.4.1, avec G = (gij), alors un calcul direct donne,
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divU =
1√

detG

√detG

m∑
i=1

∂U i

∂ui
+

n∑
j=1

U j
√

detG

n∑
i=1

Γiij


=

1√
detG

√detG
m∑
i=1

∂U i

∂ui
+

m∑
j=1

U j
∂

∂uj
(
√

detG)


=

1√
detG

m∑
i=1

∂

∂ui

(√
detGXi

)
en utilisant la convention d'Einstein on a

div(U) =
1√

detG

∂

∂ui

(√
detGU i

)
1.4.3 La Hessienne d'une fonction

Dé�nition 1.4.4.

Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M). La Hessienne de
la fonction f noté Hess (f), est une application C∞(M)-bilinéaire, dé�nie
par :

Hess(f) : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(U, V ) 7−→ g (∇U grad(f), V )

Proposition 1.4.5.

Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M). La Hessienne
Hess (f), est une application symetrique.

1.4.4 L'opérateur Laplacien

Dé�nition 1.4.5.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, on dé�nit l'opérateur Laplacien
noté 4, sur M par

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ (f) = div(grad f) = traceg(Hess(f))

appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrami.
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Propriétés 1.4.3.

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a
1. 4(f + h) = 4(f) +4(h)
2. 4(fh) = h4(f) + f4(h) + 2g( grad f, gradh)

Preuve :

Soit f, h ∈ C∞(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div
et le fait que U(f) = g(grad(f), U), on obtient
1 .

4(f + h) = div(grad(f + h))

= div(grad f + gradh)

= div(grad f) + div(gradh)

= 4(f) +4(h)

2.

4(fh) = div(grad(fh))

= div(f gradh+ h grad f)

= div(f gradh) + div(h grad f)

= f div(gradh) + (gradh)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)

= f4(h) + h4(f) + 2g(grad f, gradh).

Proposition 1.4.6. ( Première expression du Laplacien en co-
ordonnées locales).

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f ∈ C∞(M) on a

4(f) = gij
(

∂2f

∂ui∂uj
− Γkij

∂f

∂uk

)
(1.19)
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Preuve :

Soit f ∈ C∞(M), alors

∆(f) = div(grad f)

= gijg

(
∇ ∂

∂ui
grad f,

∂

∂uj

)
= gij

(
∂

∂ui
g

(
grad f,

∂

∂uj

)
− g

(
grad f,∇ ∂

∂ui

∂

∂uj

))
= gij

(
∂

∂ui

(
∂f

∂uj

)
− Γkijg

(
grad f,

∂

∂uk

))
= gij

(
∂2f

∂ui∂uj
− Γkij

∂f

∂uk

)
Exemple 1.4.1.

Soit Rm muni du produit scalaire standard g0, (gij = δij), alors pour tous
fonction di�érentiable f sur Rm et U =

(
U1, . . . , Um

)
un champ de vecteurs

sur Rm on a
1.

gradf =
m∑
i=1

∂f

∂ui
∂

∂xi

=

(
∂f

∂u1
, . . . ,

∂f

∂um

)
2.

divU =
m∑
i=1

∂U i

∂ui

=
∂U1

∂u1
+ . . .+

∂Um

∂um

3.

4(f) =
m∑
i=1

∂2f

∂u2i

1.4.5 Formule de Bochner

Proposition 1.4.7.

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f : M → R est une fonction de
classe C∞(M), alors f veri�e la formule suivante (dite formule de Bochner) :

1

2
∆| grad(f)|2 = |Hess(f)|2+g(grad(f), grad(∆f))+Ric(grad(f), grad(f)) (1.20)

ou |Hess(f)|2 =
∑

i g (∇ei grad(f),∇eigrad(f)) relativement une base locale
orthonormale (e1, . . . , em).
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Preuve :

Soient u ∈M et (e1, . . . , em) une base locale orthonormale de champs de
vecteurs telque (∇eiej)u = 0, 1 ≤ i, j ≤ m. En développant le calcul en u,
on trouve :

1

2
∆| grad(f)|2 =

1

2

∑
i

ei (eig(grad(f), grad(f)))

=
∑
i

ei (g (∇ei grad(f), grad(f)))

=
∑
i

ei (Hess(f) (ei, grad(f)))

=
∑
i

ei (Hess(f) (grad(f), ei))

=
∑
i

ei
(
g
(
∇grad(f) grad(f), ei

))
=
∑
i

(
g
(
∇ei∇grad(f) grad(f), ei

))
+ g

(
∇grad(f) grad(f),∇eiei

)))

=
∑
i

g
(
∇ei∇grad(f) grad(f), ei

))
=
∑
i

{
g (R (ei, grad(f)) grad(f), ei) + g

(
∇grad(f)∇ei grad(f), ei

)
+g
(
∇[ei,grad(f)] grad(f), ei

)}
... (2.21)
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On a :∑
i

g (R (ei, grad(f)) grad(f) (1.22), ei) = Ric(grad(f), grad(f)).∑
i

{
g
(
∇grad(f)∇ei grad(f), ei

)
=
∑
i

grad(f) (g (∇ei grad(f), ei))

−
∑
i

g
(
∇ei grad(f),∇grad(f)ei

)}
=
∑
i

grad(f) (g (∇ei grad(f), ei))

−
∑
i

g
(
∇ei grad(f), ej(f)∇ejei

)}
=
∑
i

grad(f) (g (∇ei grad(f), ei))− 0

= grad(f) trace Hess(f).

= grad(f)(4(f))

= g(grad(f), grad4(f)). (2.23)

∑
i

g
(
∇[ei,grad(f)]grad(f), ei

)
=
∑
i

Hess(f) ([ei, grad(f)] , ei)

=
∑
i

Hess(f)
(
∇ei grad(f)−∇grad(f)ei, ei

)
=
∑
i

Hess(f) (∇ei grad(f), ei)−
∑
i

Hess(f)
(
∇grad(f)ei, ei

)
=
∑
i

Hess(f) (∇ei grad(f), ei)− 0

=
∑
i

Hess(f) (ei,∇ei grad(f))

=
∑
i

g (∇ei grad(f),∇ei grad(f)) (2.24).

En�n , en substituant les formules (1.22) , (1.23) et (1.24),on obtient la
formule (1.20).

Dé�nition 1.4.6.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle mesure
de volume Riemannienne, notée vM ou vg, la mesure dé�nie localement dans
un repère par

vM =
√

det (gij)du
1 ∧ . . . ∧ dun
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Exemples 1.4.1.

On considère la variété R2 muni des coordonnées cartèsiennes (u, v) on a

g0 = du2 + dv2

et,

vg0 =
√

det (gij)du ∧ dv = du ∧ dv

On Considère la sphère S2 muni de la métrique

g = dθ2 + sin2 θdϕ2

alors,

vg =
√

det (gij)dθ ∧ dϕ = | sin θ|dθ ∧ dϕ

Proposition 1.4.8.

(Théorème de divergence /7/). Soit D un domaine compact à bord dans
une variété Riemannienne (M, g). Soit ω 1-forme et U un champ de vecteurs,
dé�nies sur un voisinage inclue dans D. Alors∫

D
(divω)vM =

∫
∂D

ω(n)v∂D et
∫
D

(divU)vM =

∫
∂D

g(U, n)v∂D,

ou ∂D est le bord de D et n = n(u) est le vecteur unitaire normale a ∂D.

Corollaire 1.4.1.

Pour tout ω une 1-forme et U un champ de vecteurs a supports compact
dans un domaine D, alors∫

D
(divω)vM = 0 et

∫
D

(divU)vM = 0

1.5 Propriétés des Connexions sur une sous variété

1.5.1 Décomposition du �bré tangent

Dé�nition 1.6.1.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m,N une variété
(resp sous variété de M) de dimension n, et f : N →M une immersion C∞.
Si N est muni de la métrique induite h = f∗g, alors l'application f est dite
immersion isométrique, si de plus f est injective alors (N,h) est dite sous
variété Riemannienne. Dans la suite de cette section, on considère le cas des
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immersions isométriques. On note par :

TM/N =
⋃
p∈N

TpM (1.25)

le �bré vectoriel au dessus de N .

T (N) = TN =
⋃
p∈N

TpN (1.26)

le �bré vectoriel tangent a N .

N (N) =
⋃
p∈N

(TpN)⊥ = (TN)⊥ (1.27)

le �bré vectoriel normal a N . Le �bré TM/N se décompose en somme directe
(somme de Whitney) :

TM/N = T (N)⊕N (N) =
⋃
p∈N

(
TpN ⊕ (TpN)⊥

)
(1.28)

Remarque 1.3.1

Localement pour tout p ∈ N , il existent un ouvert U ⊂ M et une base
locale (E1, . . . , Em) ∈ Γ(TM) de champ de vecteurs tels que pour tout u ∈
U ∩N , on a :

(
E1/u, . . . , En/u

)
est une base de TuN et

(
En+1/u, . . . , Em/u

)
est une base de Nu(N) On note par :

π> : M/N → T (N)
π⊥ : M/N → N (N)

les projections canoniques.

1.5.2 Opérateur Shape (Application de Weingarten)

Soient ∇M et ∇N les connexions de Levi-Civita associée à M et N res-
pectivement. Pour tout U, V ∈ Γ(TN), on a la décomposition unique :

∇MU V =
(
∇MU V

)>
+
(
∇MU V

)⊥
(1.29)

En vertu de l'unicité de la connexion de Levi-Civita sur la variété N , on a :(
∇MU V

)>
= ∇NU V

d'où
∇MU V = ∇NU V +

(
∇MU V

)⊥
(1.30)
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Des propriétés des connexions ∇M et ∇N (connexions sans torsions), on dé-
duit que l'application :

B : Γ(TN)× Γ(TN)→ Γ
(
TN⊥

)
(U, V ) 7→ B(U, V ) =

(
∇MU V

)⊥
est une application C∞(N)-bilinéaire symétrique :

B(U, V ) = ∇MU V −∇NU V = ∇MV U −∇NV U = B(V,U)

B est appelé deuxième forme fondamentale. La formule (1.29) s'écrit

∇MU V = ∇NU V +B(U, V )

La formule (1.30) est dite formule de Gauss.
Pour ∈ Γ(N (N)), on pose :

Aξ : Γ(TN)→ Γ(TN)

U 7→ A(U) = −
(
∇MU

)>
(1.31)

Pour tout V ∈ Γ(TM) et U ∈ Γ(N (N)), on a :

0 = U(g(U, )) = g
(
∇MU , V

)
+g
(
,∇MU V

)
= g

((
∇MU

)>
, V
)

+g
(
,
(
∇MU V

)⊥)
.

d'où
g (A(U), V ) = g(, B(U, V )).

En déduit que A est une application C∞(N)-linéaire veri�ant la condition
de symétrie :

g (A(U), V ) = g (A(V ), U)

L'application A est appelé opérateur Shape où Application de Weingarten.
(pour plus de détail sur les propriétés des sous-variétés voir [36]. L'applica-
tion :

∇⊥ : Γ(TN)× Γ(N (N))→ Γ(N (N))

(U, ) 7→ ∇⊥U =
(
∇MU

)⊥
dé�nit une connexion, dite connexion normale et on a la formule de Wein-
garten :

∇MU = −A(U) +∇⊥U . (1.32)
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1.5.3 Equation de Gauss

Proposition 1.6.1.

Si RM et RN désignent les tenseurs de courbure de M et N respective-
ment, alors pour tout U, V,W, S ∈ Γ(TM) on a l'équation de Gauss :

g
(
RN (U, V )W,S

)
=g
(
RM (U, V )W,S

)
+ g(B(V,W ), B(U, S))

− g(B(U,W ), B(V, S)) (1.33)

Preuve

: Des formules (1.30) et (1.32) On obtient

∇MU ∇MV W = ∇MU ∇NV W +∇MU B(V,W )

= ∇NU∇NV W +B
(
U,∇NV W

)
−AB(V,W )U +∇⊥UB(V,W )

(1.34)∇MV ∇MU W = ∇NV ∇NU Z +B
(
V,∇NUW

)
−AB(U,W )V +∇⊥VB(U,W )

(1.35)∇M[U,V ]W = ∇N[U,V ]W +B([U, V ],W ). (1.36)

En utilisant la dé�nition du tenseur de courbure et les formules (1.34), (1.35)
et (1.36), on déduit la formule (1.33).

Si KM et KN désignent les courbures sectionelles de M et N respective-
ment, alors pour tout champs de vecteurs orthonormales u, v ∈ Γ(TN), on a :

KN (U, V ) = KM (U, V ) + g(B(U,U), B(V, V ))− ‖B(U, V )‖2.

1.5.4 Equation de Codazzi

Des formules (1.34), (1.35) et (1.36), on obtient(
RM (U, V )W

)⊥
=B

(
U,∇NV W

)
+∇⊥UB(V,W )−B

(
V,∇NUW

)
−∇⊥VB(U,W )−B([U, V ],W )

=B
(
U,∇NV W

)
+∇⊥UB(V,W )−B

(
V,∇NUW

)
−∇⊥VB(U,W )−B (∇UV,W )

+B (∇V U,W )

=∇⊥UB(V,W )−B (∇UV,W )−B
(
V,∇NUW

)
−∇⊥VB(U,W ) +B (∇V U,W )

+B
(
U,∇NV W

)
=
(
∇⊥UB

)
(V,W )−

(
∇⊥VB

)
(U,W )

ou :
L'équation(

∇⊥UB
)

(V,W ) = ∇⊥UB(V,W )−B (∇UV,W )−B
(
V,∇NUW

)(
RM (U, V )W

)⊥
=
(
∇⊥UB

)
(V,W )−

(
∇⊥VB

)
(U,W ) (1.37)
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est dite équation de Codazzi.
Notons par R⊥ le tenseur de courbure du �bré normal TM⊥ :

R⊥ : TM × TM × TM⊥ →= TM⊥

(U, V, ) 7→ R⊥(U, V )

dé�nit par :

R⊥(U, V ) = ∇⊥U∇⊥V −∇⊥V∇⊥U −∇⊥[U,V ]

Des formules de Gauss (1.46) et de Weingarten (1.48), on obtient l'équation
de Ricci suivante :(

RM (U, V )
)⊥

= R⊥(U, V ) +B (AU, V )−B (AV,U)

(1.38)



Chapitre 2

Géométrie du �bré vectoriel

2.1 Fibrés vectoriels

Dé�nition 2.1.1.

On appelle �bré vectoriel de �bre type Rk, le triplet (E, π,M) ou E et
M sont des variétés de classe C∞, et π : E −→M une application surjective
de classe C∞ telles que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout x ∈M,Ex = π−1({x}) est un R-espace vectoriel de dimen-
sion k.
2. (Condition de trivialisation locale.)
Pour tout x ∈M , il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un di�éo-
morphisme ϕ : π−1(U) −→ U × Rk tels que :
i) P1 ◦ ϕ = π, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

π−1 U × RK

U

π

ϕ

p1

ou P1 : (x, y) ∈ U × Rk 7−→ x ∈ U désigne la première projection.
L'application ϕx = ϕEx : Ex −→ {x} × Rk est linéaire bijective pour tout
x ∈M .
ii) L'application ϕx = ϕ |x : Ex −→ {x} × Rk est linéaire brjective pour
tout x ∈ M. a variété M est appelée base du �bré, E l'espace total et
Ex = π−1({x}) la �bre au-dessus de x.

Exemple 2.1.1. Fibré tangent.

Soient M une variété de classe C∞, de dimension n,

TM =
⋃
x∈M

TxM

34
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(réunion disjointe de tous les espaces tangents à M ), et

π : TM −→M

v 7−→ x (v ∈ TxM)

la projection canonique.
Le triplet (TM, π,M) est un �bré vectoriel de �bre type Rn , En e�et :
- TM est une variété C∞ de dimension 2n .

2.1.1 Sections du �bré tangent

Dé�nition 2.1.2.

Un champs de vecteurs de classe Ck sur une variété de classe Ck+1 est
une section de classe Ck du �bré tangent, c'est à dire une application de
classe Ck, ξ : M → T (M), telle que : ∀aξ(a) ∈ Ta(M).

Il y a toujours au moins un champ de vecteurs : la section nulle. L'exis-
tence d'un champ de vecteur qui ne s'annulle pas est un problème intéressant
non trivial.

Un di�éomorphisme de classe Ck+1, f : M → N , transporte les champs
de vecteurs de classe Ck. Etant donné un champ de vecteur ξ : M → T (M),
le champ de vecteurs correspondant, appelé image directe est dé�ni pour
b = f(a) par :

(f∗ξ) (b) = (Ta(f) ◦ ξ) (a) = Ta(f) · ξ(a).

Etant donné une variété M de classe Ck+1, l'espace Γk(TM) des champs de
vecteurs de classe Ck surM est un module sur l'algèbre Ck(M) des fonctions
de classe Ck surM . La correspondance précédente est compatible avec cette
structure de module : étant donné une fonction ψ ∈ Ck(N), on a

(ψ · f∗ξ) (b) = f∗((ψ ◦ f) · ξ)(a).

la projection canonique.
Le triplet (T ∗M,π,M) est un �bré vectoriel, de �bre type Rn et de carte de
trivialisation locale associée à (U,ψ) ∈ atl (M) dé�nie par :

ϕ : (π∗)−1 (U) −→ U × Rn

(y, ω) 7−→
(
y, ω

(
∂1|y

)
, . . . , ω

(
∂n|y

))
ou (∂1, . . . , ∂n) désigne la base des champs de vecteurs relative à la carte
(V, ψ). (T ∗M,π∗,M) est le �bré dual du �bré tangent (TM, π,M), appelé
�bré cotangent.
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2.1.2 Produit tensoriel de �bré

Dé�nition 2.1.14.

Soient (E, πE ,M) et (F, πF ,M) deux �brés vectoriels de �bre type Rk
et Rl respectivement. Nous dé�nissons le produit tensoriel de E et F , noté
E ⊗ F par

E ⊗ F =
⋃
x∈M

Ex ⊗ Fx

ou, Ex ( resp. Fx) la �bre au-dessus de x sur E( resp. sur F ) et l'application
π par

π : E ⊗ F −→M

v ⊗ w 7−→ π(v ⊗ w) = πE(v) = πF (w)

Alors (E⊗F, π,M) est un �bré vectoriel surM de �bre type Rk.l, appellé �bré
produit tensoriel de (E, πE ,M) et (F, πF ,M). Carte de trivialisation locale
Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes véri�ants la condition de trivialisation
locale sur E et F respectivament avec U ∩ V 6= ∅, alors l'application

ϕ⊗ ψ : π−1(U ∩ V ) −→ U ∩ V × Rk ⊗ Rl,
v ⊗ w ∈ Ex ⊗ Fx 7−→ (x, ϕx(v)⊗ ψx(w))

dé�nit une carte sur E ⊗ F véri�ant la condition de trivialisation locale,
ou

ϕx = Pr2 ◦ ϕ|EX , ψx = P̃ r2 ◦ ψ
∣∣∣
FX

,

P r2 : M × Rk −→ Rk

(x, z) 7−→ z

et,
P̃ r2 : M × Rl −→ Rl

(x, z) 7−→ z

2.1.3 Section sur le �bré produit tensoriel.

Soient (E, πE ,M) et (F, πF ,M) deux �brés vectoriels de �bre type Rk
et Rl respectivement.
Une section sur le produit tensoriel E ⊗ F est une application,

T : M −→ E ⊗ F

de classe C∞ telle que π◦T = IdM (i.e : T (x) ∈ Ex⊗Fx pour tout x ∈M).
Soit (U,ϕ) (resp (V, ψ)) une carte véri�ant la condition de trivialisation
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locale sur E (resp F ) de base locale de sections (σϕi )
k
i=1

(
resp

(
σψj

)l
j=1

)
. Si

T ∈ Γ(E ⊗ F ) est une section sur le produit tensoriel E ⊗ F on a

T |U∩V = T ijσϕi ⊗ σ
ψ
j ,

ou T ij sont des fonctions di�érentiables de classe C∞ sur M pour tout i =
1..k et j = 1.l.

Remarque 2.1.2.

La Dé�nition 2.1.8 peut étre prolongé au produit tensoriel quelconque de
�brés :

n⊗
i=1

Ei = E1 ⊗ . . .⊗ En.

Exemple 2.1.6.

Soient M une variété di�érentiable, de dimension m et x ∈M , on note :

T (p,q)
x M = TxM ⊗ . . .⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

p− fois

⊗T ∗xM ⊗ . . .⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
q−f ois

T (p,q)M = TM ⊗ . . .⊗ TM︸ ︷︷ ︸
p− fois

⊗T ∗M ⊗ . . .⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
q-fois

T (p,q)M =
⋃
x∈M

T (p,q)
x M

T (p,q)M est un �bré vectoriel de �bre type Rmp+q . Si Tqp(M) désigne l'espace
des sections sur le �brés T (p,q)M , on a alors :

T0
0(M) = C∞(M), T0

1(M) = X(M) et T1
0(M) = X∗(M).

Relativement à une carte
(
U, xi

)
∈ atl (M), un champ de tenseur T ∈ Tqp(M)

sécrit en coordonnée locale

T = T
j1...jq
i1...ip

∂

∂xi1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjq ,

ou, T j1...jqi1...ip
sont des fonctions di�érentiables de classe C∞ sur U . La formule

(2.2) nous permet d'identi�er Tqp(M) à l'espace C∞(M)-module{
B :

q⊗
X(M) −→

p⊗
X(M) | C∞(M)-q linéaire

}
,

ou,
⊗sX(M) = X(M)⊗ . . .⊗ X(M)︸ ︷︷ ︸

s− fois

pour s ≥ 1 et
⊗0X(M) = C∞(M).



2.1. Fibrés vectoriels 38

dé�nit une carte sur E ⊗ F véri�ant la condition de trivialisation locale,
ou

ϕx = Pr2 ◦ ϕ|EX , ψx = P̃ r2 ◦ ψ
∣∣∣
FX

,

P r2 : M × Rk −→ Rk

(x, z) 7−→ z

et,
P̃ r2 : M × Rl −→ Rl

(x, z) 7−→ z

2.1.4 Fibré Somme de Whitney

Dé�nition 2.1.15.

Soient (E, πE ,M) et (F, πF ,M) deux �brés vectoriels de �bre type Rk et
Rl respectivement. Nous dé�nissons la somme de Whitney de E et F , noté
E ⊕ F par :

E ⊕ F =
⋃
x∈M

Ex × Fx,

ou, Ex ( resp. Fx) la �bre au-dessus de x sur E( resp. sur F ) et l'application
π par

π : E ⊕ F −→M

(v, w) 7−→ π((v, w)) = πE(v) = πF (w)

Alors (E ⊕ F, π,M) est un �bré vectoriel sur M de �bre type Rk+l et de
dimensionm+k+l, appellé Somme de Whitney de (E, πE ,M) et (F, πF ,M).

Remarque 2.1.3.

E ⊕ F = {(u, v) ∈ E × F ; πE(v) = πF (w)} .

Exemple 2.1.8.

(M × Rp)⊕ (M × Rq) = M × Rp+q

Carte de trivialisation locale
Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes qui véri�ent la condition de trivialisation
locale sur E et F respectivament avec U ∩ V 6= ∅, alors l'application

ϕ× ψ : π−1(U ∩ V ) −→ U ∩ V × Rk × Rl,
(v, w) ∈ Ex ⊕ Fx 7−→ (x, ϕx(v), ψx(w))



2.1. Fibrés vectoriels 39

dé�nit une carte sur E ⊕ F véri�ant la condition de trivialisation locale, ou

ϕx = Pr2 ◦ϕ|EX , ψx = P̃ r2 ◦ ψ
∣∣∣
FX

,

P r2 : M × Rk −→ Rk

(x, z) 7−→ z

et,
P̃ r2 : M × Rl −→ Rl

(x, z) 7−→ z

2.1.5 Section sur le �bré somme de Whitney.

Soient (E, πE ,M) et (F, πF ,M) deux �brés vectoriels de �bre type Rk
et Rl respectivement.

Dé�nition 2.1.16.

Une section sur le �bré somme de Whitney E ⊕ F est une application,

T : M −→ E ⊕ F
x 7→ T (x) = (T1(x), T2(x))

de classe C∞ telle que π ◦ T = IdM . On a :
- ∀x ∈M T (x) ∈ Ex ⊕ Fx.
- T = T1 ⊕ T2;T1 ∈ Γ(E) et T2 ∈ Γ(F )
Soit (U,ϕ) (resp (V, ψ)) une carte véri�ant la condition de trivialisation lo-

cale sur E (resp F ) de base locale de sections (σϕi )
k
i=1

(
resp

(
σψj

)l
j=1

)
.

Si T ∈ Γ(E ⊕ F ) est une section sur le �bré somme de Whitney E ⊕ F on a

T |U∩V =
(
T i1σ

ϕ
i

)
⊕
(
T j2σ

ψ
j

)
=
(
T i1σ

ϕ
i , T

j
2σ

ψ
j

)
= T i1 (σϕi , 0) + T j2

(
0, σψj

)
ou T i1 et T j2 sont des fonctions di�érentiables de classe C∞ sur M pour tout
i = 1..k et j = 1..l.
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Remarque 2.1.4.

La dé�nition 2.1.9 peut étre prolongé a la somme quelconque deWhitney :

n⊕
i=1

Ei = E1 ⊕ . . .⊕ En.

2.1.6 Fibré inverse (Pull-back)

Dé�nition 2.1.17.

Soient M,N deux variétés di�érentiables, (F, πN , N) un �bré vectoriel
de �bre type Rk sur N et f : M −→ N une application de classe C∞. On
pose

Ex = {x} × Ff(x) =
{

(x, v) | v ∈ Ff(x)
}
, x ∈M

E =
⋃
x∈M

Ex.

et

π : E −→ M

(x, v) 7−→ x

la projection naturelle. Alors le triplet (E, π,M) est un �bré vectoriel de
�bre type Rk sur M , appellé �bré inverse ( Pull - back) ; On le note par
f−1 F.

Carte de trivialisation locale

Si (W,ψ) est une carte sur F véri�ant la condition de trivialisation locale
et U un ouvert de M tel que f(U) ⊂W , on pose

ϕ : π−1(U) −→ U × Rk,
(x, v) 7−→

(
x, ψf(x)(v)

)
Alors, (U,ϕ) est une carte sur E, véri�ant la condition de trivialisation locale.
E est une variété de dimension égale à dim(M) + k.

2.1.7 Section sur un �bré inverse

Une section sur un �bré inverse
(
f−1F, π,M

)
est une application V :

M −→ F de classe C∞ telle que pour tout x ∈M,Vx ∈ Ff(x). Si (W,ψ) est
une carte sur F véri�ant la condition de trivialisation locale de base locale
associés (σ1, . . . , σk), et U un ouvert de M tel que f(U) ⊂ W , alors toute
section V ∈ Γ

(
f−1F

)
s'ecrit

V |U =

k∑
i=1

V i · σi ◦ f
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ou V i ∈ C∞(U), pour tout i = 1, . . . , k.

2.2 Connexion linéaire sur un �bré vectoriel.

2.2.1 Connexion linéaire sur un �bré vectoriel.

Dé�nition 2.2.1.

Une connexion linéaire sur un �bré vectoriel (E, π,M) est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(E) −→ Γ(E)

(X,V ) 7−→ ∇XV

véri�ant :

1.1. ∇X(V +W ) = ∇XV +∇XW

2. ∇X(fV ) = X(f)V + f∇XV

3. ∇X+fY V = ∇XV + f∇Y V ,

pour tout V,W ∈ Γ(E), X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Dé�nition 2.2.2.

Une section V ∈ Γ(E) est dite parallèle par rapport a la connexion ∇ si

∇XV = 0

pour tout X ∈ Γ(TM).

2.2.2 Connexion induite sur le �bré dual

ou, ωji sont des fonctions di�érentiables sur U ∩ V pour tout 1 ≤ i ≤ k
et 1 ≤ j ≤ l. Si de plus V = V iσi, alors

ω(V ) = ωjiV
iρj .

Remarque 2.2.1.

Si ω ∈ Γ (E∗ ⊗ F ), une 1-forme vectorielle, alors pour X ∈ Γ(TM
∇Xω ∈ Γ (E∗ ⊗ F ) est une 1-forme vectorielle dé�nie par

(∇Xω) (V ) = ∇Xω(V )− ω (∇XV )

pour tout V ∈ Γ(E).
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Remarque 2.2.2.

On général, soient (F, π,M), (Ei, πi,M) (i = 1, . . . , p) des �brés vectoriel.
Si ω ∈ Γ

(
E∗1 ⊗ . . .⊗ E∗p ⊗ F

)
, alors pour tout (V1, . . . , Vp) ∈ Γ (E1)× . . .×

Γ (Ep), on a

(∇Xω) (V1, . . . , Vp) = ∇Xω (V1, . . . , Vp)−
p∑
j=1

ω
(
V1, . . . ,∇

Ej
X Vj , . . . , Vp

)

2.2.3 Connexion induite sur le �bré somme de Whitney

Proposition 2.2.2.

Soient ∇E et ∇F deux connexions linéaire sur (E, πE ,M) et (F, πF ,M
respectivement. On dé�nit alors une unique connexion sur,Γ(E ⊕ F ) par :

∇ : Γ(TM)× Γ(E ⊕ F ) −→ Γ(E ⊕ F )

(X,T1 ⊕ T2) 7→ ∇XT1 ⊕ T2 =
(
∇EXT1

)
⊕
(
∇FXT2

)
=
(
∇EXT1,∇FXT2

)
pour tout X ∈ Γ(TM), T1 ∈ Γ(E) et T2 ∈ Γ(F ). ∇ est appelé connexion
somme, notée ∇E ⊕∇F .

2.2.4 Connexion induite sur le �bré inverse

Soient M et N deux variétés di�érentiables, (F, πN , N) un �bré vectoriel
de �bre type R sur N et f : M −→ N une application de classe C∞. Si ∇N
est une connexion linéaire su (F, πN , N), on dé�nit la connexion sur le �bré
inverse (Pull-back) f−1F ,

∇f : Γ(TM)× Γ
(
f−1F

)
−→ Γ

(
f−1F

)
,

par (
∇fXV

)
x

=
(
∇Ndxf(Xx)Ṽ

)
f(x)

pour tout X ∈ Γ(TM), V ∈ Γ
(
f−1F

)
, x ∈M et Ṽ ∈ Γ(F ) tel que Ṽ ◦f = V

au voisinage x.

Remarque 2.2.3.

La relation (1.8) est indéendante du choix de Ṽ . En e�et, soient
(
∂
∂x1

, . . . , ,

une base locale de Γ(TM),
(

∂
∂y1

, . . . , ∂
∂yn

)
une base locale de Γ(TN) et

(σ1, . . . , σk) base locale
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Γ(F ), pour X = Xi∂i ∈ Γ(TM), V = V β (σβ ◦ f) ∈ f−1F, Ṽ = Ṽ βσβ ∈
Γ(F ) et x ∈M on a(

∇fXV
)
x

=
(
∇N
dxf(Xx)

Ṽ
)
f(x)

= Xi
x

∂fα

∂xi

∣∣∣∣
x

(
∇N∂

∂yα
Ṽ βσβ

)
f(x)

= Xi
x

∂fα

∂xi

∣∣∣∣
x

{
∂Ṽ β

∂yα
σβ + Ṽ βΓγαβσγ

}∣∣∣∣∣
f(x)

,

ou, Γγαβ sont des fonctions di�érentiables sur N , dé�nie par

∇ ∂
∂yα

σβ = Γγαβσγ

Remarquons que Ṽ β
f(x) = V β

x et ∂V β

∂xi

∣∣∣
x

= ∂
∂xi

(
Ṽ β ◦ f

)∣∣∣
x

= ∂fα

∂xi

∣∣∣
x

∂Ṽ β

∂yα

∣∣∣
f(x)

,

pour tout β = 1, . . . , k, d'ou(
∇fXV

)
= Xi

(
∂V γ

∂xi
+
∂fα

∂xi
V β
(

Γγαβ ◦ f
))

(σγ ◦ f) ,

2.3 Métrique sur un �bré vectoriel

2.3.1 Métrique sur un �bré vectoriel.

Dé�nition 2.3.1.

Une métrique g sur un �bré vectoriel (E, π,M) de �bre type Rk est une
application,

g : Γ(E)× Γ(E) −→ C∞(M),

C∞(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et dé�nie positive.

Remarques 2.3.1.

Soit g une métrique sur un �bré vectoriel (E, π,M) de �bre type Rk,
pour tout V,W ∈ Γ(E), on a :
1. −g(V,W ) = g(W,V ). (symétrique)
−g(V, V ) = 0⇒ V = 0. (non dégénérée)
−g(V, V ) ≥ 0. (dé�nie positive)
2. g ∈ Γ (E∗ ⊗ E∗) Si (U,ϕ) est une carte sur E véri�ant la condition
de trivialisation locale de base associé (σ1, . . . , σk) et de base dual associé(
σ1, . . . , σk

)
, alors

g =

k∑
i,j=1

gijσ
i ⊗ σj ,
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ou gij sont des fonctions di�érentiables sur U appellé composantes du ten-
seur métrique relativement a la carte (U,ϕ). Si V = V iσi et W = W jσj on
a

g(V,W ) = gijV
iW j

3. Pour tout x ∈M on a

gx : Ex × Ex −→ R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et dé�nie positive, ou Ex
la �bre au-dessus de x.

Dé�nition 2.3.2.

Soient g une métrique sur un �bré vectoriel (E, π,M) et ∇ une connexion
sur(E, π,M), la métrique g est dite compatible avec la connexion ∇ si

∇̃g = 0

ou ∇̃ est la connexion induite sur E∗ ⊗ E∗ La relation 2.9 est équivalente

X (g (σ1, σ1)) = g (∇Xσ1, σ2) + g (σ1,∇Xσ2)

pour tout X ∈ Γ(TM) et σ1, σ2 ∈ Γ(E).

Dé�nition 2.3.3.Image inverse d'une métrique

Soient (E1, π1,M) , (E2, π2, N) deux �brés vectoriels et (F, f) : (E1, π1,M)→
(E2, π2, N) un homomorphisme injective de �bré vecoriel. Si h est une mé-
trique sur (E2, π2, N) Alors

F ∗h :∈ Γ (E1)× ∈ Γ (E1) −→ C∞(M)

dé�nie pour tout X,Y ∈ Γ (E1) et x ∈M par

F ∗h(X,Y )x = hf(x) (Fx (Xx) , F (Yx)) ,

est une métrique sur (E1, π1,M), appelée métrique inverse

Expression locale de la métrique F ∗h

Soient (U,ϕ) une carte de trivialisation locale (E1, π1,M) de base de
sections associées (σ1, . . . , σm) et (V, ψ) une carte de trivialisation locale
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(E2, π2, N) de base de sections associées (σ̄1, . . . , σ̄m), alors

(F ∗h)ij = F ∗h (σi, σj)

= h (F (σi) , F (σj))

=

n∑
α,β=1

Fαi F
β
j h (σ̄α, σ̄β) ◦ f

=

n∑
α,β=1

Fαi F
β
j hαβ ◦ f.

Dé�nition 2.3.4.

étant donnée une métrique g sur un �bré vectoriel (E, π,M), on dé�nit
la longueur ‖V ‖g d'une section V ∈ Γ(E) par

‖V ‖g =
√
g(V, V )

En coordonneés locales, si (σ1, . . . , σk) est une base locale de Γ(E), gij =
g (σi, σj) et V = V iσi alors,

‖V ‖2g = gijV
iV j

Proposition 2.3.1.

Soit g une métrique sur un �bré vectoriel (E, π,M) de �bre type Rk.
L'application,

] : Γ (E∗) −→ Γ(E),

dé�nie par,

g(]ω, V ) = ω(V ),

pour tout ω ∈ Γ (E∗) et V ∈ Γ(E), est un isomorphisme C∞(M)-linéaire.

Lemme 2.3.1.

Soit g une métrique sur un �bré vectoriel (E, π,M) de �bre type Rk.
Pour tout x ∈M la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre E∗x et
Ex

]x : E∗x −→ Ex,

dé�nit par,

gx (]xω, v) = ω(v),

pour tout ω ∈ E∗x et v ∈ Ex.
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Remarque 2.3.1.

Soit (σ1, . . . , σk) une base locale de Γ(E) et
(
σ1, . . . , σk

)
une base locale

du dual Γ (E∗). Si ω = ωiσ
i et g = gijσ

i ⊗ σj on a

#ω = gijωiσj

ou
(
gij
)
désigne la matrice inverse de (gij).

2.3.2 Métrique induite sur le �bré dual

Dé�nition 2.3.5.

Soit g une métrique sur un �bré vectoriel (E, π,M) de �bre type Rk.
Alors g induit une métrique sur le �bré vectoriel dual (E∗, π∗,M),

g∗ : Γ (E∗)× Γ (E∗) −→ C∞(M),

dé�nie par,

g∗(ω, η) = g(]ω, ]η),

pour tout ω, η ∈ Γ (E∗).

Expression locale de la métrique g∗

Soient (σ1, . . . , σk) une base locale de Γ(E) et
(
σ1, . . . , σk

)
la base duale

locale de Γ (E∗) associée, alors pour ω, σ ∈ Γ (E∗) tels que ω = ωiσi et
η = ηjσj on a

g∗ =
∑

ij g
ijσi ⊗ σj

g∗(ω, η) =
∑

ij g
ijωiηj

avec
(
gij
)
est la matrice inverse de (gij),

2.3.3 Métrique induite sur le produit tensoriel

Dé�nition 2.3.6.

Soient g une métrique sur un �bré vectoriel (E, πE ,M) et h une métrique
sur un �bré vectoriel (F, πF ,M), on dé�nit la métrique produit tensoriel

g ⊗ h : Γ(E ⊗ F )× Γ(E ⊗ F ) −→ C∞(M),

comme étant l'unique métrique véri�ant,

(g ⊗ h)(V ⊗A,W ⊗B) = g(V,W )h(A,B)

pour tout V,W ∈ Γ(E) et A,B ∈ Γ(F ).
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Remarque 2.3.2.

Soient g une métrique sur un �bré vectoriel (E, πE ,M) et h une métrique
sur un �bré vectoriel (F, πF ,M), alors

g ⊗ h ∈ Γ (E∗ ⊗ F ∗ ⊗ E∗ ⊗ F ∗) ' Γ (E∗ ⊗ E∗ ⊗ F ∗ ⊗ F ∗) .

Proposition 2.3.2.

Soient (E, πE ,M) et (F, πF ,M) deux �brés vectoriels muni respective-
ment des connexions ∇E et ∇F , et des métriques gE et gF .Si∇E ( resp.
∇F
)
est compatible avec la métrique gE ( resp. gF ), alors la connexion

∇E ⊗∇F et la métrique gE ⊗ gF induites sur le produit tensoriel E⊗F sont
compatibles.

Preuve :

Pour tout V,W ∈ Γ(E) et A,B ∈ Γ(F ) on a,

X (gE ⊗ gF (V ⊗A,W ⊗B)) =X (gE(V,W )gF (A,B))

=X (gE(V,W )) gF (A,B) + gE(V,W )X (gF (A,B))

=
[
gE
(
∇EXV,W

)
+ gE

(
V,∇EXW

)]
gF (A,B)

+ gE(V,W )
[
gF
(
∇FXA,B

)
+ gF

(
A,∇FXB

)]
=gE ⊗ gF

(
∇EXV ⊗A,W ⊗B

)
+ gE ⊗ gF

(
V ⊗A,∇EXW ⊗B

)
+ gE ⊗ gF

(
V ⊗∇FXA,W ⊗B

)
+ gE ⊗ gF

(
V ⊗A,W ⊗∇FXB

)
=gE ⊗ gF (∇X(V ⊗A),W ⊗B) + gE ⊗ gF (V ⊗A,∇X(W ⊗B)) .

2.3.4 Métrique induite sur le �bré somme de Whitney

Dé�nition 2.3.7.

Soient g une métrique sur un �bré vectoriel (E, πE ,M) et h une métrique
sur un �bré vectoriel (F, πF ,M), on dé�nit la métrique somme par :
g ⊕ h : (Ex ⊕ Fx)× (Ex ⊕ Fx) −→ R

((u1, v1) , (u2, v2)) 7→ g (u1, u2) + h (v1, v2)

on a
g ⊕ h : Γ(E ⊕ F )× Γ(E ⊕ F ) −→ C∞(M)

(T1 ⊕ T2, σ1 ⊕ σ2) 7→ g (T1, σ1) + h (T2, σ2)
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Proposition 2.3.3.

Soient (E, πE ,M) et (F, πF ,M) deux �brés vectoriels muni respective-
ment des connexions ∇E et ∇F , et des métriques gE et gF .Si∇E ( resp.
∇F ) est compatible avec la métrique gE ( resp. gF ), alors la connexion
∇E ⊕∇F et la métrique gE ⊕ gF induites le �bré somme de Whitney E ⊕F
sont compatibles.

2.3.5 Métrique induite sur le �bré inverse

Dé�nition 2.3.8.

Soient M et N deux variétés di�érentiables, (F, πN , N) un �bré vectoriel
de �bre type Rk sur N et f : M −→ N une application de classe C∞. Si h
est une métrique sur le �bré vectoriel (F, πN , N), alors h induit une métrique
sur f−1F ,

hf : Γ
(
f−1F

)
× Γ

(
f−1F

)
−→ C∞(M),

dé�nie par,

hf (V,W )x = hf(x) (Vx,Wx) ,

pour tout x ∈M et V,W ∈ Γ
(
f−1F

)
.

Norme de Hilbert Schmidt.

Soient g une métrique Riemannienne sur un �bré vectoriel (E, πE ,M)
et h une métrique sur un �bré vectoriel (F, πF ,M) ; On dé�nit la norme de
Hilbert Shmidt ω ∈ Γ (E∗ ⊗ F ) (ω : Γ(E) → Γ(F ) une forme vectorielle ),
par

|ω|2 = (g∗ ⊗ h) (ω, ω).

En coordonnées locales relativement à (σ1, . . . , σk) base de Γ (E∗) ,
(
σ1, . . . , σk

)
base de Γ (E∗), (ρ1, . . . , ρk) base de Γ(F ) et

(
ρ1, . . . , ρk

)
base de Γ (F ∗) on a :

|ω|2 = gijωai ω
b
jhab.

ou, ω = ωai σ
i ⊗ ρa, g = gijσ

i ⊗ σj et h = habρ
a ⊗ ρb.

Exemple 2.3.1.

Si E = F = TM et φ : M −→M de classe C∞, on a

dφ : TM −→ TM

est une 1-forme vectorielle,dé�nie en coordonnées locales par

dφ =
∂φi
∂xj

dxj ⊗ ∂i.
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et de norme

|dφ|2 = (g∗ ⊗ g)

(
∂φs
∂xi

dxi ⊗ ∂s,
∂φk
∂xj

dxj ⊗ ∂k
)

=
∂φs
∂xi

∂φk
∂xj

g∗
(
dxi, dxj

)
g (∂s, ∂k)

=
∂φs
∂xi

∂φk
∂xj

gijgsk

2.3.6 Inégalité de Young

Proposition 2.3.4.

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs
X,Y ∈ Γ(TM) et tout ε > 0, on a l'inégalité de Young :

2|〈X,Y 〉| = |g(X,Y )| ≤ 1

ε
‖X‖2 + ε‖Y ‖2

Preuve : Pour ε > 0, on a :

|X ± εY |2 = |X|2 + ε2|Y |2 ± 2ε〈X,Y 〉 ≥ 0

d' ou la formule (2.12).

2.3.7 Inégalité de Kato

Proposition 2.3.5. (version 1)

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ de vecteurs
ξ ∈ Γ(TM), on a
l'inégalité de Kato :
ou |∇ξ|2 =< ∇ξ,∇ξ >=

∑
i g (∇eiξ,∇eiξ) relativement à une base ortho-

normée (ei)i.
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Preuve :

On a :

|d|ξ|2 | = 2|ξ||d|ξ||

d|ξ|2 =
∑
i

ei
(
|ξ|2
)
e∗i

|d|ξ|2
∣∣∣2 =

∑
i

∣∣ei (|ξ|2)∣∣2
=
∑
i

|ei(g(ξ, ξ))|2

=
∑
i

|2g (∇eiξ, ξ)|
2

≤ 4
∑
i

|∇eiξ|
2 |ξ|2 (inégalité de Schwarz)

≤ 4|ξ|2
∑
i

g (∇eiξ,∇eiξ)

≤ 4|ξ|2|∇ξ|2

Proposition 2.3.6. (version 2)

Soient (Mm, g) et (Nn, h) des variétés Riemanniennes. Si ϕ : M → N
est une appication de classe C∞, alors on a l'inégalité de Kato :

|gradM | dϕ|| = |d|dϕ|| ≤ |∇ϕ|

ou |∇dϕ|2 =
∑m

i,j=1 h (∇dϕ (ei, ej) ,∇dϕ (ei, ej)) et |dϕ|2 =
∑m

i=1 h (dϕ (ei) , dϕ (ei)),
relativement ȧ une base orthonormée {ei}i.

Preuve

Soit x ∈M et {ei}i une base orthonormée telle que (∇eiej)x = 0, 1 ≤
i, j ≤ m, On a :
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|df | = |gradM f | = |]df | (∀f ∈ C∞(M) () voir la Dé�nition 1.4.1)

|d|dϕ|2 | = 2|dϕ‖ddϕ| |

d|dϕ|2 =
∑
i

ei
(
|dϕ|2

)
e∗i

|d|dϕ|2
∣∣∣2 =

∑
i

∣∣ei (|dϕ|2)∣∣2
=
∑
i

| ei

∑
j

h
(
dϕ (ej , dϕ (ej))|2

)
=
∑
i

| 2

∑
j

h (∇eidϕ (ej) , dϕ (ej))

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 4
∑
i

∑
j

h (∇eidϕ (ej) ,∇eidϕ (ej))h (dϕ (ej) , dϕ (ej))

2

(inégalité de Schwarz)

≤ 4
∑
i

∑
j

h (∇eidϕ (ej) ,∇eidϕ (ej))

2

Big

∑
j

h (dϕ (ej) , dϕ (ej))

2

≤ 4

∑
i

∑
j

h (∇eidϕ (ej) ,∇eidϕ (ej))

2

Big

∑
j

h (dϕ (ej) , dϕ (ej))

2

≤ 4|∇dϕ|2|dϕ|2

Proposition 1.1.1

Si M et N sont deux variétés de classe C∞, alors : les projections cano-
niques π : M ×N →M et σ : M ×N → N sont de classe C∞.
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