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Résumé

Dans ce mémoire, nous focalisons notre attention essentiellement sur 1’étude
d’équations d’évolution du premier ordre en temps de la forme suivante :

9u— Au=f, 10, T[x
(Pl) u=20 }O,T[XQ
u(0,.) = ug
Ainsi que 'étude d’équations d’évolution du deuxiéme ordre en temps de la forme
suivante : ,
g% — Au = [, 10, T
(P)S u=0 10, T[xT
u(0,.) = ug uw'(0,.) =w

En premier lieu nous avons établi I'existence et d’unicité de solution faible pour ces
deux classes d’équations d’évolution (P;) et (P,).

plus précisément on cherche une suite de solutions approchées dans des espaces
de dimension finie ce qui est en général plus facile que de résoudre directement en
dimension infinie , et on majore la norme des solutions approchées pour montrer
qu'une sous-suite converge.

Enfin, on passe & la limite quand on fait tendre la dimension des espaces d’ap-
proximation vers 'infini pour construire une solution du probléme de départ.

Mots Clés : Problémes d’évolution, Méthode de Galerkin, Solutions approchées,
I’existence de solution faible , Probléme de la chaleur, probléme des ondes, 'approche
variationnelle.
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Symbole
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xr = (131,372, ...,.IN)
dr = dxidzs...dxy

P =7~

q Exposant conjugué de p
I

p-p

()
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Signification

Ouvert de RY.

Le bord de €2 .

Elément de RN,

Mesure de Lebesgue sur € .

Laplacien de la fonction wu.

Gradient de u.

Partie positive de la fonction wu.

Partie negative de la fonction wu.
Convergence forte de u,, vers u.
Convergence faible de u,, vers u.

La norme de l'espace LP(2), 1 < p < oc.
La norme de l'espace H} ().

Exposent critique de Sobolev.
.1.e:%—i—$:1avec (1<p<o0).
Espace dual de F.

Presque partout.

Crochet de dualité entre E et son dual .
Le produit scalaire



Introduction

Les équations d’évolution sont des équations différentielles portant sur des quan-
tités dépendant de plusieurs variables, et en particulier du temps. Ces équations
modélisent donc des lois censés décrire I’évolution d’une quantité au cours du temps,
par exemple

- ’équation de la chaleur :

ou(t, )

ot A

qui décrit I’évolution de la température d’'un corps.

- L’équation des ondes :

O?u(t, )

9 Au(t, x)

censée rendre compte de la propagation d’une onde.

L’objectif de ce mémoire est de présenter des résultats concernant |’existence
et 'unicité de solution de deux classes d’équations d’évolution faisant intervenir
I'opérateur Laplacien sur un domaine borné régulier. Les démonstrations sont basées
sur une méthode d’approximation, dite de Galerkin et le lemme Gronwall.

Ce Mémoire est organisée de la facon suivante : nous commencons par rappeler
quelques outils de base de 'analyse fonctionnelle et nous citons quelques définitions
et techniques utilisées dans ce travail. Ceci fait 'objet du premier chapitre.

Ensuite, dans le second chapitre, nous abordons la question de l'existence et
I'unicité de solutions pour un probléme d’évolution du premier ordre en temps. On
s'intéresse tout particuliérement au probléme de la chaleur suivant :

9u — Au = f, 10, T[xQ
(P u=0 0, T[x©
u(0,.) = ug
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ot Q est un ouvert régulier de R™, de bord 99, |0, T[C R, f € L*(0T x Q)) et
ug € L?(2). Nous utilisons les techniques de la méthode de Galerkin pour montrer
que le probléme (P;) admet une solution unique u € L*(0T, H}(£2)).

Enfin, dans le dernier chapitre, nous présentons un résultats d’existence pour
un probléme d’évolution du deuxiéme ordre en temps. Précisement nous etudions le
probléme suivant :

o4 — Au=f, 0, T[xQ
(P2){ u=0 10, T[xT
u(0,.) = ug uw'(0,.) =w

ot  un ouvert régulier de R", T € R™, f € L*(0T,L*(Q)), up € Hi(Q), et
u; € L?(92). Adoptant la méme technique que dans le chapitre 2, nous montrons qu’il
existe un unique élément u € C([0T], L*(2)) () L*(0T, H}(2)), tel que v’ appartienne
a L*(0T, L*(Q)) et «" € L*(0T, H*(£2)) solution de probléme (P).
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Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 La Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode tres générale et trés robuste. L’idée de
la méthode est la suivante. Partant d’un probléme posé dans un espace de dimension
infinie, on procéde d’abord a une approximation dans une suite croissante de sous-
espaces de dimension finie. On résout ensuite le probléme approché, ce qui est en
général plus facile que de résoudre directement en dimension infinie. Enfin, on passe
d’une facon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre la dimension des espaces
d’approximation vers ’infini pour construire une solution du probléme de départ. Il
convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit
également un procédé constructif d’approximation.

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les Espaces L”

Définition 1.1 [3/
Soit Q un ouvert de R™ | pour tout p € [1,+o0[, l'espace LP(QY) est défini par

P Q) ={f: Q=R : [ est mesurable et [g,

f(2)|Pde < +00 }
et
L>* Q) ={f: Q—R:f est mesurable et 3¢ > 0 tel que |f(z)] < ¢ p.p }

Théoréme 1.1 /3/
LP (Q) muni de la norme ||.||, est un espace de Banach , avec

11l = ( / rf<x>\pda:)l/p Vf € IP(R")
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et

[flle = inff{c=0: [f(x)] <cpp} VfeL=(Q)

Définition 1.2 [3/
On définit C.(Q2) comme l'espace des fonctions réelles continues a support compact,
e

Co(Q) ={f:Q = R: festcontinue et Supp(f) est compact},

ot Supp(f) est le support de f défini par

Supp(f) = {z € Q: f(z) # 0}

Théoréme 1.2 [3/

L’espace C.(Q) est dense dans LP(Q) pour tous p € [1,400[ , c’est a dire que pour
toute fonction de LP(Q2) on peut 'approzimer par une fonction continue & support
compact.

1.2.2 Espaces de Lebesgue & valeurs vectorielles
Définition 1.3 [4/
Soit V' un espace de Banach, p un élément de [1,400],T un élément de R’ (0,T)
un intervalle de R.
On appelle espace de Lebesgue a valeurs dans V', et on note LP(0T, V'), l’espace des
(classes de) fonctions
FAOLTS V.t (1)
mesurable et qui vérifient :
1. Sil<p<oo, |fluwory = (fOT ||f(t)||vdt)p < 400
2. 8ip=o00, |fllzeor,yvy =nf{C>0/|f(t)]|y <C p.p} <+o0
Propriété 1.1 ///
- Pour tout p élément de [1,4o00l, || f||Lr(or,v) est une norme sur LP(0T, V).

- L’espace LP(0T, V') est un espace de Banach pour cette norme.

- Si Despace V' est de plus réflexif, pour 1 < p < oo, si q vérifie Il? + % =1, alors le
dual de LP(0T, V) s’identifie algébriqguement et topologiquement a L (0T, V")
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- S1Voet W o désignent deux espaces de Banach, V inclus dans W, avec injection
continue alors il existe une injection continue de LP(0T, V') dans LP(0T, W)

- 85 Q désigne un ouvert de RN, pour 1 < p < oo, on a l’équivalence algébrique et
topologique entre les espaces LP (0T, LP(Q2)) et LP(0T x Q)

1.2.3 Les distribution a valeurs vectorielles

Définition 1.4 [}/

Soit 10, T un intervalle de R et V' un espace vectoriel normé. On appelle espace
des distributions sur |0,T[ & valeurs dans V', et on note D'(0T,V) lespace des
applications linéaires continues de D(0T) dans V.

Propriété 1.2 [/
- Pour tout f de D'(0T,V), tout ¢ de D(0T), la valeur de f en ¢, notée (f,p)
appartient a V.

- Dérivation : Soit f un élément de D'(0T,V), on définit la dérivée de f, et on
note
D7) =V, o= ({f ) =—(f¢)

On montre que f' appartient & D'(0T,V). D’ot toute distribution & valeurs vecto-
rielles est indéfiniment dérivable.

- Distribution réguliére : Si f appartient o L, (0T, V'), on peut lui associer une
distribution dite distribution réguliére associée & f, encore notée f définie par

fDOT) 5V, o= (f.g) = / F(t)e(t)dt

d’ou si f appartient o LP(0T,V) C L} (0T,V), f est indfiniment dérivable au sens

loc
des distributions a valeurs vectorielles.

- Limite : On dit qu’une suite (fy,),cy admet f pour limite dans D'(0T,V) si on a

Vo e DOT),{(f,¢) = lm (f,,¢) dansV

n—-+o00

1.2.4 Espace de sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens
faible sont intégrable, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable
pour I’étude des solutions des équations aux dérivées partielles
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Définition 1.5 [1/
Soit 2 C R™ un ouvert, p € R et 1 < p < +oo L’espace de Sobolev WHP(Q) est
définie par :

we LP(Q), 391,92, ., 90 € LP () tel que }

Whe () = { Jugldr = — [ gigde Vo€ CX(Q), i=1,2,.,n
Q Q

On note g—; =g

Théoréme 1.3 [1/
L’espace de Sobolev WHP(Q2) est muni de la norme

ou
6%

N
lullwro@) = llull, +
=1

p

WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo. Il est de plus réflexif pour
1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo .

On pose H*(Q) = W'2(Q)
1T est clair que Uespace H(Q) est un espace vectoriel euclidien muni du produit sca-
laire

N ou Ov

(U,U)Hl = (U,U>L2 + (a—xz, 8_%)L2

i=1
Théoréme 1.4 [1/
Il existe une constante C' dépendant seulement de |2 < oo telle que
lullzmi@ < Cllullwi g, ¥u€ WH(Q), ¥1<p<oo
autrement dit W'P(Q) C L>(Q) avec injection continue pour tout 1 < p < oo.
De plus, lorsque ) est borné on a

Uinjection WHP(Q) C C(ﬁ) est compacte pour 1 < p < 0o

Uingection WH1(Q) C LI(Q) est compacte pour 1 < q < .
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Définition 1.6 [1/
Wy (Q) désigne la fermeture de CH() dans WP(Q)

Lespace HY(Q) peut étre définie comme suit :

Hy(Q)={uc H(Q) : u=0 sur o0}

On note HY(Q) = Wy *(Q)
Définition 1.7 [1]
Soit By, By deux espaces de Banach, on dit que By s’injecte d’une fagcon continue
dans By st

— B{ C By

— Uapplication identité i : By — By est continue i.e||v||p, < C|v||5, -

et on dit que By s’injecte d’une fagon compacte dans By, st ['image de tout borné
de By est relativement compact dans Bs

Définition 1.8 [1/

On désigne par Wy "7 (Q) Uespace dual de Wy "P(€) (1 < p < o)

On note par H1(Q) le dual de HJ(2)

Grice au théoréeme de représentation de Riesz, on peut identifier L*(S)) et son dual.
Par conséquent, on a les inclusions

Hy () — L*(Q) — H Q)
avec injections continues.

1.2.5 Espace de sobolev a valeur vectorielle

Soit V' et W deux espace de Banach. On s’intéresse a l'espace vectoriel des
¢léments de LP(07, V') dont la dérivée, prise dans D’'(07, V) s’identifie & un élément
de LP(0T, W).

Définition 1.9 [4/
Soit p € [1,4+00]. On définit 'espace

WP (0T, V) = {f € LP(0T,V)/f € LP(0T,V)}
que ['on muni de la norme

| fllwieoryy = | fllzeoryvy + | f'lweor, v
Définition 1.10 Espaces W,(0T,V, W) [4]

Pour 1 < p < +o0, On pourrait aussi définir [’espace
W,(0T,V,W) = {f € LP(0T,V)/f € LP(0T, W)}

W,(0T,V,W) est un espace de Banach pour la norme naturelle.
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1.2.6 Reésultats de régularité

L’intérét d’appartenir a un tel sous-espace est d’avoir des propriétés de régularité.

Proposition 1.1 /5]
Soit p un réel, 1 < p < +o0, pour tout f de W,(0T,V, V), f admet un représentant
continu sur [0,T], ou encore f € C([0,T],V).

Proposition 1.2 [5/
Soit V et H deus espaces de Hilbert séparable , V. C H avec injection continue
et densité, le dual de V' est noté V', alors on a l'injection canonique continue des

espaces suivants :
Wo(0T,V, V') C C([0,T], H)
On en déduit que pour tous f de L*(0T,V) tel que L*(0T, V"), alors f admet un

représentant continu sur [0,7T] & valeurs dans H.

Proposition 1.3 [5/
Soit V' un espace de Hilbert séparable de dual V', pour tout f de Wo(0T,V, V') on
a:
d
YoeV, < f'()v>= - < f(),v> dans D'(0T)

Pour avoir plus de précisions sur les derniéres propositions on peut consulter, entre-
autres, 'ouvrage de R.Dautrey-J. L.Lions [7], tome 7 chapitre 16 et tome 8 chapitre
18.

1.3 Quelques inégalité d’analyse fonctionnelle

1.3.1 Inégalité de Poincaré

L’inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev. Cette
inégalité permet de borner une fonction a partir d’'une estimation sur ses dérivées et
de la géométrie du domaine sur lequel elle est considérée.

Proposition 1.4 /1]
Soit Q C R™ un ouvert borné, alors il existe C > 0 (dépendant de Q) telle que

[ull < Cl[Vully Yu € Hy(Q)
Une conséquence tres importante de cetle inégalité est que

lul| = || Vull2est une norme pour Hg(S2)

L’expression fQ VuVu est un produit scalaire qui induit la norme |Vuly équivalent
@ la norme ||ul|
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1.3.2 Inégalité de Young

Proposition 1.5 [6] Soit a,b > 0 deux réel positif et 1 < p,q < oo deux
exposants conjugués. Alors on a :
a? b?

ab < — 4+ —
p q

1.3.3 Inégalité de Holder

Proposition 1.6 [6/ Pour f ,g deuz fonction mesurable et 1 < p,q < oo
deuz exposants conjugués. On a :

[ swiar < ([ 1swra) - ([lawpa) -

on peut écrire aussi

1 glle < 1[£llp llgllq

Remarque : I'inégalité de Cauchy - Schwarz est un cas particulier de I'inégalité de
Holder pour (p = q = 2).

1.4 Quelques définitions et théorémes

1.4.1 Fonction absolument continue

Définition 1.11 /9]

Une fonction F : J — C (J CR), est dite absolument continue sur son intervalle
de définition J, s’il existe une fonction intégrable f sur tout intervalle borné de J
telle que pour x,a € J :

F(z) = F(a) + f(t) dt.

[a,z]

Remarque 1.1 /9]
Une fonction derivable n’est pas toujours absolument continue. Par exemple, la fonc-
tion définie sur R par
2 . _92 .
x,sinz™*, sixz #0
) = {

0, six =0

a une dérivée qui n’est pas intégrable.
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Remarque 1.2 /9]

Une fonction absolument continue F est derivable presque partout, et sa dérivée est
presque partout égale a f .

D’une maniére lapidaire, une fonction absolument continue est une fonction qui est
" égale a lintégrale de sa dérivée .

1.4.2 Convergence forte et Convergence faible

Soient E un espace de Banach muni de la norme ||.|| et (u,)n,eny est une suite
dans F.

Définition 1.12
On dit que la suite (up)nen converge fortement vers u dans E si

llwn — ul|g — 0 lorsque n — 400

Définition 1.13
On dit que la suite (uy,)nen converge faiblement vers u dans E si

o(un) = @(u), Vo € E

1.4.3 La topologie faible ¢(E, E)

Soit. E un espace de Banach. On note E’ I'espace dual c’est a dire 'espace des
formes linéaires et continue sur F.

Définition 1.14 [1/
La topologie faible o(E, E") sur E est la topologie la plus faible (la moins fine ) sur
E rendant continues toutes les applications ¢ € E'. On la note o(E, E').

Etant donnée une suite (X)n>1 de E, on désigne par z,, — z la convergence de
x, vers x pour la topologie o(F, E").

Proposition 1.7 [1]

Soit (Xp,)n>1 une suite de E, on a :
1. x, — x pour la topologie o(E, E') ssi f(x,) — f(x) pout toute f € F’
2. Six, — x fortement alors x, — x faiblement pour o(E, E').

3. Si x, — x pour la topologie o(E, E"), alors ||z, || est bornée et

=l < Tim inf [z,

4. St x, — x pour la topologie o(E, E') et f, — f fortement dans E', alors
falan) = f(z)
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1.4.4 La topologie faible* ¢(E' E)

Soient £ un espace de Banach et E’' son dual Pour chaque x € E, on considére
lapplication ¢, : £ — R définie par :

o (f) =< f,x> feF

Lorsque = parcourt F, on obtient une famille d’applications (¢;).cp

Définition 1.15 /1]
La topologie faible* sur E' est la topologie la plus faible sur E' rendant continues
toutes les applications (¢.)zer - On la note o(E', E)

Soit (f,)n>1 une suite de E’, on designe par f,, — f la convergence de f, vers f
pour la topologie faible* o(E’, E).

Proposition 1.8 /1/
Soit (fn)n>1 une suite de E' | on a :
1. fn — f pour la topologie o(E', E) ssi p.(fn) = wz(f) pout toute v € E
2. Si f, — f fortement alors f, — f faiblement pour o(E', E")
Si fo — f pour o(E', E") alors f, — f pour la topologie o(E', E)
3. Si f, — f pour la topologie o(E', E), alors ||f,|| est bornée et

£ < Tim_inf ]| f,

4. Si fo = f pour la topologiec o(E',E) et x, — x fortement dans E, alors

Théoréme 1.5 Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbak: [1]
L’ensemble

Bp ={feE:|fle<1}
est compact pour la topologie faible* o(E', )

Définition 1.16 Espaces réflexifs et la compacité
Soit E un espace de Banach. On rappelle que E s’injecte dans son bidule E" via
Pinjection canonique J : E — E" définie comme suit : pour chaque x € E, appli-
cation
E — R
f = <fir>

constitue une forme linéaire continue sur E' ¢’est-a-dire un élément de E" noté J, :
On a donc
J.(f)=<f,x> VreE VfeF
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J est une isometries de E sur E" i.e ||J.||p = ||z||g pour tous x € E, en effet
[ Jeller = sup [L(f)l = sup | < fix>]|= |zle
el <1 [PAES

Théoréme 1.6 Kakutani [1/

Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si
Bp={rcE:|z|] <1}

est compact pour la topologie o(E, E")

1.5 Méthode variationnelle

Le principe de 'approche variationnelle pour la résolution des EDPs est de rem-
placer I’équation par une formulation équivalente dite variationnelle obtenue en in-
tégrant une équation multipliée par une fonction quelconque dite fonction teste.

Nous commencons par donner quelque résultat essentielle.

Théoréme 1.7 Formules de Green [8]
Soit Q C RY un ouvert borné de classe C. Alors si u,¢ € Hi on a la formule de
Green suivante :

ol 7; est la i-éme composante de la normale extérieure a €2

Cette formule est la généralisation de I'intégration par parties dans RY,

Corollaire 1.1 /§/
Siue H*(Q) et ¢ € H(Q)

/QAu(u) o(x)dx = —/QVu(x)Vqﬁ(x)dx—i—/ —(z) pds

avec g—f] = (Vu,n).

1.5.1 Solution classique (solution forte)

Définition 1.17
Une Solution classique (on parle aussi de solution forte) de (P) est une solution

u € C?(Q) NCAQ) ce qui implique que le second membre de f doit appartenir a
()

Remarque 1.3

Cette formulation classique pose malheureusement un certain nombre de problémes
pour démontré l'existante d’une solution. C’est pourquoi nous remplacerons la for-
mulation classique par une formulation, dite variationnelle.
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1.5.2 Formulation variationnelle

Soit Q C RY un ouvert borné de classe C'. On considére le probléme suivant :

—Au = f(z,u) dans )
P:
u=>0 sur 0f)

Multiplions les deux membres de 1'équation par ¢ € H?(2) et intégrant sur  on
aurra :

/Q Aulz) 6(x) dz = — /Q flou) 6(z) de Vo € HI(Q),

En utilisant la formule de Green on obtient :

/Vu Vo(zx /f x,u) dx Vo € Hy(Q)

Cette écriture s’appelle la formulation variationnelle du probléme (P).
La solution u de ce probléme est un point critique de la fonctionnelle

J(u) = %/Q]Vu(a:)F i — /QF(x,u) iz,

_ /Ouf(x,s) ds

avec

J est dite la fonctionnelle d’énergie.



Chapitre 2

Probléme d’évolution du premier
ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous abordons la question de I'existence de solutions pour un
probléme d’évolution du premier ordre en temps. plus précisément on cherche une
suite de solutions approchées dans des espaces de dimension finie pour un probléme
de la chaleur, et on majore la norme des solutions approchées pour montrer qu'une
sous-suite converge.

2.2 Position du probléme

Soit  un ouvert de R", de bord 99, ]0,T[ un intervalle de R. Etant donné f
un élément de L2(0T x Q)), ug un élément de L?(Q) , on appelle probléme de la
chaleur, la recherche d’une solution w :

10,T[xQ =R, (t,z)— u(t,x)

vérifiant :
9u _ Au = |, 10, T[x
P:¢ u=0 10, T[xQ
u(0,.) = ug

Ces équations modélisent, au cours du temps, la température v d’'un milieu , homo-
géne, isotrope, soumis a une source de chaleur f , la température étant supposée
nulle sur le bord 0f) et de valeur initiale wuyg.

On dit que 'on a un probléme de Cauchy, car on impose la valeur initiale de la
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fonction v en t = 0. Dans I'exemple proposé le probléme est de Cauchy-Dirichlet
car la fonction doit étre nulle sur le bord 02 du domaine, ceci pour ¢ dans |0, 7] .

2.3 Reésultat d’existance

Théoréme 2.1

Soit Q un ouvert de R™, alors pour tout f de L*(0T, L*(Q)), pour tout uy de L*(2),
il existe un unique élément u de L*(0T, Hy(R2)), tel que v € L*(0T,H *(Q))
vérifiant :

_ 4 <u(t),v > +a(u(t),v) =< f(t),v >, Yo € H}(Q) dans D'(0T)
P { u(0,.) = uo,

ou a(u,v) = [, VuVudz.

Remarque 2.1
Comme on a la double inclusion : H}(Q)) — L?(Q) — H1(Q)
Uingection de Hy(Q) — L*(Q) étant continue et dense, on a alors :

u € Wo(0T, Hy(Q), H1(Q)) = u e C([0,T], L*(Q))
d’ou Uexpression u(0) = ug a un sens.

De la proposition 1.3 , on déduit

% <u(t),v>=< —u(t),v >

Comme D() est dense dans HJ () et v € HY(Q), on a :
9 Au = D(Q
o u=f dans D'(Q)

d’ou le corollaire :

Corollaire 2.1
Q désigne un ouvert de RN | alors pour tout f de L*(0T, L*(Q)), pour tout uy de
L*(Q) il existe un unique u de L*(0T, Hy(2)) N C(0T, L*(Y)), solution de :

?9_1; - Au = f» D/(Q)
u =20 09}
u(0,.) = wug
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2.4 Démonstration du théoréme 2.1

2.4.1 Unicité

Soit u; et uy deux solutions du probléme alors w = u; — ug vérifie :

(L2, v) 4+ a(w,v) =0 Vv € Hj(Q),
w(0) = 0.

Soit v = w, alors on a :

d d
Zlolz + a(w,w) =0 = —lwl; <0 =w() =0 vt € 07T]

2.4.2 Existence

La méthode utilisée s’appelle la méthode Galerkin, elle se décompose en quatre
étapes :
2.4.2.1 Recherche de solutions approchées

ay) Rappel : Construction de solutions approchées dans des espaces de dimension
finie
* Comme V' est séparable, il existe une suite (u,,)men+ de vecteurs de V' | vérifiant

les propriétés suivantes :

toute famille finie de vecteurs est libre |
st Vi, dsigne l'espace vectoriel engendr par (uk)1<x<m,alors V = Upen+ Vi,

* Résolution dans les espaces vectoriels V,, : On cherche a appliquer le théoréme
suivant :

Théoréme 2.2 Cauchy-Lipschitz-Picard [12]

Soient R™ muni de sa norme ||.||,I un intervalle de R et f : I x R™ — R™ une
application continue, supposée globalement lipschitzienne en y au sens suivant : pour
tout compact K C I, il existe k > 0 tel que pour toust € K,y,z € R™,

1 (ty) = (£ 2)]l < Klly — =]

Alors, pour tous tg € I et x € R™, le probleme de Cauchy

{ y' = f(t.y)

y(to) ==

admet une unique solution t — y(t) qui est globale (définie sur I tout entier).
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ay) Soit (v, )men+ une suite de vecteurs de Hj (€2) telle que toute famille finie soit
libre, et que, si on note V,,, 'espace vectoriel engendré par (vq, vy, ...... ,Um) , ON ait :

H&(Q) = UmEN*Vm7 LQ(Q) = UmEN*Vm

pour les topologies considérées. En particulier

Yug € Lz(Q), Vm € N*, Jug,, € V,, tels que

m
ug = limug, dans L*(Q) et g, = Zaimvi
i=1

Pour tout m dans N* on note P,, le probléme suivant :
trouver w,, = Y .. Gim(t)v; dans V;, vérifiant

p { < @umv > talumv) =< fv;> Vil<j<m (L.7)
m um(O) = Uom

Le probléme P, équivaut a un systéme différentiel linéaire d’ordre un sur R™ .
On définit les vecteurs

Gm = (Grmy ceeeen s Gmm) fm = (< fyog >, o < [y om >)

et les matrices

B = [('U,L‘,Uj)] 1<i<m A - [a(viavj)] 1<i<m
1<j3<m 1<j57<m

Les vecteurs v; étant linéairement indépendants, la matrice B,, est inversible,
alors g,, est solution de :

P { gwln + qumlAm(gm) = Br?zl(fm)
" 9m(0) = (Cim)i<icm = Gom-

L’application F), définie par :

R™ = R™, gm = Fgm) = B ' An(gm) + By (fm)
est lipschitzienne, on déduit du théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard 1'exis-
tence de

m el g 2

On a plus précisément le résultat suivant :

Uy € C([0,T], Vi), ul, € L*(0T,V,,)



2.4 Démonstration du théoréme 2.1 25

2.4.2.2 Majorations dite "a priori" des solutions u,,

On multiplie chaque équation (1 ,j) par g, on les ajoute membre & membre pour
obtenir :

1d ) B
2dt” um(V)]l5 + a(um(t), un(t)) =< f(t), un(t) >

Pour tout ¢ de ]0, 7] on intégre cette équation sur (0,¢) et on déduit :

1
Slun(®)I + //\vum (1) dedt = //f un(0)d it + o

puis, on utilise Holder, on obtient :

1 t t 1
ywawm+14|wﬁw§wlenﬂwmm%@Mdr+§mmm

Comme ug = lim wuyg,, dans LZ(Q) , il existe une constante C' > 0 telle que 'on
m—0o0

ait pour tout m de N* |ug,,| < ¢, en utilisant le fait que ||uy,(t)|]2 < ||um(t)||z et
I'inégalité |ab| < % + %, on déduit :

MWM+AMWMwsAmwm+C

Comme f € L*(0T,L*(Q)) , on déduit I'existence d’une constante C telle que
t
Jun(®I + [ un(@)l de < €
0

2.4.2.3 Passage a la limite

Du théoréme 2.1, on déduit les résultats suivant :
La suite (U, )men+ est borné dans L>(0T, L*(9))
La suite (tn,)men est borné dans L*(0T, H}(Q))
et comme —A est un opérateur borné, linéaire et continu de Hg(Q) dans Hy'(9)

la suite (—Auy, )men+ est borné dans L*(0T, H1(Q))

Les espaces L*(0T, H*(Q)) , L*(0T, H}(Q)) et L*(0T, H~'(Q)) sont réflexifs sépa-
rables, de plus

L>®(0T, L*(Q)) = (LY(0T, L*()))
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avec L' (0T, L*(€2)) est un espace de Banach séparable. Donc, on déduit qu’il existe
une suite (uy)pen+ extraite de (U, )men+, w un élément de

L*(0T, Hy(Q)) N L>®(0T, L*(Q))
tels que

u, = u dans L>(0T, L*(2))
U, — u dans L*(0T, H}())

P

—Au, = —Au dans L2(0T, H1(2))
On admet que la convergence faible dans LP(07, V') entraine la convergence dans
D'(07,V) on déduit

U, = U dans  D'(0T, H}(Q))
—Au, - —Au dans D'(0T, HY(Q))

Reste & montrer que u est solution du probléme (P) : Pour tout p € N* on a :
Vi, i<p % <up(t),v; > + aluy(t),v;) =< f(t),v; > dans D'(0T")

ce qui implique, pour tout ¢ € D(0T)

[ <wlnn > g d+ [ a0 = [ < s> ot

On utilise la convergence faible de la suite (u,)yen+ pour obtenir

—/0 <u(t),v; > ¢'(t) dt + /0 a(u(t),v;) @(t) dt = /0 < f(t),v; > p(t) dt

Puis comme H}(Q) = Upen:Vin on a pour tout v € HJ(Q) et ¢ € D(0T)

—/O <ult),v> J(t)dt + /O a(u(t), v) o(t) dt = /O < f@B)v > olt) dt
Donc

d
— <u(t),v> +a(u(t),v) =< f(t),v> dans D'(0T) pour tout v € Hy ()

dt

d’out , u est une solution du probléme (P). De plus o' € L*(0T, H'(Q)) .
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2.4.2.4 Conditions initiale, on montre que u(0) = ug

De la proposition 1.2 on déduit que u € C([0,T], L*(©2)). On choisit une fonction
¢ € C*(R) vérifiant :

P(0)#£0 et P(it)=0, Vte Vr avec Vpun voisinage de T .

Alors pour tout v € H3(Q), v € L*(0T, H}(2)), ce qui permet d’écrire

/OT < (t),v> Y((t)dt = — /OT <u(t),v > ¢'(t) dt — <u(0),v > ¥(0) (2.1)

:/O < f(t),v > (t) dt —/0 a(u(t),v)¥(t) dt

Comme on a :
Yo € Hy(Q2), Vp € N*, Jw.V, : v = limw, dans Hy ()
on a les mémes égalités pour les solutions approchées et on obtient
T T
/ < u;(t),wp > (t) dt = —/ < up(t),w, > Y'(t) dt — < ugy, w, > ¥(0)
0 0
et donc
T T
lim < uy(t),w, > P(t) dt = —/ <u(t),v > P'(t) dt — <ug,v> 1(0)
(2.2)
T T
= [ <t®0> v - [ a0
0 0

De 2.1 et 2.2 pour tout v € H}(Q) ona < u(0),v>=<ug,v>= u(0) = up.



Chapitre 3

Probléme d’évolution du deuxiéme
ordre

3.1 Introduction

Soit © un ouvert de R”, de bord ', T dans R**. Etant donné f un élément de
L*(0T, L*(2)), up élément de H(Q), u; élément de L*(Q), on appelle probléme
des ondes, la recherche d’une solution wu :

10,T[xQ =R, (t,z)— u(t,x)

vérifiant :
at2 — Au=f, 10, T[xQ
P:¢ u=0 10, T[xT
u(0,.) = ug uw'(0,.) =w

Lorsque f = 0, les équations décrivent la propagation, au cours du temps de petites
perturbations u de la pression, dans un milieu €2 , celles-ci étant nulles sur I', de
perturbation initiale ug, de vitesse de perturbation u;, souvent appelé probléme des
ondes.

On dit que 'on a un probléme de Cauchy, car on impose u et v’ au temps initial

t = 0. On note a(u,v) /Zguaﬁv
r; 0%,

3.2 Reésultat d’existence

Théoréme 3.1

Soit Q un ouvert borné de R™, de bord I', variété de dimension n — 1. pour tout f
de L*(0T, L*(2)), tout uy de H}(Q), tout uy de L*(QQ), il existe un unique élément
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u de C([0T], L2(2)) N L*(0T, H}(RY)), tel que «' appartienne o L*(0T, L*(QY)) et u”
a L2(0T, H1(2)) solution de :

2 (u,v) + alu,
mv {mm—w,%

v) = ( ,v),  DI(0T), Vv e H}(Q)
) =
Proposition 3.1

Avec les mémes hypotheses, il existe un unique u solution du probléme (P.V), véri-
fiant :

we LX0T, H}(Q)), o € L*0T,L*(Q)), «" € L*(0T, H *(Q))

Le théoreme 3.1 est une conséquence de la proposition 3.1. En effet :

{ we L20T, HY(Q), o € LX(0T,L3(Q)) = u e C([0,T], L*(2)),
W€ LAO0T, L2(Q)), ' e L2(0T, H1(Q)) = ' € C([0,T], H'(Q)).

ce qui justice ’existence de u(0) et u'(0), dont on verra qu’ils vérifient u(0) = ug et
uw'(0) = uy

Corollaire 3.1

Soit Q) un ouvert de R™, de bord I, variété lipsehitzienne de dimension n — 1, alors
pour tout f de L*(0T, H1(Q)), tout ug de Hy, tout uy de L*(Q), il existe un unique
u solution du probléme P.

Démonstration du corollaire : Il suffit de remarquer que :
u=0sur]0,T[xI' < u(t,.) € H)(Q),

et 'égalité variationnelle (P.V) équivaut a 6 — Au = f, car D(Q2) est dense dans

HL(9).

t2

3.3 Démonstration du théoréme 3.1

3.3.1 Unicité

Soit uq et uy deux solutions du probléme alors w = u; — ug vérifie :

(f{lﬁg”,fu> +a(w,v) =0 Yo € H}D), (1)
w(0) = 0, w'(0) = 0.

Comme w'(t) n’appartient pas a H}(Q) , on ne peut pas remplacer v par w’(t) dans
(1). 11 faut introduire une fonction auxiliaire :



3.3 Démonstration du théoréme 3.1 30

Vs €]0,T[, soit ¢ :)0,T[— R, t — (t) = —/t w(o)dh, t<s,

P(t) =w(t), Vt <s (t) =wi(t) —wi(s) avec wi(t) = /0 w(o)db.

Alors (w”, ) + a(w, ) = 0, soit :

_/S<w/’wz)dt+/sa(w,w) dt = 0 =
0 0

_% /05 % w(t)|*dt + % /OS %a(wl(t),wl(t))dt — /Os

ce qui donne, comme w(0) =0 et wy(0) =0 :

a(wy (t),wy(s))dt =0

Sl

1 o 1 2 _ _
§|w(s)| +§||w1(s)|| =0 = w(s)=0 Vs €]0,T].

3.3.2 Existence
3.3.2.1 Recherche de solutions approchées

On a :

uy € H&(Q) — I(uom)men+ , Uom € Vin, up = lim (ug,) dans H&(Q)

m—00

up € L*(Q) = I(uim)mens >,  Uim € Vi, up = lim (uy,,) dans L*()

m—00

m m
Uom = E Ay Vi Uim = E Bimvi
i=1 =1

On cherche u,,(t) = Zgim(t)vi solution du probléme P, :
i=1

p { (L (t),v5) + alum(8),05) = (F(1), ), Vi, 1< G <m, (1)
Um(0) = wom,  u,(0) = Upp.
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Comme u,,(t) = Zgim(t)vj ,on a:
i=1

S (gim (t)vi),v5) + a (Z gim(t)vi»vj> = (f(t),v5)

=1

Z Gim (1) (03), v5) + Z gim(t)a(vi, v;) = (f(1), ;)

Soit  hy,: [0,T] — R*™
t = () = (G1m(8), s G (), 1 (0); s G (1))

On pose z(t) = (g1m(t), -, Gmm(t)), donc z(t) € R™ et h(t) = (z(t),2'(t))

De plus, on suppose que

1<y <
et
donc

et

Comme

i=1 i=1
et



3.3 Démonstration du théoréme 3.1 32

donc
hm<0) = (aima B’Lm)lgzgm

On remplace dans (P,,), on obtient :

{ Ba"(t)+ Ax(t) = F(t)
hm(0) = (Qim, Bim)

— 2"(t) = —B ' Az(t) + B F(t)

en d’autre part : h'(t) = (2/(t), 2" (t)), donc :

( f((?) ) = < _B—leg)(i BlE(t) > - ( —Bgfll(ﬁl)x(t) ) + ( B‘OF];(IS) )

On pose B7'F(t) = f

{ il (t) + A (hi) (t) = fu ()
P, :

hin(0) = (i, Bim ) 1<i<m

/ "
(%

m? 'm

Le probléme P/, admet une unique solution h,, dans C([0,7]) de plus wuy,, u
appartiennent a L?(0t, V,,)

3.3.2.2 Majorations des solutions u,,

On reprend notre équation P, :

p { (% (1), 0) + alun(®),v) = (F(E),v), Vi, 1< G <m, (1)
Um(0) = wom, u,(0) = upp.
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et On multiplie I'équation (1, j) par (g},,)

(ddﬁg” (1), ) (6h) + €t (0),0)(Gh) = (F(0),0,)(g)

(G20 (65 ) + ) ) ) = (0, (65) )

On somme sur j dans [1,m], ce qui donne :

d2 m m m m
(d:; ,Zg]m >+aum ,Zg]m = ’Zgam ;)
7=1

Comme

On obtient donc :

(G2 0.16,0) + alun(®,14,(0) = (70,4, (0)

Ona: a(u,v) —/VUVde

/Qu;;() dt+/Vum ) V' ( /f

1d " "

On obtient donc :

o2 LA - /
2dt|| m @2+ 5 llun @ = (£(2), 4 (1))
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On intégre sur Uintervalle (0,¢) :

1 [t d 1 [td !
3| @B+ 5 [ Gl a = [ 7.0 @

(lum @15 = N (0)113) + (Hum( W = lun(0)lE) = /O(f(t),u;z(t)) dt

DO | —

On remplace : u} (0) = uy,y, et up(0) = Uy, et On multiplié par 2 :

(e O3 + e 0F) = (lurmllz + lltom]1Z) 22/0 (f (), s, (1)) dt

On applique I’inégalité de Holder :

(i O3 + lum @) = (lumlls + lluomllE) < / 1CF @l (£)]]2 dt

et on utilise I'inégalité pour (a,b) dans R : ab < “2—2 + %, pour obtenir :

t t
WWM+mwmzs/mwmw+/Wme+mmw+mwm
0 0
Par hypothéses on a :

fe L0, LX), wuo € HAQ), wu € L¥(Q)

et comme H((Q2) — L*(Q) on a donc ||ug,,||# est bornée

on déduit I'existence d’'une constance C' telle que :

i @13 + Tum®lE < € + /0 I, (@13 ds - vt €[0T (2)
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3.3.2.3 Passage a la limite

L’inégalité (2) ne donne pas directement des majorations de |u,,(t)||n et de
|lul,()]|2 . On a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Lemme de Gronwall
Soit T un réel positif, C' une constante positive, f et g deux fonctions vérifiant :

{ feL=0T), f(t) >0 pp
ge L*0T), g(t) >0 pp
et .
ft) < / 9(s)f(s) ds + C pp (3)

Alors f vérifie : f(t) < Cexp (/tg(s) ds)
0

Preuve 3.1

Comme f appartient a L>=(0T) et g a L*(0T), la fonction :
F(t) = f(f g(s) ds + C' est absolument continue.

dou F'(t) = f(t)g(t) pp

Ceci joint & l'inégalité (3) donne :

donc

On integre de chaque coté sur [0,t] :
tF/(t) /t
dt < | g(t) dt
[ g < o

InF(t) < /tg(t) dt

ce qui donne :

o F(t) < exp ( / o(s) ds)
o F(t)eap (— /0 "o(s) ds) <C
Soit -

Feay (- [a)is) <0 = g0 P < Cenp ([ ato) )
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On applique le lemme de Gronwall aux fonctions :

1 1
£ = OB + 5 T g(t) =1
Vérifiant que :

1

1 ‘1 1
5 @13 + 5 lua@)F < C + / 5 O + 5 llun (@)l ds
2 2 0 2 2

On a d’aprés (2) on a :

1 1 ‘1
3 I + 5 lun®l < €+ [ 5 liu(0lBas v o

La norme est toujours positif donc :

1

1 t
3 I O18 + 3 lun®l < €+ [ It + (0

ce qui veut dire que f et g vérifie les conditions.

D’apres le Lemme de Gronwall on a :

1 1 ¢
3 W OIE + 5 ln(0lfs < € cap ([ 145)
0

Donc :

1 1
5 @3 + 5 fun®l < C ¢

On Obtiens : |[ul, (|13 + |lum(®)||% < 2Cel | pour tout t. Ceci entraine :

(Wm)men+ une suite borné dans L (0T, Hy(Q)) et L*(0T, H} (Q2))
(¢, )men+ une suite borné dans L> (0T, L?(Q)) et L?(0T, L*(2))
(— Ay, ) men+ une suite borné dans L= (0T, H=1(Q)) et L*(0T, H~Y())

Alors il existe u, et une suite (u,)pen+ extraite de (w,)men+ vérifiant :

u, — u, L30T, H}(Y))  faible
u, — u, L*(0T, L*(Q2))  faible
—Au, = —Au, L*(0T,H'(Q)) faible
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pour tout ¢ dans D(07) pour tout j de N*, tel que soit p > j on a pour tout w; de
I'espace Vj :

- / (), wy) (1) dt + / alup(t), p(tywy) di = / (F(t), o(tywy) db

de la convergence faible on déduit :

T T T
- [ e a4 [ ot pow)de = [ (0. p0w) d
0 0 0
Comme H)(Q) = UpenVim, Yo € H(Q), Jw; €V, tel que w; = v

alors on obtient pour tout v de Hy () :

- / (/(),0) (1)t + / a(u(t), p(t)v)dt = / (F(1). o(tyo)dt Vo € HY(Q)

/0 (" (),0) () dt + / a(u(t), v) plt) dt = / (1), v) o(t) dt Yo e HLS)

2
Soit <2Tg,v) + a(u,v) = (f,v), dans D'(Q), pour tout v de Hy(£2)

3.3.2.4 Vérification des conditions aux limites

Soit ¢ dans C*(R), ¢ = 0 dans un voisinage de T, ©(0) =1, Alors :

/0 (W (8), v;) olt) dt + / a(up(t), v;) (1) dt = / (1), 05) o(2) dt
[ (1), v)0() ]~ / (1), 0;) £'(8) dt + / a(up(t). v;) o(t) dt =

(W(T),v05) 9(T) — ((0), v;) (0) — / (u (), ;) & (B)dt + / a(up(t), v;) p(t)dt
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Ce qui nous donne :

- /()T(u;(t),vj) ¢ (t)dt — (u)(0),v;) + /()Ta(up(t),vj) p(t)dt = /OT(f(t),vﬂ p(t)dt
On en déduit par passage a la limite sur indice p :
_ /OT (W'(1),v;) (1) dt + /OT a(u(t),v;) o(t) dt = (u1,v;) + /OT (F(2),v5) p(t) di
La densité de U,,en Vi, dans HE(Q) permet d’obtenir pour tout v de H} () :
- /0 T(u’(t),v) ¢ (t)dt + /O ' a(u(t),v) p(t)dt = (ur,v) + /0 T(f(t),v) p(t)dt (3.1)
Mais on a :
- /0 T(u’(t),v) ¢ (t)dt + /0 ' a(u(t), v) p(t)dt = (u'(0),v) + / (f(8),v) p(t)dt (3.2)

de 3.1 et 3.2 on obtient (uy,v) = (¥/(0),v) dou w; = u/(0).

par ailleurs /0 (u, (), v5) (t) dt = —(uop, vy) — /0 (up(t),v;) @' (t) dt

ce qui donne aprés passage a la limite :

T

/0 (W (6),0) (t) dE = —(uo,v) — / (ult), v) ') dt (3.3)
Or . .
/0 (W (6),0) () dt = —(u(0),v) - / (u(t), v) '(t) dt (3.4)

de 3.3 et 3.4 on obtient (ug,v) = (u(0),v) dou 1wy = u(0)
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