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Notation
Signification
Ensemble des nombres réels.
Espace euclidien de dimension N.
Ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue.
Espacs de Sobolev de type fractionnaire.
{u: Q2 — R, u mesurable, et 3C tel que |u(z)| < C p.p }.
{u:Q — R, umesurable, [,[ul’ <oo},1<p< o0
Ensemble des fonction C'* a support compact inclue dans §2.
Ensemble des fonction de class k£ dans ).
Ensemble des fonction Holderiennes de class & dans €.
Ensemble des fonction C* & support compact.
Laplacien de la fonction .
P-Laplacien de la fonction
Laplacien fractionnaire.
P-Laplacien fractionnaire.
Gradient de u.

Partie positive de la fonction u, u™ = max (u, 0) .

Partie négative de la fonction u, u~ = min (u, 0) .
L’exposant critique se Sobolev tel que :pj := - T;p avec n > p.

Mesure de Lebesgue de dimension N.
presque partout

Valeur principale.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles elliptiques sont outils essentiels de modélisation et
leurs études occupent les mathématiciens depuis le dix-huitieme siecles avec les travaux
d’Euler, d’Alembert, Lagrange et de Laplace..., au fil de cette derniere quarantaine
d’années beaucoups des phénomenes et des probléemes moderns physiques: en électromagnétisme(équatic
de Maxwell), en mécaniques des fluides(équation de Navier-Stokers), biologiques et tech-
nologiques ont été modelés par des équations aux dérivées partielles(EDP), paraboliques
ou hyperboliques, mais avec des conditions non locales.
Il existe des cas particuliers pour étudier les problemes aux valeurs propres et des
fonctions propres de l'opérateur p-Laplacien, pour trouver les couples de solution (u, \)
ou A\ est une valeur propre et u est une fonction propre associée, si ) est un ouvert borné

de RY on considere le probléme suivant:
—Ayu = Mul’?u dans Q
u=0 sur 0f2.
Et u est une solution faible de probleme (1), si u € W, (Q) telle que:

ue WP (Q),u+#0
[ IVulP? VuVude = X [ [ulP > wwdz, v € WP (Q).

Et la premiere valeur propre définie par:



Vul?
)\1 = mf —fﬂ ‘ J
ueW,? () fQ |ul
[lull£0

dz.

Les équations aux dérivées partielles elliptiques de type fractionnaire est un concept
de généralisation de la dérivation (classique) a un ordre non entier, et ces équations a
nombreuses applications dans la description de nombreux évenements qui ne peuvent pas
étre résolues exactement qu’en utilisant des méthodes comme la méthode variationnelle.

Il y a des opérateurs de type fractionnaire comme l'opérateur Laplacien de type
fractionnaire et l'opérateur p-Laplacien de type fractionnaire qui est également une
généralisation d’opérateur p-Laplacien.

Dans ce travail, nous étudions le probleme de valeurs propres pour l'opérateur p-
Laplacien de type fractionnaire c¢’est une extension de probleme aux valeurs propres pour
lopérateur p-Laplacien classique, et ce probléme est: soient €2 un ouvert borné de R¥,

s € (0,1) et p € [1,+00] on a:

(=A) u=2A lulP">u dans Q
u=0 sur 0S).

(3)

Ce mémoire est réparti principalement en, plus d’une introduction, quatre chapitres.
Le premier chapitre est consacré a la présentation des espaces de Sobolev de type frac-
tionnaire et leurs propriétés (réflexivité, complétude, séparabilité, injection, etc.). Et
dans le deuxieme chapitre, on présente les opérateurs Laplacien et p-Laplacien de type
fractionnaire et leurs propriétés. Et dans troisieme chapitre, on étudie le probleme de
valeurs propres de type fractionnaire pour l'opérateur p-Laplacien et l'existence de la
premiere valeur propre et la régularité des fonctions propres et quelque propriété de la
fonction propre (positivité, simplicité). Et le dernier chapitre, on présente les théories

utilisées dans ce travail.



Chapitre 1

Espace de Sobolev de Type

Fractionnaire

1.1 Introduction et Motivation:

Dans ce chapitre, en s’intéresse d’introduire les espaces de Sobolev de type fractionnaire
et quelques propriétés concernant ces espaces la. Ainsi, on va introduire quelques ces

propriétés fonctionnelles et injections de type Sobolev.

1.2 Espace de Sobolev de Type Fractionnaire, s €

(0,1) :

Définition 1.1 Soient Q un ouvert borné de RN (N > 2), et s € (0,1) et p € [1, +o0],

on définit l’espace de Sobolev de type fractionnaire WP (Q) par:

WP (Q) = {u e (@) O =uWl g Q)} , (1.1)

|z — y|»



muni de la norme suivant:

PG
U . U pdl"" |u( ) (y)| dl'dy ,
Wsp(Q) n+sp
axq |z —y|

avec et la semi norme de Gagliardo donnée par

. u(e) = Wyl N7

1.3 Espace de Soboleve de Type Fractionnaire, s >

1:

Définition 1.2 Soient Q un ouvert borné de RY (N >2), et s ¢ N avec s > 1 et p €
[1,400], on peut écrire s=m+ 6, m € N et 6 € (0,1), on définit l’espace de Sobolev de
type fractionnaire W*P (Q) pour s > 1 par:

W P (Q) = {u e W™ (Q), D% € W°P(Q) pour tout o, tq: |a| =m}, (1,2)

munt de la norme suivant:

hSA

[ullwer@) = | 1ullimo) + 2 1D ullfysn,
() ()

jal=m
1.4 Exemples d’application:

Exemple 1.1 Soit : R —R: u(z) =1In|x| , on va montrer u € WeP (Q) avec 2 :=
(0,1) et sp < 1.

Preuve: On remaque que u est continue sur R*, ce qui implique que u est mesurable
sur €211 nous reste & montrer que u € LP (Q2) et u € WP (QQ) . La demonstration se divise

en deux parties:



1. On comence de va montrer qui u € LP (2).

1
I::/|u(x)]pda::/ In [z]? de.
Q 0

On sait que la fonction In (z) est croissante sur €2, alors on a:

On pose

In|z| < z.

1 1
/ Inz|”dr < / |z|P du.
0 0

Puis on integre

On obtient

! ! 1 P
/ IInz|” dz < / |z|” dx = [—xp“} = —— < +o0.
0 0 p+1 o b+l

On conclut que:

I ;:/ u ()P dz < +o0.
Q

Et par conséquent

ue LY (Q).

2. Maintenant on que

- p
/ [u(z) —uy)] drdy < +00.
Qx0

’JZ . y’nJrsp

On pose

, u(z) —u(y)l |ln ()"
J = /f‘ZXQ |£L‘— |n+sp dl‘dy— sp+1 )
' (@) — In (y)”
/ / o Sp+1da:dy.

Y]

On obtient

10



En faisant le changement de variable

. x
"
Donc
s Iln!yt! In [y[|”
/ / 7 1|Sp+1 dtdy.
On obtient,
‘ln ltyl [P
ly]
t|sp+1
[t
J = / / - Sp+1 dtdy
! Lt v It
/0 <0 |1_t|p+1 0 |1_t|p+1
In ¢|” |lnt\p
S/ / T g
Posons
e
Ji = / / _ sp+1 dy’
et

[t
JQ:/ / t’sp_"l tdy

Pour J;, au voisinage de 0 on a

In ¢|?

g~

et
1
/ Int|” dz < +o0.
0

11



Dapres critére d’équivalent:

1 p
Int
/ = ’sp+1d$
o |1—1

Pour J;, au voisinage de 1 on a

Int|?
g

1 1
/ 11—t do = [ 11
0 P — Sp

Donc au voisinage de 1:

et

/1Mdm<+oo.
0 |

1 — t|sp+1

D’autre part on a:

Alors on déduit que

J1 < +o0.

Pour Js:

[ [

D’aprés la formule de Fubuni, on a:

J _/+OO |1nt|p
2 0 |1 . t|sp+l

1 too
_—sp—l—l/o 11—

et

[In¢|”
t‘Serl

12

1
([
0

P 1dt.

< +00.
. t|pfsp71
1
e —_— < +o0.
0 p—3sp
1
o —sp+1
_ [ne”
t|sp+1



Au voisinage +00,0na

1 1
|1 _t’5p+1 ‘t’sp-Fl
et
. ]
It

Comme In [t|’ t72 est intégrable, par le théoréme de comparaison, au voisinage de

400 ‘lnt’p
——— 71t < 400,
/0 |1 _ t|8p+1

Et au voisinage de 1, on obtient

[In¢|?

—1 —sp—1
11 —t|8p+1 R 1

et |1 — t|P~" 'est intégrable, d’apres le théoréme de comparaison, lintégrale

< ntff
/ %tsl)_ldt < +00.
1 —

Donc

Jo < 400

Par conséquent u € WP (Q).

Exemple 1.2 Soit u: R — R:u(z)=|z|", on va montrer u € LF (0,1]) et u €
WP (]0,1])avec sp (1 et a = 1.

Preuve: On remaque :u est continue sur R, ce qui implique u est mesurable sur |0, 1[.On

commence de va montrer qui u € L (]0, 1[): on calcule:

! 1 b
/ |z|P dx = {— (m)pﬂ} = —— < +00.
0 p+1 0 p‘l'l

13



Alors u € L? (]0, 1]).

D’autre part, on va montrer:

//| ‘ZﬁldmyeLp(]O,l[x]o,u).

p
—y
f—// - SLHda:dy.
1 1
:/ / |z — y|" " dwdy
0 JO

1 y 1
= / (/ ‘y _ x‘p—sp—l dr +/ |LIZ‘ i y|p—sp—1 daj‘) dy
0 0 y
1 Y .
1 e 1 .
= / { ly — x| P} + l |z — y[? p} dy.
o |[LP—9P o LP—sp y

Bt

D’autre part

D’ou
' _1 p—sp 1 p—sp
- U (1—-y)" Pdy
o pP—S5p p—Sp
1 1 1 1 1 I
- psptl p—sp
— n L |
Finalement
1 N 1 <+
- 00.
(p—sp)(p—sp+1)  (p—sp)(p—sp+1)
On conclut
=yl
|m 5p+1 ray < +o0.
Alors

//| _gﬁldmyeLp(]o,l[x](),”)_

On déduit que uw € WP (]0,1]). =

14



1.5 Approximation de I’Espace W*? (R") :

Définition 1.3 Soient s € N et s > 0, toutes fonctions dans [’espace Sobolev de type
fractionnaire W5P (R™), on peut approzimer par des fonctions lisses a support compact,

par:

T () Iweren — prse ().

1.6 Approximation de I’Espace W;" (1) :

Définition 1.4 Soient Q un ouvert borné de R"et s < 0, l’espace C§° (2) n’est pas dense
dans WP (Q), on définit Wy* (2) comme étant la fermeture de C§° () par rapport d la

norme ||.\[yopq) par:

Wi (@) = G () .

1.7 Dual de ’Espace W*? (Q)) :

Définition 1.5 soient Q un ouvert borné de RN, et s < 0 et p € (1,+00), on désigne

par 'éspace dual de I’éspace WP () par Wy > () ot % + % =1 par:

WP (Q) = (W ™ ()"

1.8 Les Propriétés Fonctionnelles de I’Espace W*” (1) :

Théoréme 1.1 Soient Q un ouvert deRY, et s €0, 1] etp € [1, +00[, on a les propriétés

suivantes:

15



1. L’espace <W57p (Q), H.HWSJ,(QO est un espace normé avec:

_ P 7
| vsproy = u(z)|P do + [uw) = uy) dxdy
Ws:P(Q) n+sp
Q axq T —y|

Theorem 1 1. L’espace W*P (QQ) est un espace complet.

2. L’espace WP (Q) est un espace Banach pour tout 1 < p < +oc.
3. L’espace WP (Q) est un espace séparable pour tout 1 < p < 4o00.
4. L’espace W5P (Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +oo.

5. L’espace W*P () est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +o0.

1.9 Les Injections de type Sobolev sur W*” ({):
Théoréme 1.2 Soient Q@ un ouvert de R™, et p € [1,+o0[ on a:
1. Si0<s<s <1, on alinjection suivant :
WP (Q) — WP (Q).
est continue. d’ou, il existe une constante C (n,s,p) > 1 telle que pour toute u €
W2 (Q) on aiflullysnig) < C1(n,5,p) [ullyo ey -

2. 810 < s <1, et un ouvert de R™ de classe C%! de frontiére borné, on a l'injection
sutvant :

W (Q) — WP (Q)

est continue. d’ou, il existe une constante Cy (n,s,p) > 1 telle que pour toute u €

WP (Q) on a "||u||W57P(Q) < Cz(n,s,p) ||U||W1,p(ﬂ) :

16



3. 8i1<s<s, et estde classe C*1, on a linjection continue suivant:

WP (Q) — WP (Q).

1.9.1 Le cas ou sp<n:

Théoréme 1.3 Soient s € (0,1) et p € [1,+00] tel que sp < n, alors il existe un constant

positive C' = C' (n, s,p) tel que pour toute fonction u € WP (R") on a:

u () —u(y)l

|z —

avec
. pn
D, = .
n— sp

Par conséquent, pour tout g € [p, p¥], alors 'espace W*P (R") est inclus dans ’espace

L’ (R"), et l'injection continue. De plus I'injection WP (R") — LI

loc

(R™) est compact

pour tout ¢ € [p, pkl.

Théoréme 1.4 Soient Q) un ouvert de R™, et s € (0,1) et p € [1,+o0[, tel que sp < n,
alors il existe un constant positive C':= C (n,p, s,Q) tel que pour toute u € WP () on
a:

HU“Lq(Q) <C HUHWSaP(Q)

Par conséquent, pour tout ¢ € [p, p¥], alors 'espace W*P (£2) est inclus dans ’espace
L' (Q), et I'injection continue.De plus si Q est borné et pour tout ¢ € [1,p![, alors

I'injection W*? (Q) — L]

loc

) est compact.
() P

17



1.9.2 Le casou sp=n:

Théoréme 1.5 Soients € (0,1) et p € [1,+0o0[ tel que sp = n, alors il existe un constant

positive C' = C' (n, s, p) tel que pour toute fonction u € W*P (R") on a:

[l oy < C llutllypspggny

pour tout q € [p, +00l, alors l’espace WP (Q) est inclus dans l'espace L" (2), et linjection

continue.

Théoreme 1.6 Soient Q2 un ouvert de R™, et s € (0,1) et p € [1,+0o0[, tel que sp = n,
alors il existe un constant positive C':= C (n,p, s,Q) tel que pour toute u € WP (Q) on

a:’

lall oy < € Tl

pour tout q € [p, +oo|, alors I'espace W*P () est inclus dans l’espace L* (R™), et l’injection
continue.De plus si ) est borné et pour tout q € [1,400|, alors l'injection W*P (2) —

Lq

7 .(Q) est continue.

1.9.3 Le cas ou sp>n:

On note l'espace des fonctions continue de Holder par C%“(Q2) et muni de la norme

suivant:
ju2) = u (y)]

[ullco.n @y = [l o) + sup 5
Coe(Q) Lo () lz — g

Théoréme 1.7 Soient Q un ouvert de R"de class C*',de frontiére borné, et s € (0,1)

et p € [1,4+00], tel que sp > n, alors il existe un constant positive C := C (n,p,s,) tel

que pour toute u € W*P (Q) on a:

el < € Nileniey

cO0a(qQ

pour o := (Sp;"), alors Uespace W*P (Q) est inclus dans 'espace C% (), et l'injection

18



continue.

Théoréme 1.8 Soient Q un ouvert de R™de class C%,de frontiére borné, et s € (0,1)

et p € [1,+o0], tel que sp > n, on a l'injection suivant:
WP (Q) — C%*(Q)
(sp—n)

est compact pour tout B < a,tel que o := -

19



Chapitre 2

L’opérateurs Laplacien et le

p — Laplacien Fractionnaire

Dans ce chapitre, on introduit 'opérateurs Laplacien et p_Laplacien de type fractionnaire

avec des résultats de cet opérateurs.

2.1 Opérateur p — Laplacien Fractionnaire:

Définition 2.1 Soient s € (0,1) et p € [1,+00[, on définit l'opérateur p-Laplacien de
type fractionnaire,

(—A)y 8 — L*(R") :

Ay um) opy [ WP ) @)

R ’CC . y,n—!—sp

Ju (@) —u )" (u(2) —uy)

n+sp Y.

oy [ 1) = u @) (@) — u ()

- ’[L’ . y’nJrsp

dy = lim
e=0% Jrm\ B(z.e) [z — |

20



2.2 Opérateurs Laplacien Fractionnaire:

Définition 2.2 Sip = 2, on obtient l’opérateur Laplacien de type fractionnaire
(—A)": S — L2 (R™) :

u(z) —u(y) n
—n—t—spdy7 r e R".

(—A)u(z) :=2C (n,s) lim

=0t Jrm\B(ze) [T — Y|

Définition 2.3 La constante de normalisation C' = C (n,s) est défini par:

avec C = (Cl? C27 7Cn) :

2.3 Les Proprietés de I’Opérateur p_Laplacien Frac-
tionnaire:

proposition 2.1 La proposition suivante donne la relation entre (—A) et (—=A)):

1. (=A), — (=A)p quand s — 1, dans Uespace dual de W5" (Q).

2. Soient s € (0,1) et p € [1,+00| alors:
(—A), : Wg? (R") — (W5 (R™))”

est bien définit.

3. Soient u,v € Wg* (R") on a:

(BT iy e WP @) = um) 0@ =vE),

@ =y

21



4. Soient u,v € Wg* (R"):

(=205 ,0) < 6l ey lollgoen) -

Donc

o < Ml

|3

‘(Wg’p(R“)> sp(]Rn) .

Preuve: On démontrer la proposition 4. Soient u,v € W5 (R"), on a :

(o2 [, [ IO 0w g,

Yl

D’apres théoreme de Fubini

o [ e rH @) =00, () 1oy

—y

D’autre part

- [ [ e (@) —u ) (v) o),

o — y[*"

/ . / § 'p_Qﬁff) — u(y))v(y)dxdy.

Y|

On peut changer les roles entre x et y :

/n / |” 275382?) — u(y))v (z) dxdy

—yl
[ e e *(ule) = u ) (@) = o),
o Jao o =y
/ / |p quisgp) B u(y>)v(x)dxdy,
n JRn —

22
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Et par suit

|p

" (u(e) —u(y)

/n/n

’p

N

D’apres (1.1) on a:

y)|”

)" (u (@) — u(y)) (v(z) — o(y))

y|n+sp v (@) ddy
(u(z) —u(y)) (v(z) — v(y)dxdy
o — y[" T |

(o2 [ [ 1

Ol

dxdy

n+sp

|z — y|

o(z) —v(y)

S

Par I'inégalité de Holder:

m““p el

|
—~dxdy,
—y | (n+sp) ( *)

@) —u@l N\
(][ et

(SEE

(/n/n

Finalement

|P
" +sp d:vdy)

= [lullfyngan 10llwrcen -

Par conséquent

((=8)5,0) < Jullsan Iollwgren)

proposition 2.2 On montrer

la monotone de l'opérateur p_Laplacien fractionnaire.

Soient Q@ un ouvert de R", et s € (0,1) et p € [1,400]

(=4),

WP (Q) —

23
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est strictement monotone c’est a dire: pour tout u,v € Wy (Q) avec uw # v montrer que:
<(—A)‘;u — (=A),v,u — v> > 0.
Preuve: Soient u,v € Wy"(Q2) on a

<(_A);U — (—A);v,u — U> = <(—A);u,u — v> — <(—A);v,u — v>.

D’aprés la linéairité de deuxieme variable

= <(—A);u,u — v> — <(—A);v,u - v> :

D’aprés la linéairité de la deuxieme composant

<(—A); u,u> — <(—A); u,v> — <(—A)‘; v,u> - <(—A);v,v> :

|p1 p—1
P

> Hqu WP (RP) HUHP SP (R HUHW“’(RH v (R) ||u||WS”(Rn) + ||U| (Rn)

Par conséquent

= (el = oW ) (Iulhugon = W) Va,w € WE(@).

Donc (—A) est monotone.
Et pour (—A) est strictement monotone il faut montrer: soient u,v € Wy (Q), et u # v

on a

<<—A);u — (~A)v,u - v> > 0.

D’autre part

(= u— (=a)v,u=v) > ([l @ = 1ol ) (lellygrgn = 101wz )
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Supposons que

Alors

(=) u= (=) v,u=v) = (Il gy = 1018wy ) (elhwzo@e = 10lwzon) ) =0

Et de plus on a
(=800 ) < Ml [0l -

Donc

S —1 S
(=205, 0) = oy [ollwgrny o6 (=A% 0,0) = [0l g lullygren)

Bt
[ellwgo@ny = [[0llwgr n

Qui implique u = v et ce contradiction avec v # v. m

On va regarder la contiuté de 'opérateur p_Laplacien fractionnaire:

proposition 2.3 Soient s € (0,1)et p € [1,400], alors:

(=4), : We? (R") — (W (R™))",

p
est continue: (—A); e C(WyP (R™), (WP (R™))").

Preuve: Soient u, — u dans Wy?(R") on va montrer (—A)) u, — (—~A) u dans

(Wo*(R™))", on a:

— ||un — u||W5p(Rn) .

H(_A)s tn 2 (_A)ZUH(WS”’(R"))
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Donc il suffit de montrer que:

p—1

WP (Rn) 0.

u, — u dans Wy (R").

Et par conséquent

u, — u dans LP(R").

Pour une sous suite on a 3g € LP(R™) telle que
Uy — u p.p et [un| < g().

Et d’aprés théoreme de convergence dominée alors (—A)) € C(W™* (R™), (Wg* (R™))").
]

On va regarder la linéairité de 'opérateur p_Laplacien fractionnaire.

proposition 2.4 Soient s € (0,1)et p € [1,+00], alors (=A), est non linéaire.
Preuve: Soient u,v € Wi” (R") et A € R on a:

(=A), (A (z) +v(x)

_ 2P.V./ (M () +v()) — (Au(y) + v(?|J))|p2|75J(ri\;L () +v(x)) — (Au(y) + U(y)))dy.
n T —y

On obtient

Py / O () — M (9)) + (v(2) + v(Z’/))|p2’ (O o) = u) + (0(o) + o)
n r—y
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et

_opvy / |(Au () — M (y)) + (v(z) + U(T;)f; (9: (z) — M (y)) + (v(z) + v(y))) .

D’aprés théoreme de Minkoweski

< 2PV / [(Au (z) = Au(y)) + (v|<:v) +|z<é)))!“ @) = Xu ),
. v —y
PV / [(Au () = Au(y)) + |(;(_:v>y|t:{8§?y)>!”‘2 (v@) +oW)

On utilise le théoreme de Minkoweski pour la deuxiéme fois

< anv( AP (@) — ()2 A (w (2) — w ()

o=y ’

A2 I (2) = u ()" (v(2) + 0(y))
+/n |z -y dy

n-+sp

N / (v(x) + ()P 2A (u (x) — u(y)) dy
R |$ o y|n+5p
+/ |(v(x) +o(y)" (v(fv)+v(y))dy.

‘iU - y‘n+sp

Alors la résultat est

Donc (—A)7 est non linéaire. m

2.3.1 Les Proprietés de ’Opérateur Laplacien Fractionnaire:
proposition 2.5 Soit s € (0,1), alors (—A)® est bijectif.

on va montrer la linéairité de l'opérateur Laplacien:
proposition 2.6 Soit s € (0,1), alors (—A)® est linéaire.
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Preuve: Soient u,v € WJ" (R") et A € R on a:

(Au(z) +v(z)) = (Auly) +v(y))

—A)’ (Au(z) +v(x) :=2C (n,s) lim —— dy.
( ) ( ( ) ( ) ( )€_>O+ R™\B(z,¢€) |$ - y| o
Et
= 2C (n, s) lim fule) +v(@) - jfgy) —vW g,
0% Jrn\B(a,e) |z -y
Et par suit
0% Jro\ Bz |z —y]

D’autre part

v(z) —v(y)

u(r) — u(y)

dy +2C (n,s) lim
0" Jr\BGe) [ =yl

=2C (n,s) .\ lim

=0 Jrm\B(ze) |T — Y

En fin
(—A)" (Au(z) +v(z)) = A(=A) u(@) + (-A) v(2)).

Alors (—A)” est linéaire. =

Cette proposition pour la continuté de I'opérateur Laplacien:

proposition 2.7 Soit s € (0,1), on a (—A)’ est continue.
Preuve: On va montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que:
H(—A)SU||(W5P(W))* < HUHWOS’P(R")'

Soient u € WP (R™) et (—A)* u € (WP (R™))" on a:

(=AY u(x),v) == 2C (n,s) .PV. / / u(r) —uly) ©@) =v) 4 g

o — y["*

28



D’aprés Holder on trouve

2 2
<2C(n,s).P.V. (// - n+sp dyd:v) <// - n+sp dydm) .

On obtient
<20 (n,5) PV lullwgoqay - 1o goae

On conclut

[(=A)° UH( WP (&))" < CHUHW(f’p(R”)'

Alors (—A)® est continue. ®

proposition 2.8 Soit s € (0,1), on a (—A)’est auto adjoint.

Preuve: Soient u,v € Wy” (R"), on a par définition,

n-+sp

(=A)’ u,v) =2C (n, s) .P.V./ u (@) = uly) (vlr) = U<y)>dxdy.

n lz —yl

Puis que (.)est commutative

(=A) u,v) =2C (n,s) .P.V./ (@) = vly) ule) = u(y) dxdy

n |z — g™
= <ua (_A)S U> :

On conclut que, (—A)’est auto adjoint. =
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Chapitre 3

Problemes aux Valeurs Propres de

Type Fractionnaire

3.1 Introduction et Motivation:

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale des équations aux dérivées partielles
élliptique de type fractionnaire, c’est-a-dire a 1’étude des valeurs propres et des fonc-
tions propres de ces équations. La motivation de cette étude est d’etudier des solutions
particulieres.

Donnons tout de suite un exemple de probleme aux valeurs propres pour p_Laplacien
fractionnaire avec condition aux limites de Dirichlet. Soit € un ouvert borné de R on

cherche les couples (A, u) € R x W5* (Q2), avec u # 0, solutions de

(A),u=A lul’"?u dans Q
u=20 sur 0f).

(3.1)

Le réel A est appelé valeur propre, et la fonction u(z) est fonction propre. L’ensemble
des valeurs propres est appelé le spectre de (3.1). On peut faire ’analogie entre (3.1)
et le probleme plus simple de détermination des valeurs propres associé aux probleme

élliptique suivant:
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—Ayu=\|u|?u dans Q
u=20 sur Of).

Définition 3.1 On dit que u est une solution faible de (3.1) si u € Wy* (Q) telle que:

/ / W)™ (u (@) —u(y) (0 (2) — o ()

jz — y|"""
(3.2)

Définition 3.2 Soient s € (0,1) et p > 1, on dit que \ est une valeur propre de
Uopérateur p_Laplacien fractionnaire, s’il existe une fonction u € Wy' (Q), u # 0 du

probléme (3.2).
La solution faible u s’appelle fonction propre associé a .

Remarque 2 Si on remplace ¢ par u € WP (Q) dans (3.2) on obtient A comme le

quotient sutvant:
fRn fRn %dmdy
Jo [ul? da

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

A=

3.2 Existence de la premiere valeur propre:

Définition 3.3 La premiére valeur propre de l’opérateur p-Laplacien fractionnaire noté
par A\ est définie par:
S Jon i daedy [

— inf o= = inf T 3.3
uEWS T (Q)\{0} Jo |u|p dx weWg P @\(0) [Jullz .

Le résultat d’existence de la premiere valeur propre est donne par le théoreme suivant:

Théoréme 3.1 Soient s € (0,1) et p > 1, et Q un ouvert borné de R", alors le probléeme

admit une fonction propre associé a la premiere valeur propre A\ qui caractérisée comme
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suit:

f / / u@) =@, (3.4)
= n . .
ueWOS p(Q) " N . n+sp Yy

lull o (@)=

Pour montrer ce théoreme, on utilise le résultat suivant:

Théoréme 3.2 Soient Q2 un ouvert de R™, avec n > 2 pour p € (1,400), on définit la

fonction

G: WP () — R.

|u (2 Y’
/n/n . n+8p ddy

Alors G est différentiable sur W' (Q) et

oy [ [ vl (ule) ) (@) =),

@ =y

Avec

Preuve: On montre que G est Gateaux différentiable c’est-a-dire :soient u et ¢ €

WP (Q) on a

1imC}’(u—H(,o)—G’(u):< , >

t—0 t

On calculer

G(u—i—tgo)—G(u)

lim

t—0

[ [ 0, L[

D’ou

e e e I =]
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Pour calculer cette limite, on utilisé la théoreme des accroissements finis sur la fonction
g définie par:

9(s) = [(u(z) — u(y)) + s(e(x) — o)
En effet, il existe un nombre 6 telle que (0 < 6 < [¢|) qui vérifiant:

g(t) = g(0) = g'(6)(t - 0)

Et par suit

|(u () = u(y)) + t(o(z) — @) = |u(z) —u(y)l”
= [pl(u(z) —u(®)) +0(p(z) — o) (u(e) = uy) +0lp() — o)) (¢ (2) — 0 (W))]

On obtient
|(u (o) ), 1 [u@) —ul”
12%15 |: /n - y|n+sp de‘dy p/n . |I_y|n+sp d dy
— fim |(u ( () = )" (u (@) = u(y) + Ole(z) — o)) (¢ (@) —e®),
=0 Jae S o — o™
On conclut

-/ u@) —u @) @) = 1) @ =),

- & =y

Par conséquent GG est Gateaux différentiable. En plus, on pose
Lu:Wg* () — R.

Bt

oot = [ [ ) (40) 00 00) =0 8 1,

T — y|n+sp
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On vérifie qu’elle est continue: soient u et ¢ € W5* (Q) on a

wu@”:Q/m/nWQﬂ—uwﬁkﬁz%zxgwﬂw@ﬂ—wwﬂdmy
On obtient
/(/ (P e (@) —ulle@ = el 44
o Jae o= o
Et par suit

p 1
< [ [ el et e Wy,

u—m o —y|

Et d’aprés théoreme de Holder on trouve

1
7

[, ] [ ] =t ]

Donc

D
< [l ey Nl

On conclut

< Cllellwerqy

Par conséquence G'est continue.

On étude la linéairité de G' : soient ¢ et w € W™ () et A € R on a:

(G () A +w) / / W) (u(2) — u ) (Mo(@) +w(@) = (ply) +w

@y

On obtient

[ [ @t * (1) = () M (@) = o) + (i) =),

@ — g™
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D’ou

-/ / DI (@)~ u @) A (o) = (),

: o =y
- DI (0 (e) = u () (i) =),
o Ja o=y
En effet
_ Ju () —u ()" (u (@) —u(y) (=) = (£(y)) .
B )\/n /n |z — y|" TP dady
Ju (@) = u ()7 (u(x) —u(y) (W) —wy))
—l—/n /n 7= y\”“p dxdy
En conclut

MG (W), 0) + (G (w),w).
Par conséquence G'est linéaire. Alors G est différentiable. m

Théoréme 3.3 Soient Q un ouvert de R™, avec n > 2 pour p € (1,4+00), on définit la
fonction

H: WP () — R,

Par
1
H (u) = —/ |u|” dx
P Ja

Alors H est différentiable sur Wy (Q) et

(H (.0) = [ 1 upds, Vo e Wim (@),

Preuve: On montre que H est Gateaux différentiable c’est-a-dire: soient u et ¢ €

WP (Q) on a

limH(u+t<,0)—H(u):< ) >

t—0 t
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On calculer

H (u+tp) — H (u)

lim

t—0 t

li 1[1 u () + tp(x)[ d ! |()|pd}
= lim— |- u(x T i —— u(x x| .

t=01 |p Jrn i P Jre

Pour calculer cette limite, on utilisé la théoreme des accroissements finis sur la fonction
gdéfinie par:

9(s) = lu (z) + sp(x)|”

Il existe un nombre 6 telle que (0 < 6 < |¢|) qui vérifiant:
g(t) = g(0) = g'(0)(t - 0)
D’ou

|(u () + t(p(@)[" = fu ()"

= [plu (@) +0(p(2)"* (ulz) + 0(p(2)) (¢ (2))] (¢ — 0)

Par suit

lim1 F lu (z) + to(z)|’ do — ! lu(z)|” dx}

=0t [P Jrn P Jre
= lim . [u (x) + 0(p(2) " (u() + 0(p(x)) (¢ (2)) da

A la limite on obtient

- / ()2 () () da

Par conséquent

<HI (u), gp> = /ﬂ lulP? updz.
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Enfin H est Gateaux différentiable. En plus, on pose h est une forme linéaire et
continue

h WP (Q) — R,

Et
o h(p) = / ()2 u(z)p(z)de

On vérifie qu’elle est continue: soient u et ¢ € W (Q) on a
@) = | [ 1P u(e)p(olas].

On obtient

< / ()2 Ju(z)] [ (z)] da.

Et par suit

< / fu (@) | ()] d,

On utilisé le théoréme de Holder on trouve

< (/ﬂ ]u(a:)\”da;)p

=

(/wax);,

Par conséquent
< Nl ey Ilhwney
Donc
< O ullf sy el ey -

On conclut H' est continue. On étude la linéairité de H': soient ¢ et w € Wy () et

A€Ron a:
<H' (u), Ap + w> = / luP"? u(Ap + w)dz,
Q

Par suit

:/ |u|p2u)\god:v+/|u|p2uwd:v,
Q Q

37



On obtient

:)\/\u|p2ugpd$+/\u|p2uwdﬂc,
Q Q

N (), o) + (' (u),w).

Par conséquent

On conclut H' est linéaire. Alors, H est différentiable. m

Preuve: D’aprés le théoreme (3,1) on remarque

I; —da:d p
. Rn fRn |n+5p y |u ) |
lnf N ’LLEWQS p /7L /n — n+sp dxdy

ueWSP (N {0} fQ lu|? dx

llul ‘LP(Q)*

On va comence de la montrer que on a

Jin S G ddy

A = inf
' ueWg P (N {0} fQ |u\p dzx
En effet ” ”p
Uwsr@ .
A= mn ——2 =< inf wll? s, 3.5
' UEWSP( \{0} HUHLP(Q) uEWOS’p(Q) ” HVVO P(Q) ( )
llull Lp () =1
car

{u e WeP (@) lull g = 1} € {u e W? (N0}

D’autre part, soit u € Wy (2) on pose

P = e Wo" (), lull gy = 1

[l 2o oy

Et par suit
u(@) = uly) = l[ull o) ((2) = ¢ (y))
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Remplacer dans (3, 3) on trouve

lullyp oy le (@) =)
fR” fRn ey B dzdy

lz—y
Ja |u|p dx
o (@ Dl
[,
Donc ll?
WP (@) P
|| ” ||90||W§P(Q) Z uGV%/{)lf( ||u||WSp ()
HUHLP(Q) 1
P Jull?
ull? s
inf =0 s g uff (3.6)
ueWgP(ON{0} ||U||7p u€WsP(Q)
[ull 700 Wor ()
|u|LP(Q)—]-
D’aprés (3.5) et (3.6) on conclut
lll o e
A = in ——0 7 —  inf WP e -
LT uews ) {0} [Jul”, ueEWE () | HWOP(Q)
HUHLP(Q):l

D’autre part, on va montrer ’existence de minimum dans ce théoreme par la méthode

direct de minimisation: soit u € W5* (Q) on a

[l
)\1: inf @
wewP@N{o} |ullt,

D’aprés I'inégalité de Poincaré
30 >0, ullg < Clullyr

Soit (un ),y €st une suite minimisante, telle que:

[l [fyo.0 1
M < )\1 + —

Vn € N, Ju, : A\ <
[ullo 0 n
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Alors

||u||€vsp(g) Y
[ull7r ()
Avec
||u||€[/g’p(ﬂ) — Ar et ||u||72p(9) —1

On conclut, (un), .y est une suite borné dansWg” (Q), donc il existe un sous suite

(Un),enet u € WP (Q) telle que:

Up — U faiblement dans Wy ()
On obtient

p . » B

”uHWS’p(Q) S HETOO ue lnf(Q) ”uHngP(Q) — )\1.
||U||Lp(g =1
D’ou
p _
HuHWg’p(Q) - )\1

Par conséquent, le minimum est existe.
Théoréme (3,1):

D’aprés le théoreme (3, 1) on remarque

f f = dxdy p

n n n+s

inf R 1|7 ’ = inf / / [u(z n+5)| dzdy.

ueWSP (N {0} fQ |u| dx uew () Jrn Jre — P
HU‘LP(Q)_l

On va comence de la montrer que on a

fRn fR" |uil' ;:-‘rcp d:L‘dy

)\1 = inf

uE€WSP (N {0} Jo [ul? dx
En effet P
u s,p
M= nf o <l (3.5)
weWs P (@N{0} [|ull Lo uEWSP(Q) 0

flu |LP(Q):1
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car

{u e WeP (@), llull o) = 1} € {ue W57 (@) \ {0}

D’autre part, soit u € Wy (2) on pose

p= € Wy (), [Jull o) = 1

HUHLP(Q)

Et par suit
u(@) — u(y) = |[ull o) (e(x) —©(y))

Remplacer dans (3, 3)on trouve

lull? oo lo(2) = (y) [P
fRn fRn ) B dxdy

lz—y
o |u|p dx
o (@ ()"
[,
Donc ll?
WP (@) p
|| ” ||90||W§P(Q) Z uEV%/{)lf( ||u||WSp ()
HUHLP(Q) 1
P Jull?
. Ullwer ) .
inf —0 2>  in w|[%:,s 3.6
uEWSp( ) {0} HU’HLP(Q) — UGWSP(Q) H HW p Q) ( )
|u|LP(Q)—]-
D’aprés (3.5) et (3.6) on conclut
.
A = in ——0 7 —  inf WP spreon -
P wewgrn oy Jlullf, uEWS () el o)
HUHLP(Q):l

D’autre part, on va montrer ’existence de minimum dans ce théoreme par la méthode
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direct de minimisation: soit u € W5* (Q) on a

[l e
wewyP@N(0} [|ulTp

D’aprés I'inégalité de Poincaré
30> 0, [Julllug < C lullyss

@

Soit (un),cy €st une suite minimisante, telle que:¥n € N, Ju, :

g s 1
1 < M < )\1 + =
[ull70 ) n
Alors H Hp
W|Trs,
W;O p(Q) N )\1
||u||Lp(Q)
Avec

[ullyysniy = Ar et [[ullpg) — 1

On conclut, (un),cy est une suite borné dansWy” (Q), donc il existe un sous suite

(tUn),enet u € WP (Q) telle que:

Up — U faiblement dans W™ (Q)
On obtient
HUH%OSJ)(Q) = nl—1>r—£loo uel/Ii/?g’(Q) Hu|’€V(JS’p(Q) =\
||U||Lp(g):1
D’ou

||u||€V§’p(Q) =M\

Par conséquent, le minimum est existe. D’autre part on va montrer que u est un solution:
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on a les fonction G et H sont différentiables telle que:

1 @bl
G(U)_p/n/n |z — y|" P dedy.

Bt
1
H (u) = —/ |ul” d.
D Ja

Et on définie la fonction F'

F:W5*(Q) =R,

Par

Avec

A= inf F(u).
weWS P ()N {0}

Alors F' est différentiable et:

(P ).) = 5 (H (6 ). = G (1 (). ).

Comme v est un point minimum de F si seulement si F' (u) = 0, implique que

!

H (u) (G (u), ) = G(u) (H

Et par suit

(6 (0) = e (B ) ) =3 (B () ).

Finalement u est un solution faible de (3.2). =
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3.3 Régularité de la fonction propre:

Lemme 3.1 Soient (v, )une suite réel telle que v, > 0, v,1 < C™I quec o > 0 et C™
est un constant, alors:

lim v, =0 stvg est assez petit.
n—-+00

Preuve: On a

n—1, 14+«
v, < C" o, T

Par suit
Uiicly < C(n72)(1+a)vn1_+2a)2’
D’ou
W < i ()"
On obtient

n—1 n—1 n
U§1+0‘) < COX(1+a) U(()1+04) )

Par multiplication, on a

v, < C’S"U(()Ha) )

Avec
Sp=n—-1D)+m-2)1+a)+(n—3)1+a)+..+(1+a)" 2,
Donc
1 n
S, = #‘
«
On effet
Un S C(l-.:g)n U(()1+a)n = (Cé@o) (e .
Alors

1
v, converge vers 0 si C'a2vyg < 1.
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Par conclut

;1
Vo < Caz,

Lemme 3.2 Si ||ut||,» <6 alors ||ut||;« <1, pour certain § > 0.
Preuve: Soient k > 0 et wy, € W3 (), on définie la fonction wy, comme suit:
wi (2) = (u(z) = (1 -27")).

Avec

wg = 0 p.p dans .

On effet I'inégalité suivant
Wit () < wg () dans . (3.7)

Et
u(x) < (287 — Dwy (x) pour = € {wyyy > 0}. (3.8)

On vérifie cette inégalité on a

(2 = Dwy, (2) = (2" = D(u(2) — (1-275))

D’ou
> 2k+1 1 1 - 27]6
> ( — D(u(z) - (m-u(l’)))
Par suit
k+1 1-27*
=u(z) (2 =11~ (—5=am))
On obtient

=u(z).

45



D’autre part on va montrer I’inclusion suivant:
{wis1 > 0} C {wy, > 27+
On vérifie cette inclusion: soit = € {wy41 > 0} alors
w(r)>1-27"

D’aprés (3.8) on a

u(r) < (28 — Dwy ().

Donc
1—27F < (27 — Dy, (2),
Implique
1—27k
wy () (2F1 1)

On obtient

B 2—(k+1)(2k+1 —1) _ g the)

- (2k+1 _ 1) - )
Donc

wg > 27(k+1).

Par conséquent

T € {wk > 2’('““)} )

Sive WiP (Q), alors
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On vérifier cette inégalité:

Sixz e {v>0}etye {v<0} alors

I=1o(x) v (" (@) - " 1) () - @) > ot @) - v )]
Size{v<0}etye{v<0} alors

I=lv(@) - o) (@ (@) - " @) (@) - @) = [v* @) —v )]
Size{v>0}etye {v>0} alors

I=lw(@) - o)~ (@ (@) - " @) (@) - @) = [* @) —v )]
On conclut

I=v(z)=v) (" (2) o™ ) (v(x) = (o)) = [v" (2) =" W)

On pose v = wy4q et v =u — (1 — 2‘<k+1)) on obtient

P _ (Wit (2) — wir (y)[7

D’ou

< (@) = ()" (@) = () (11 ) = s ()
= e S o=y |

Par suit

) / u ()2 (u (2)) (e () dz = A /{ (@) u () wip () dor

k+1>0}

D’aprés(3.8) on obtient

< A(2M — l)p_l/ (wy, (2)) " wpiq (2) daz,

{wi+1>0}
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D’aprés(3.7) on trouve
S N
{wr4+1>0}
On conclut

< A2FF — 1)l

Donc

mzwwamzf (wr (2))" d.

{wr>0}
Et

[l fyen gy < AR = 17710

D’autre part, on a

U1 = Hwk+1’|ip(9) a

= / W41 ()P dr,
{wr4+1>0}

D’aprés I'inégalité de Holder

1 1
a B8
< / Wit 1 (x)*Pdz / 1Pdx | |
{wr4+1>0} {wr4+1>0}

*

On pose

n
ozp:p*:>oz:p—etﬁz—.
p Sp

On obtient

L
*

mﬂsl/ Wi ()7 dz | [{wpes > 0}|F
{wik+1>0}

Et d’aprés la théoréme d’injection de Sobolev W3 () — LP™ (), on a

sp
U1 <C ||wk+1||%5,p(ﬂ) Hwky1 > 0F™ .
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Et de plus
[{wir1 > 0} < [{wy > 27V} < 2700y (3.12)

On montrer cette inégaté.
D’aprés(3.9), on a

|{wk+1 > O}‘ < ‘{wk > 27(k+1)}‘ .

D’autre part on a

Uy :/ wy(z)Pd.
{wi41>0}

Et
= / w(z)Pdz +/ wy(z)"dz,
{wr1>2- D} {wr1<2-+1}
Par suit
> / wy(x)d,
{wk+1>2_(k+l)}
D’ou
> / 2_(k+1)pdx,
{wk+1>2_(k+1)}
On obtient
_ 9—(k+1)p |{wk+1 > 27(k+1)}‘ ‘
On conclut

|{wk+1 > 27(k+1)}‘ < 2(k+1)pUk.

On remplace dans (3.10) et (3.12) dans (3.11) on trouve
Urr1 < AC (25700

D’ou

kprltin
Uk+1 S C Uk
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Avec

o\ k
C* = (Aiciz(k“’ff”> .

Donc

lim U, = 0.

k—o00

D’aprés le lemme(3.1), on a
ot = o < CF —
Avec a = 2,

lim Uy = lim |Jwg|}» = 0.
k—oo k—oo

Par conséquent

lim wy = 0. (3.13)

k—o0

D’autre part on a
si k — oo alors wy — (u—1)" p.p et wy, < ut € L7, d’aprés théoréme de convergence
dominée on a

lim wy = (u—1)" dans L”. (3.14)

k—o00

D’aprés (3.13) et (3.14) on trouve

D’ou

Donc
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Par conséquent

Si HUJFHLP < dalors Hu+||Loo <1.

Lemme 3.3 Soient s € (0,1) et p > 1, et u € W5P (Q) est une solution de (3.1), alors
ue L>*(R").

Preuve: On distingue deux cas suivant:

Sisp>mn:

alors d’aprés l'injection de Sobolev on a u € L™ (R™) (évident).
Sisp<n:

On montrer que la partie positive de ut € L (R"™):

HU+HLP(Q) < J car Hu||Lp(Q) =94.

Par suit
1 )
H—u+ <-<94
D’aprés le lemme précédent
1
..,
20 Ml

On obtient

HU+HL°°(Q) <2<o00.

On conclut vt € L> (R").
On applique la propriété (—u)™ = u~ pour déduire u~ € L*® (R").
On trouve

ut e L® (R").

On pose
ut = (—u)" € L™ (R").
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Et puis que

(—u)" =u
Donc par conséquent
u~ e L (R")
Puis que u s’écrit comme suit
u=u"—u

Alors on conclut que v € L* (R"). m

3.4 Propriété de la premiere fonction propre:

3.4.1 Positivité

Dans cette section on va montrer que la fonction propre qui associée a la premiere valeur

propre est de signe constante.

Lemme 3.4 Soients € (0,1) et p > 1, et u,v € WP (Q) telle que u,v # 0, on consideére

la fonction o, définie par:

@\»—‘

oi(z) = (1 — t)oP(z) + tuP (z))7, YO <t < 1.

Alors

o (2) — a0 () Iv ()l
// - Wp dady < e Wp dady

p
+t /n /n |u — n+5p)| dxdy7 VO S S

Preuve: Soient u,v € W57 (), on a la norme ||.||;,dans R? comme suit:

thu(z), (1 — t)%v(x)‘

Y

LP
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Et d’aprés I'inégalité de trianglaire on a

lelle = llnllge < lle=nlle -

On pose

e = tru(z) + (1 — t)rv(z),
Et

n=tru(y) + (1 —-t)rv(y)
On obtient

(0P (x) + (1 — )P (2))7 — (tuP(y) + (1 — )P (1))
< (tu(x) = u(y))” + (1 - t)(v(z) - v(y))")>

Donc

hSA

o1 () — o0 ()" < (u(z) —u(y))” + (1 = 1) (v(z) —v(y))")?.

1 ] A A n n .
P et intégré sur R" x R", on trouve:

|Ut W)l \v "
ju(z Ip
—l—t/n/n — nﬂ,p dxdy.

Par suit, on multiplie cette inégalité par

Théoréme 3.4 Soient s € (0,1) et p > 1, et v € WJP(Q) est une solution de (3.2),
alors v > 0 dans ). Alors

)\:)\1.
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Preuve: On suppose que v € W () est une solution strictement positive de (3.2).

Soit u € Wy (2) une solution de probléme minimum

|u (z Ol
= inf dxdy.
ueW(;p(Q) /n /n — n+sp Y

lull Lo ()=1

On pose

Ue=U+€ et v, =v+ e

Soit x € Q on a

'tH»—t
<C
S
IN
~+
N
—

oy(x) = (1 = )vg(x) + tuf(x))7,

Par suit on a d’aprés lemme(3.3)

|of (= ’U W)
// W y|"+sp S
p p
/n/n ’U n+5p’ dI’dy‘i‘t/n /n |u — n+sp)| d:de

v (z) — vy
// — drdy, Y0 <t<1.

On obtient

lu(z) —u(y)]” |U ()
St(/n/n |x— "+5p dudy = . T drdy |, VO<t <1

Par conséquent

o (%) ]U (y)|°
// t|g;_ nﬂp dmdy - W drdy <t(M —A).  (3.15)

D’autre part on a, soit € > 0 d’aprés la convexité de la fonction |x|” on a I'inégalité

suivant

2P =yl <plyl” 2y (z —y).
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En effet

[ [ DOy, [ [ v,

_ n-+sp o n-+sp
|z =y |z =y

p/ lv(z) —wv (y)|P—27(iS($) - (y))d:cdy (oS (z) — o (y) — (v(z) —v(y)). (3.16)
n JRn |-T - y| P

Pour u,v € Wy () la fonction o§ € Wi* (Q2), on pose ¢ = 0§ — v, une fonction test, on

trouve

/ v (z) —v(y) P2 (v () — v (y))dxdy (06 (2) — 0% (y) — (ve (@) — ve (1))

’[L’ . y’nqtsp

= /\/Qv(z)p_1 (07 (2) —ve (2)) dz.

Puis que (ve (2) = ve (y)) = (v (2) = v (y)), donc

[ [ e =0y o 0) o ) - (0 5) v ()
= [ ) - v

Alors, d’aprés (3.15) et(3.16) et(3.17), on trouve

p)\/Qv(z)pl (o (2) —v(2))dz <t (A — A),

D’ou
v (05 (2) —v(2))
p/\/ﬂv(z) . dz < (\ = A)
On pose
fi(2) = p/\v(z)p—l (04 (2) t— v (2))
Donc
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Par suit

= limpAv ; ’
En effet
B s v o e R CE R

On obtient

= Mo(2)P ! (v (2)P) e (ul () — 0P ())
D’ou

— Mo(2)P (ve(2)'7) (WP(2) — 0P (2))
On conclut

D’autr part on a

1

(1= t)ep(z) + tu(2))s v ()|

11 (2)] < pAJo(2) | t

D’ou
o [ LV G — D) — PP
On pose
0 () = (02(2) + t(uP(2) — v2(2)))7
Donc

@ (t) = %(U’S(Z) — 0P(2) (W (2) + b (2) — w2 (2))F

On applique la théoreme de accroissement finis, il existe un nombre 6 telle que (0 <

6 < |t|) qui vérifiant:
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En effet

(U?(Z’) + t(U{;(z) - :?(z)»p - (’U (Z)p); _ %(u’e’(z) . ’Uf(Z))(’Uf(Z) + 9<u€(z) . vf(z)))%_l.
Par suit )
()] < pA ot | (LR F ) Z 0 C)
On obtient
< M) |(ul(2) = vP(2)) (0P (2) + 0(ul(2) — 0P (2)))7 .
Et

< OMo(2)7H | [ul (2) + 02(2)] [ud™(2) + v 77 (2)]
Par conséquent

p—1 p—1
|ug(z) + v (2)] +

v(z)
ve(2)

v(z)

ve(2)

<O\ luP(z) +vP(2)| € L' (Q).

D’aprés la théoreme de la convergece dominée de Lebesgue, on obtient

lim [ pro(zp-1 0t =v @), /Q A (“(z) )p_l (WP(2) — vP(2).

t—0 Jq t 'Ue(Z)

On conclut

Pour € assez petit, alors

3 U(Z) v p p — p p
i (-5 () + 9 - (76) +) = M) — (),
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Et d’autre part on a

p—1

v(z)

= v(z) +e

|(W(2) +€) = (V(2) + €))].

( v(2) )p‘l (W(2) + €) — (P(2) +€))

v(z) +e

On obtient
<1 x|C(uP(z)+¢€)+ C(WP(2) +¢))l.

Par conséquent

< O|(uP(z) +vP(2) +2] € L' ().

D’aprés la théoreme de la convergece dominée de Lebesgue, on obtient

lim Q(“(”)p_l((up(z)m—(vp<z>+e>> - [ - )

=0Jq \ve(2)
= 0.

On obtient
0< (A1 —A).

D’ou

A< A

D’autre part, car A\; est plus petit valeur propre, on a
A <A

On conclut
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3.4.2 Simplicité

Théoréme 3.5 Soient s € (0,1) et p > 1, alors la premiére valeur propre \jest simple,
c’est-a-dire u,v € Wy'* () deux fonction propres associées a A1 alors u = av pour certin

constante c.

Preuve: Soient u,v € Wy (Q) deux fonction propres associées a A\j, avec u,v > 0.

D’aprés le lemme (3.3) on a la fonction o, définie par:
ou(z) = (1 — t)P(z) + tuP(z))r, YO <t < 1.

De plus

o () — o0 (W)I” |v ()
/n /n y|n+sp d.%dy S " " o n+sp dwdy

|u (z W)’
—l—t/n/n — n+5p dxdy, VO < t<1

D’autre part on a

v )P u P
(1— t// v ( L n+sp|dd+t// Ju ( . n+sp)|ddy=(1—t))\1+t)\1:)\1.

Et d’aprés la définition de A\, on a

joe (@ (w)I”
// - w drdy = Ay,

On obtient

par conséquent




Avec o un constante.

Enfin

60



Chapitre 4

Les Outils de calculs

Théoreme 4.1 (Inégalité de Holder)

Soient f € LP(2) et g € L1(Q2) avec 1 < p < o0.

Alors
fge LN(Q) et / 19l < 1w 19y -
avec
1 1
T4 =
p q

Théoréme 4.2 (Inégalité de Poincaré)

Soient €2 un ouvert borné de R™, s € (0,1) et p € [1,4o0[ alors: il existe C' > 0 tel
que

[ull ooy < C ||u||W5’p(Q) ) Vu € W5t ().
Théoréme 4.3 (Inégalité de Young)

Soient a et b deux réels positifs, et p et ¢ des réels strictement positifs vérifiant:



Alors on a:

1 1
ab < —aP + -b1.
p q
Théoréeme 4.4 ( Fubini)
Soient 5 et 5 des ouverts de RV

On suppose que f € L' (2, x ) ,pour presque tout z €

flz,y) € Ly () et [ f(z,y)dy € Ly ()

Qo

De meme, pour presque tout y € {2y

flxy) e Ly () et [ flz,y)de € L, ()

1951

De plus on a

/Ql dx sz(a:,y)dy = /92 dy o f(z,y)dx = // f(z,y)dzdy.

leﬁg
Théoréme 4.5 (Théoréme de Minkowski)

Soient (£2, A, 1) un espace mesuré, p € [1, +00[ et deux fonctions f,g € L? (2). Alors:

1+ gll, < [1f1l, +llgll,-

C’est-a-dire

</“ ! +g‘pdu>; : (/Q \f\pdu); + (/Q |g|pdu>; .

Théoréme 4.6 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,,) une suite de fonctions de L' ().

On suppose que:
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- fu (X) — f(x) pp sur Q.
2- 1l existe une fonction g € L' (Q) telle que pour chaque n, f,, (X) < g(z) p.p sur Q.
Alors

feL'(Q) et |fu— fllipiq — 0
Théoréme 4.7 (lemme de Fatou)

Soit (f,,) une suite des fonctions de L' (Q) telle que:
1-Pour Chaque fn(z) >0 p.p surQl.
2-sup fQ fu(z) < +o0.

Pour chaque z € 2 on pose

n—-4o0o

f(z) = lim 1nf/fn

Alors f € LY(Q) et

/Qf(x)dx < ngrfw inf/ﬂfn(aﬁ dx

4.1 Conclusion générale

L’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques de type fractionnaire est 1'un
des sujets tres riche et important qui s’est développé dans ces dernieres années car il
représente un phénomene en physique, en biologie, et en mécanique etc.

Dans ce mémoire, j’ai étudié le probleme aux valeurs propres pour 'opérateur p-
Laplacien de type fractionnaire et j’ai obtenu des résultats:

-Existence de la premiere valeur propre

Ju(z) —u(y)
A= f dzdy.
! ’U/EV%/EIP(Q) /n /n — n+8p o y

|U||Lp(Q)*
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-Régularité de la fonction propre.

- Les propriétés de la premiere fonction propre sont la positivité et la simplicité.

Avec de ces solutions, il y a des solutions faibles pour 1'utilité de la théorie varia-
tionelle.

En plus malgré la courte période et le manque de sources liées a ce sujet. Ce travail
est considéré comme une premiere étape pour moi, et j'espere continuer a 1’étudier dans
I’avenir en tant que future doctorante.

Et mes conseils pour chaque étudiant qui a voulu compléter ’étude de ce travail, doit
avoir des concepts sur les équations aux dérivées partielles elliptiques classiques et son
étude d’un groupe de livre comme livre de la théorie des points critiques de Kavian, afin
de bénéficier, et développer le sujet sur le cas ou d'un autre cas comme les équations
aux dérivées partielles elliptiques non linéaires de type fractionnaire, et chercher des
résolutions pour ce probleme.

En fin de compte, j’espere que mon travail sera acceptable, et tous mes remerciements
a mon professeur TAHRI Kamel pour ses efforts qu’il a fait pour nous et pour son aide

dans ce travail.
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Résumeé :

Dans ce mémoire, nous avons définie I'espace de
Sobolev de type fractionnaire, "opérateur Laplacien
fractionnaire et P-Laplacien fractionnaire et leurs
propriétés, et nous avons étudié le probleme de valeur
propre pour l'opérateur P-Laplacien fractionnaire qui
définie comme suit :

{(—A)gu = AlulP~%u dans Q

u=20 sur 0{).

Avec Q est un ouvert borné de R", s€(0,1) et pE [1, +o°
[, et montrons I'existence de la premiére valeur propre,
régularité de la fonction propre et les propriétés de la
premiere fonction propre sont la positivité et la
simplicité.

Mots-Clés :

Espace de Sobolev de type fractionnaire, L'opérateur
Laplacien fractionnaire, L'opérateur P-Laplacien
fractionnaire, Equation aux dérivées partielles
elliptiques linéaires.

Abstract :

In this memoir, we defined the fractional space of



Sobolev, the fractional Laplacian operator and the
fractional P-Laplacian operator and their properties
, and we studied the eigenvalue problem for the
fractional P-Laplacian operator which defines as
follows:
{(—A)gu = Aul?"?u dans
u=>0 sur 0{.

With Q is a bounded open set of R", s€ (0, 1) and p€
[1, +o< [, and let us show the existence of the first
eigenvalue, regularity of the eigenfunction and the
properties of the first eigenfunction are positivity and
simplicity.

Keywords:

Fractional Sobolev space, Fractional Laplacian operator,
Fractional P-Laplacian operator, Linear elliptical partial
differential equation.
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{(—A)fgu = Aul’?u dans 0
u=20 sur of).
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