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Notation

Symbole Signi�cation

R Ensemble des nombres r�eels.

RN Espace euclidien de dimension N:


 Ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue.

W s;p
0 (
) Espacs de Sobolev de type fractionnaire.

L1(
) fu : 
! R; u mesurable, et 9C tel que ju(x)j � C p.p g :

LP (
)
�
u : 
! R; u mesurable,

R


jujp <1

	
; 1 � p <1:

C10 (
) Ensemble des fonction C1 �a support compact inclue dans 
:

Ck (
) Ensemble des fonction de class k dans 
:

Ck;� (
) Ensemble des fonction Holderiennes de class k dans 
:

Ckc (
) Ensemble des fonction Ck �a support compact.

�u Laplacien de la fonction .

�P P-Laplacien de la fonction

(��)s Laplacien fractionnaire.

(��)sp P-Laplacien fractionnaire.

ru Gradient de u.

u+ Partie positive de la fonction u; u+ = max (u; 0) :

u� Partie n�egative de la fonction u; u� = min (u; 0) :

p�s L'exposant critique se Sobolev tel que :p�s :=
pn
n�sp avec n > p:

dx Mesure de Lebesgue de dimension N:

p.p presque partout

P.V Valeur principale.
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Introduction

Les �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques sont outils essentiels de mod�elisation et

leurs �etudes occupent les math�ematiciens depuis le dix-huiti�eme si�ecles avec les travaux

d'Euler, d'Alembert, Lagrange et de Laplace..., au �l de cette derni�ere quarantaine

d'ann�ees beaucoups des ph�enom�enes et des probl�emes moderns physiques: en �electromagn�etisme(�equation

de Maxwell), en m�ecaniques des 
uides(�equation de Navier-Stokers), biologiques et tech-

nologiques ont �et�e model�es par des �equations aux d�eriv�ees partielles(EDP), paraboliques

ou hyperboliques, mais avec des conditions non locales.

Il existe des cas particuliers pour �etudier les probl�emes aux valeurs propres et des

fonctions propres de l'op�erateur p-Laplacien, pour trouver les couples de solution (u; �)

o�u � est une valeur propre et u est une fonction propre associ�ee, si 
 est un ouvert born�e

de RN on consid�ere le probl�eme suivant:

8<: ��pu = � jujp�2 u dans 


u = 0 sur @
:
(1)

Et u est une solution faible de probl�eme (1), si u 2 W 1;p
0 (
) telle que:

8<: u 2 W 1;p
0 (
) ; u 6= 0R



jrujp�2rurvdx = �

R


jujp�2 uvdx; v 2 W 1;p

0 (
) :
(2)

Et la premi�ere valeur propre d�e�nie par:
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�1 = inf
u2W 1;p

0 (
)
kuk6=0

R


jrujpR


jujp dx:

Les �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques de type fractionnaire est un concept

de g�en�eralisation de la d�erivation (classique) �a un ordre non entier, et ces �equations �a

nombreuses applications dans la description de nombreux �ev�enements qui ne peuvent pas

être r�esolues exactement qu'en utilisant des m�ethodes comme la m�ethode variationnelle.

Il y a des op�erateurs de type fractionnaire comme l'op�erateur Laplacien de type

fractionnaire et l'op�erateur p-Laplacien de type fractionnaire qui est �egalement une

g�en�eralisation d'op�erateur p-Laplacien.

Dans ce travail, nous �etudions le probl�eme de valeurs propres pour l'op�erateur p-

Laplacien de type fractionnaire c'est une extension de probl�eme aux valeurs propres pour

l'op�erateur p-Laplacien classique, et ce probl�eme est: soient 
 un ouvert born�e de RN ;

s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ on a:

8<: (��)sp u = � juj
p�2 u dans 


u = 0 sur @
:
(3)

Ce m�emoire est r�eparti principalement en, plus d'une introduction, quatre chapitres.

Le premi�er chapitre est consacr�e �a la pr�esentation des espaces de Sobolev de type frac-

tionnaire et leurs propri�et�es (r�e
exivit�e, compl�etude, s�eparabilit�e, injection, etc.). Et

dans le deuxi�eme chapitre, on pr�esente les op�erateurs Laplacien et p-Laplacien de type

fractionnaire et leurs propri�et�es. Et dans troisi�eme chapitre, on �etudie le probl�eme de

valeurs propres de type fractionnaire pour l'op�erateur p-Laplacien et l'existence de la

premi�ere valeur propre et la r�egularit�e des fonctions propres et quelque propri�et�e de la

fonction propre (positivit�e, simplicit�e). Et le dernier chapitre, on pr�esente les th�eories

utilis�ees dans ce travail.
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Chapitre 1

Espace de Sobolev de Type

Fractionnaire

1.1 Introduction et Motivation:

Dans ce chapitre, en s'int�eresse d'introduire les espaces de Sobolev de type fractionnaire

et quelques propri�et�es concernant ces espaces l�a. Ainsi, on va introduire quelques ces

propri�et�es fonctionnelles et injections de type Sobolev.

1.2 Espace de Sobolev de Type Fractionnaire, s 2

(0; 1) :

D�e�nition 1.1 Soient 
 un ouvert born�e de RN (N � 2), et s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[,

on d�e�nit l'espace de Sobolev de type fractionnaire W s;p (
) par:

W s;p (
) :=

(
u 2 Lp (
) : ju (x)� u (y)j

jx� yj
n
p
+s

2 Lp (
� 
)
)
; (1.1)

8



muni de la norme suivant:

kukW s;p(
) =

�Z



ju (x)jp dx+
Z

�


ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� 1
p

;

avec et la semi norme de Gagliardo donn�ee par

jujW s;p(
) :=

�Z

�


ju (x)� (u) yj
jx� yjn+sp

dxdy

� 1
p

:

1.3 Espace de Soboleve de Type Fractionnaire, s >

1 :

D�e�nition 1.2 Soient 
 un ouvert born�e de RN (N � 2), et s =2 N avec s > 1 et p 2

[1;+1[, on peut �ecrire s = m+ �, m 2 N et � 2 (0; 1), on d�e�nit l'espace de Sobolev de

type fractionnaire W s;p (
) pour s > 1 par:

W s;p (
) =
�
u 2 Wm;p (
) ; D�u 2 W �;p (
) pour tout �; tq: j�j = m

	
; (1,2)

muni de la norme suivant:

kukW s;p(
) :=

0@kukpWm;p(
) +
X
j�j=m

kD�ukp
W �;p(
)

1A 1
p

:

1.4 Exemples d'application:

Exemple 1.1 Soit u : R! R : u (x) = ln jxj , on va montrer u 2 W s;p (
) avec 
 :=

(0; 1) et sp < 1.

Preuve: On remaque que u est continue sur R�, ce qui implique que u est mesurable

sur 
:Il nous reste �a montrer que u 2 Lp (
) et u 2 W s;p (
) : La demonstration se divise

en deux parties:
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1. On comence de va montrer qui u 2 Lp (
).

On pose

I :=

Z



ju (x)jp dx =
Z 1

0

jln jxjjp dx:

On sait que la fonction ln (x) est croissante sur 
, alors on a:

ln jxj < x:

Puis on int�egre Z 1

0

jlnxjp dx <
Z 1

0

jxjp dx:

On obtient

Z 1

0

jlnxjp dx <
Z 1

0

jxjp dx =
�
1

p+ 1
xp+1

�1
0

=
1

p+ 1
< +1:

On conclut que:

I :=

Z



ju (x)jp dx < +1:

Et par cons�equent

u 2 LP (
) :

2. Maintenant on que Z

�


ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy < +1:

On pose

J :=

Z

�


ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy =

Z 1

0

Z 1

0

jln (x)� ln (y)jp

jx� yjsp+1
:

On obtient

J =

Z 1

0

Z 1

0

jln (x)� ln (y)jp

jyjsp+1
���xy � 1���sp+1dxdy:
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En faisant le changement de variable

t =
x

y
:

Donc

J =

Z 1

0

Z 1
y

0

y�sp
jln jytj � ln jyjjp

jt� 1jsp+1
dtdy:

On obtient,

J =

Z 1

0

y�sp
Z 1

y

0

���ln jtyjjyj ���p
j1� tjsp+1

dtdy:

J =

Z 1

0

y�sp
Z 1

y

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dtdy

�
Z 1

0

y�sp

 Z 1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dt +

Z 1
y

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dt

!
dy

�
Z 1

0

y�sp
Z 1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dtdy +

Z 1

0

y�sp
Z 1

y

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dtdy

Posons

J1 =

Z 1

0

y�sp
Z 1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dtdy;

et

J2 =

Z 1

0

y�sp
Z 1

y

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dtdy:

Pour J1, au voisinage de 0 on a

jln tjp

j1� tjsp+1
� jln tjp ;

et Z 1

0

jln tjp dx < +1:
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Dapr�es crit�ere d'�equivalent:

Z 1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dx < +1:

Pour J1, au voisinage de 1 on a

jln tjp

j1� tjsp+1
� j1� tjp�sp�1

et Z 1

0

j1� tjp�sp�1 dx =
�

1

p� sp j1� tj
p�sp

�1
0

= � 1

p� sp < +1:

Donc au voisinage de 1: Z 1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dx < +1:

D'autre part on a:

Z 1

0

y�spdy =

�
1

�sp+ 1y
�sp+1

�1
0

=
1

�sp+ 1 < +1:

Alors on d�eduit que

J1 < +1:

Pour J2:

J2 =

Z 1

0

y�sp
Z 1

y

0

jln tjp

j1� tjsp+1
dtdy:

D'apr�es la formule de Fubuni, on a:

J2 =

Z +1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
�Z 1

0

y�spdy

�
dt

et

=
1

�sp+ 1

Z +1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
tsp�1dt:
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Au voisinage +1,ona
1

j1� tjsp+1
� 1

jtjsp+1

et
jln tjp

j1� tjsp+1
tsp�1 � ln jtjp t�2:

Comme ln jtjp t�2 est int�egrable, par le th�eor�eme de comparaison, au voisinage de

Z +1

0

jln tjp

j1� tjsp+1
tsp�1dt < +1:

Et au voisinage de 1; on obtient

jln tjp

j1� tjsp+1
tsp�1 � j1� tjp�sp�1

et j1� tjp�sp�1est int�egrable, d'apr�es le th�eor�eme de comparaison, l'int�egrale

Z 1

1

jln tjp

j1� tjsp+1
tsp�1dt < +1:

Donc

J2 < +1

Par cons�equent u 2 W s;p (
) :

Exemple 1.2 Soit u : R! R : u (x) = jxj� , on va montrer u 2 Lp (]0; 1[) et u 2

W s;p (]0; 1[)avec sp h1 et � = 1:

Preuve: On remaque :u est continue sur R, ce qui implique u est mesurable sur ]0; 1[ :On

commence de va montrer qui u 2 Lp (]0; 1[): on calcule:

Z 1

0

jxjp dx =
�
1

p+ 1
(x)p+1

�1
0

=
1

p+ 1
< +1:

13



Alors u 2 Lp (]0; 1[).

D'autre part, on va montrer:

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp

jx� yjsp+1
dxdy 2 Lp (]0; 1[� ]0; 1[) :

On a

I =

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp

jx� yjsp+1
dxdy:

Et

=

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp�sp�1 dxdy

D'autre part

=

Z 1

0

�Z y

0

jy � xjp�sp�1 dx+
Z 1

y

jx� yjp�sp�1 dx
�
dy

=

Z 1

0

"�
1

p� sp jy � xj
p�sp

�y
0

+

�
1

p� sp jx� yj
p�sp

�1
y

#
dy:

D'o�u

=

Z 1

0

1

p� spy
p�sp +

1

p� sp (1� y)
p�sp dy

=

�
1

p� sp

��
1

p� sp+ 1

��
yp�sp+1

�1
0
+

�
1

p� sp

��
1

p� sp+ 1

��
(1� y)p�sp

�1
0
:

Finalement

=
1

(p� sp) (p� sp+ 1) +
1

(p� sp) (p� sp+ 1)h+1:

On conclut Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp

jx� yjsp+1
dxdy < +1:

Alors Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp

jx� yjsp+1
dxdy 2 Lp (]0; 1[� ]0; 1[) :

On d�eduit que u 2 W s;p (]0; 1[) :
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1.5 Approximation de l'Espace W s;p (Rn) :

D�e�nition 1.3 Soient s 2 N et s > 0, toutes fonctions dans l'espace Sobolev de type

fractionnaire W s;p (Rn), on peut approximer par des fonctions lisses �a support compact,

par:

C10 (Rn)
k:kWs;p(Rn) = W s;p (Rn) :

1.6 Approximation de l'Espace W s;p
0 (
) :

D�e�nition 1.4 Soient 
 un ouvert born�e de Rnet s < 0 , l'espace C10 (
) n'est pas dense

dans W s;p (
), on d�e�nit W s;p
0 (
) comme �etant la fermeture de C10 (
) par rapport �a la

norme k:kW s;p(
) par:

W s;p
0 (
) := C10 (
)

k:kWs;p(
) :

1.7 Dual de l'Espace W s;p (
) :

D�e�nition 1.5 soient 
 un ouvert born�e de RN , et s < 0 et p 2 (1;+1), on d�esigne

par l'�espace dual de l'�espace W s;p (
) par W�s;q
0 (
) o�u 1

p
+ 1

q
= 1 par:

W s;p (
) =
�
W�s;q
0 (
)

��
:

1.8 Les Propri�et�es Fonctionnelles de l'EspaceW s;p (
) :

Th�eor�eme 1.1 Soient 
 un ouvert de RN , et s 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[, on a les propri�et�es

suivantes:

15



1. L'espace
�
W s;p (
) ; k:kW s;p(
)

�
est un espace norm�e avec:

kukW s;p(
) =

�Z



ju (x)jp dx+
Z

�


ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� 1
p

:

Theorem 1 1. L'espace W s;p (
) est un espace complet.

2. L'espace W s;p (
) est un espace Banach pour tout 1 � p < +1:

3. L'espace W s;p (
) est un espace s�eparable pour tout 1 � p < +1:

4. L'espace W s;p (
) est un espace r�e
exif pour tout 1 < p < +1.

5. L'espace W s;p (
) est un espace uniform�ement convexe pour tout 1 < p < +1:

1.9 Les Injections de type Sobolev sur W s;p (
):

Th�eor�eme 1.2 Soient 
 un ouvert de Rn, et p 2 [1;+1[ on a:

1. Si 0 < s � s0 < 1, on a l'injection suivant :

W s0;p (
) ,! W s;p (
) :

est continue. d'o�u, il existe une constante C1 (n; s; p) � 1 telle que pour toute u 2

W s0;p (
) on a:kukW s;p(
) � C1 (n; s; p) kukW s0;p(
) :

2. Si 0 < s < 1, et 
 un ouvert de Rn de classe C0;1 de fronti�ere born�e, on a l'injection

suivant :

W 1;p (
) ,! W s;p (
)

est continue. d'o�u, il existe une constante C2 (n; s; p) � 1 telle que pour toute u 2

W 1;p (
) on a :kukW s;p(
) � C2 (n; s; p) kukW 1;p(
) :

16



3. Si 1 < s � s0, et 
 est de classe C0;1, on a l'injection continue suivant:

W s0;p (
) ,! W s;p (
) :

1.9.1 Le cas o�u sp < n :

Th�eor�eme 1.3 Soient s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ tel que sp < n, alors il existe un constant

positive C = C (n; s; p) tel que pour toute fonction u 2 W s;p (Rn) on a:

kukp
Lp

�
s (Rn) � C

Z
Rn�Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+ps
dxdy;

avec

p�s :=
pn

n� sp:

Par cons�equent, pour tout q 2 [p; p�s], alors l'espace W s;p (Rn) est inclus dans l'espace

L
q
(Rn), et l'injection continue. De plus l'injection W s;p (Rn) ,! Lqloc (Rn) est compact

pour tout q 2 [p; p�s[.

Th�eor�eme 1.4 Soient 
 un ouvert de Rn, et s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[, tel que sp < n,

alors il existe un constant positive C := C (n; p; s;
) tel que pour toute u 2 W s;p (
) on

a:

kukLq(
) � C kukW s;p(
)

Par cons�equent, pour tout q 2 [p; p�s], alors l'espace W s;p (
) est inclus dans l'espace

L
q
(
), et l'injection continue.De plus si 
 est born�e et pour tout q 2 [1; p�s[, alors

l'injection W s;p (
) ,! Lqloc (
) est compact.
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1.9.2 Le cas o�u sp = n :

Th�eor�eme 1.5 Soient s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ tel que sp = n, alors il existe un constant

positive C = C (n; s; p) tel que pour toute fonction u 2 W s;p (Rn) on a:

kukLq(Rn) � C kukW s;p(Rn)

pour tout q 2 [p;+1[, alors l'espaceW s;p (
) est inclus dans l'espace L
q
(
), et l'injection

continue.

Th�eor�eme 1.6 Soient 
 un ouvert de Rn, et s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[, tel que sp = n,

alors il existe un constant positive C := C (n; p; s;
) tel que pour toute u 2 W s;p (
) on

a:

kukLq(
) � C kukW s;p(
)

pour tout q 2 [p;+1[, alors l'espaceW s;p (
) est inclus dans l'espace L
q
(Rn), et l'injection

continue.De plus si 
 est born�e et pour tout q 2 [1;+1[, alors l'injection W s;p (
) ,!

Lqloc (
) est continue.

1.9.3 Le cas o�u sp > n :

On note l'espace des fonctions continue de H�older par C0;� (
) et muni de la norme

suivant:

kukC0;�(
) = kukL1(
) + sup
ju (x)� u (y)j
jx� yj� :

Th�eor�eme 1.7 Soient 
 un ouvert de Rnde class C0;1,de fronti�ere born�e, et s 2 (0; 1)

et p 2 [1;+1[, tel que sp > n, alors il existe un constant positive C := C (n; p; s;
) tel

que pour toute u 2 W s;p (
) on a:

kuk
C0;�(
)

� C kukW s;p(
)

pour � := (sp�n)
p
, alors l'espace W s;p (
) est inclus dans l'espace C0;� (
), et l'injection
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continue.

Th�eor�eme 1.8 Soient 
 un ouvert de Rnde class C0;1,de fronti�ere born�e, et s 2 (0; 1)

et p 2 [1;+1[, tel que sp > n, on a l'injection suivant:

W s;p (
) ,! C0;� (
)

est compact pour tout � < �,tel que � := (sp�n)
p
:

19



Chapitre 2

L'op�erateurs Laplacien et le

p� Laplacien Fractionnaire

Dans ce chapitre, on introduit l'op�erateurs Laplacien et p Laplacien de type fractionnaire

avec des r�esultats de cet op�erateurs.

2.1 Op�erateur p� Laplacien Fractionnaire:

D�e�nition 2.1 Soient s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[, on d�e�nit l'op�erateur p-Laplacien de

type fractionnaire,

(��)sp : S ! L2 (Rn) :

(��)sp u (x) := 2P:V:
Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

dy; x 2 Rn:

Avec

P:V:

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

dy = lim
"!0+

Z
RnnB(x;�)

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

dy:
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2.2 Op�erateurs Laplacien Fractionnaire:

D�e�nition 2.2 Si p = 2, on obtient l'op�erateur Laplacien de type fractionnaire

(��)s : S ! L2 (Rn) :

(��)s u (x) := 2C (n; s) lim
�!0+

Z
RnnB(x;�)

u (x)� u (y)
jx� yjn+sp

dy; x 2 Rn:

D�e�nition 2.3 La constante de normalisation C = C (n; s) est d�e�ni par:

C (n; s) :=

�Z
1� cos (�1)
j�jn+2s

d�

��1
avec � = (�1; �2; ::; �n) :

2.3 Les Propri�et�es de l'Op�erateur p Laplacien Frac-

tionnaire:

proposition 2.1 La proposition suivante donne la relation entre (��)pet (��)
s
p:

1. (��)sp ! (��)P quand s! 1, dans l'espace dual de W s;p
0 (
) :

2. Soient s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ alors:

(��)sp : W
s;p
0 (Rn) �! (W s;p

0 (Rn))�

est bien d�e�nit.

3. Soient u; v 2 W s;p
0 (Rn) on a:

D
(��)sp u; v

E
=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (v (x)� v (y))
jx� yjn+sp

dxdy:
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4. Soient u; v 2 W s;p
0 (Rn):

D
(��)sp u; v

E
� kukp�1

W s;p
0 (Rn) kvkW s;p

0 (Rn) :

Donc 


(��)sp u


(W s;p
0 (Rn))

� � kuk
p�1
W s;p
0 (Rn) :

Preuve: On d�emontrer la proposition 4. Soient u; v 2 W s;p
0 (Rn), on a :

D
(��)sp u; v

E
= 2

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

dyv (x) dx: ((1.1))

D'apr�es th�eor�eme de Fubini

= 2

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

v (x) dxdy;

D'autre part

=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (v(x)� v(y))
jx� yjn+sp

dxdy

+

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

v(y)dxdy:

On peut changer les roles entre x et y :

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

v (x) dxdy

=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (v(x)� v(y))
jx� yjn+sp

dxdy

�
Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

v(x)dxdy;
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Et par suit

2

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

v (x) dxdy

=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (v(x)� v(y)
jx� yjn+sp

dxdy:

D'apres (1.1) on a:

D
(��)sp u; v

E
= 2

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (v(x)� v(y))
jx� yjn+sp

dxdy

�
Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�1 jv(x)� v(y)j
jx� yj(n+sp)(

p�1
p ) jx� yj(n+sp)(

1
p)
dxdy;

Par l'in�egalit�e de Holder:

�
�Z

Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� p�1
p

�
�Z

Rn

Z
Rn

j(v(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� 1
p

Finalement

= kukp�1
W s;p
0 (Rn) kvkW s;p

0 (Rn) :

Par cons�equent D
(��)sp u; v

E
� kukp�1

W s;p
0 (Rn) kvkW s;p

0 (Rn) :

proposition 2.2 On montrer la monotone de l'op�erateur p Laplacien fractionnaire.

Soient 
 un ouvert de Rn, et s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[

(��)sp : W
s;p
0 (
)! (W s;p

0 (
))�
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est strictement monotone c'est �a dire: pour tout u; v 2 W s;p
0 (
) avec u 6= v montrer que:

D
(��)sp u� (��)

s
p v; u� v

E
> 0:

Preuve: Soient u; v 2 W s;p
0 (
) on a

D
(��)sp u� (��)

s
p v; u� v

E
=
D
(��)sp u; u� v

E
�
D
(��)sp v; u� v

E
:

D'apr�es la lin�eairit�e de deuxi�eme variable

=
D
(��)sp u; u� v

E
�
D
(��)sp v; u� v

E
:

D'apr�es la lin�eairit�e de la deuxi�eme composant

D
(��)sp u; u

E
�
D
(��)sp u; v

E
�
D
(��)sp v; u

E
+
D
(��)sp v; v

E
;

� kukp
W s;p
0 (Rn) � kuk

p�1
W s;p
0 (Rn) kvkW s;p

0 (Rn) � kvk
p�1
W s;p
0 (Rn) kukW s;p

0 (Rn) + kvk
p�1
W s;p
0 (Rn)

Par cons�equent

=
�
kukp�1

W s;p
0 (Rn) � kvk

p�1
W s;p
0 (Rn)

��
kukW s;p

0 (Rn) � kvkW s;p
0 (Rn)

�
; 8u; v 2 W s;p

0 (
):

Donc (��)spest monotone.

Et pour (��)spest strictement monotone il faut montrer: soient u; v 2 W
s;p
0 (
); et u 6= v

on a D
(��)sp u� (��)

s
p v; u� v

E
> 0:

D'autre part

D
(��)sp u� (��)

s
p v; u� v

E
>
�
kukp�1

W s;p
0 (Rn) � kvk

p�1
W s;p
0 (Rn)

��
kukW s;p

0 (Rn) � kvkW s;p
0 (Rn)

�
;
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Supposons que D
(��)sp u� (��)

s
p v; u� v

E
= 0:

Alors

D
(��)sp u� (��)

s
p v; u� v

E
=
�
kukp�1

W s;p
0 (Rn) � kvk

p�1
W s;p
0 (Rn)

��
kukW s;p

0 (Rn) � kvkW s;p
0 (Rn)

�
= 0:

Et de plus on a D
(��)sp u; v

E
� kukp�1

W s;p
0 (Rn) kvkW s;p

0 (Rn) :

Donc

D
(��)sp u; v

E
= kukp�1

W s;p
0 (Rn) kvkW s;p

0 (Rn) et
D
(��)sp v; u

E
= kvkp�1

W s;p
0 (Rn) kukW s;p

0 (Rn) :

Et

kukW s;p
0 (Rn) = kvkW s;p

0 (Rn) ;

Qui implique u = v et ce contradiction avec u 6= v:

On va regarder la contiut�e de l'op�erateur p Laplacien fractionnaire:

proposition 2.3 Soient s 2 (0; 1)et p 2 [1;+1[, alors:

(��)sp : W
s;p
0 (Rn)! (W s;p

0 (Rn))� ;

est continue: (��)sp 2 C(W
s;p
0 (Rn) ; (W s;p

0 (Rn))�):

Preuve: Soient un ! u dans W s;p
0 (Rn) on va montrer (��)

s
p un ! (��)sp u dans

(W s;p
0 (Rn))

� ; on a:




(��)sp un ! (��)sp u




(W s;p

0 (Rn))
� ! kun ! ukp�1

W s;p
0 (Rn) :
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Donc il su�t de montrer que:

kun ! ukp�1
W s;p
0 (Rn) ! 0:

On a

un ! u dans W s;p
0 (Rn):

Et par cons�equent

un ! u dans Lp(Rn):

Pour une sous suite on a 9g 2 Lp(Rn) telle que

un ! u p.p et junj � g(x):

Et d'apr�es th�eor�eme de convergence domin�ee alors (��)sp 2 C(W
s;p
0 (Rn) ; (W s;p

0 (Rn))�):

On va regarder la lin�eairit�e de l'op�erateur p Laplacien fractionnaire.

proposition 2.4 Soient s 2 (0; 1)et p 2 [1;+1[, alors (��)sp est non lin�eaire.

Preuve: Soient u; v 2 W s;p
0 (Rn) et � 2 R on a:

(��)sp (�u (x) + v(x))

: = 2P:V:

Z
Rn

j(�u (x) + v(x))� (�u (y) + v(y))jp�2 ((�u (x) + v(x))� (�u (y) + v(y)))
jx� yjn+sp

dy:

On obtient

:= 2P:V:

Z
Rn

j(�u (x)� �u (y)) + (v(x) + v(y))jp�2 ((�u (x)� �u (y)) + (v(x) + v(y)))
jx� yjn+sp

dy
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et

= 2P:V:

Z
Rn

j(�u (x)� �u (y)) + (v(x) + v(y))jp�2 ((�u (x)� �u (y)) + (v(x) + v(y)))
jx� yjn+sp

dy:

D'apr�es th�eor�eme de Minkoweski

� 2P:V:

Z
Rn

j(�u (x)� �u (y)) + (v(x) + v(y))jp�2 (�u (x)� �u (y))
jx� yjn+sp

dy

+2P:V:

Z
Rn

j(�u (x)� �u (y)) + (v(x) + v(y))jp�2 (v(x) + v(y))
jx� yjn+sp

dy:

On utilise le th�eor�eme de Minkoweski pour la deuxi�eme fois

� 2P:V (

Z
Rn

j�jp�2 j(u (x)� u (y))jp�2 � (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

dy

+

Z
Rn

j�jp�2 j(u (x)� u (y))jp�2 (v(x) + v(y))
jx� yjn+sp

dy

+

Z
Rn

(v(x) + v(y))p�2� (u (x)� u (y))
jx� yjn+sp

dy

+

Z
Rn

j(v(x) + v(y))jp�2 (v(x) + v(y))
jx� yjn+sp

dy:

Alors la r�esultat est

6= � (��)sp u (x) + (��)
s
p v(x)):

Donc (��)sP est non lin�eaire.

2.3.1 Les Propri�et�es de l'Op�erateur Laplacien Fractionnaire:

proposition 2.5 Soit s 2 (0; 1), alors (��)s est bijectif.

on va montrer la lin�eairit�e de l'op�erateur Laplacien:

proposition 2.6 Soit s 2 (0; 1), alors (��)s est lin�eaire.
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Preuve: Soient u; v 2 W s;p
0 (Rn) et � 2 R on a:

(��)s (�u(x) + v(x) := 2C (n; s) lim
�!0+

Z
RnnB(x;�)

(�u(x) + v(x))� (�u(y) + v(y))
jx� yjn+sp

dy:

Et

= 2C (n; s) lim
�!0+

Z
RnnB(x;�)

�u(x) + v(x)� �u(y)� v(y)
jx� yjn+sp

dy:

Et par suit

= 2C (n; s) lim
�!0+

Z
RnnB(x;�)

�(u(x)� u(y)) + v(x)� v(y)
jx� yjn+sp

dy:

D'autre part

= 2C (n; s) :� lim
�!0+

Z
RnnB(x;�)

u(x)� u(y)
jx� yjn+sp

dy + 2C (n; s) lim
�!0+

Z
RnnB(x;�)

v(x)� v(y)
jx� yjn+sp

dy:

En �n

(��)s (�u(x) + v(x)) = � (��)s u(x) + (��)s v(x)):

Alors (��)s est lin�eaire.

Cette proposition pour la continut�e de l'op�erateur Laplacien:

proposition 2.7 Soit s 2 (0; 1) ; on a (��)s est continue.

Preuve: On va montrer qu'il existe c > 0 telle que:

k(��)s uk(W s;p
0 (Rn))

� � kukW s;p
0 (Rn) :

Soient u 2 W s;p
0 (Rn) et (��)s u 2 (W s;p

0 (Rn))� on a:

h(��)s u (x) ; vi := 2C (n; s) :P:V:
Z
Rn

Z
Rn

u (x)� u (y) (v(x)� v(y))
jx� yjn+sp

dydx:
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D'apr�es Holder on trouve

� 2C (n; s) :P:V:
�Z

Rn

Z
Rn

(u (x)� u (y))2

jx� yjn+sp
dydx

� 1
2

:

 Z
Rn

Z
Rn

(v(x)� v(y))2

jx� yjn+sp
dydx

! 1
2

:

On obtient

� 2C (n; s) :P:V: kukW s;p
0 (Rn) : kvkW s;p

0 (Rn)

On conclut

k(��)s uk(W s;p
0 (Rn))

� � C kukW s;p
0 (Rn) :

Alors (��)s est continue.

proposition 2.8 Soit s 2 (0; 1) ; on a (��)sest auto adjoint.

Preuve: Soient u; v 2 W s;p
0 (Rn), on a par d�e�nition,

h(��)s u; vi = 2C (n; s) :P:V:
Z
Rn

u (x)� u (y) (v(x)� v(y))
jx� yjn+sp

dxdy:

Puis que (.)est commutative

h(��)s u; vi = 2C (n; s) :P:V:
Z
Rn

(v(x)� v(y))u (x)� u (y)
jx� yjn+sp

dxdy

= hu; (��)s vi :

On conclut que, (��)sest auto adjoint.
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Chapitre 3

Probl�emes aux Valeurs Propres de

Type Fractionnaire

3.1 Introduction et Motivation:

Ce chapitre est consacr�e �a la th�eorie spectrale des �equations aux d�eriv�ees partielles

�elliptique de type fractionnaire, c'est-�a-dire �a l'�etude des valeurs propres et des fonc-

tions propres de ces �equations. La motivation de cette �etude est d'etudier des solutions

particuli�eres.

Donnons tout de suite un exemple de probl�eme aux valeurs propres pour p Laplacien

fractionnaire avec condition aux limites de Dirichlet. Soit 
 un ouvert born�e de RN on

cherche les couples (�; u) 2 R�W s;p
0 (
) ; avec u 6= 0, solutions de8<: (��)sp u = � juj

p�2 u dans 


u = 0 sur @
:
(3.1)

Le r�eel � est appel�e valeur propre, et la fonction u(x) est fonction propre. L'ensemble

des valeurs propres est appel�e le spectre de (3:1). On peut faire l'analogie entre (3:1)

et le probl�eme plus simple de d�etermination des valeurs propres associ�e aux probl�eme

�elliptique suivant:
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8<: ��pu = � jujp�2 u dans 


u = 0 sur @
:

D�e�nition 3.1 On dit que u est une solution faible de (3:1) si u 2 W s;p
0 (
) telle que:

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (' (x)� ' (y))
jx� yjn+sp

dxdy = �

Z



jujp�2 u'dx; 8' 2 W s;p
0 (
)

(3.2)

D�e�nition 3.2 Soient s 2 (0; 1) et p > 1, on dit que � est une valeur propre de

l'op�erateur p Laplacien fractionnaire, s'il existe une fonction u 2 W s;p
0 (
) ; u 6= 0 du

probl�eme (3:2):

La solution faible u s'appelle fonction propre associ�e �a �:

Remarque 2 Si on remplace ' par u 2 W s;p
0 (
) dans (3:2) on obtient � comme le

quotient suivant:

� =

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx

Ce quotient est appel�e le quotient de Rayleigh.

3.2 Existence de la premi�ere valeur propre:

D�e�nition 3.3 La premi�ere valeur propre de l'op�erateur p-Laplacien fractionnaire not�e

par �1est d�e�nie par:

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx = inf

u2W s;p
0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
: (3.3)

Le r�esultat d'existence de la premi�ere valeur propre est donne par le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 3.1 Soient s 2 (0; 1) et p > 1, et 
 un ouvert born�e de Rn, alors le probl�eme

admit une fonction propre associ�e �a la premi�ere valeur propre �1 qui caract�eris�ee comme
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suit:

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy: (3.4)

Pour montrer ce th�eor�eme, on utilise le r�esultat suivant:

Th�eor�eme 3.2 Soient 
 un ouvert de Rn, avec n � 2 pour p 2 (1;+1), on d�e�nit la

fonction

G : W s;p
0 (
)! R:

Avec

G (u) =
1

p

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

Alors G est di��erentiable sur W s;p
0 (
) et

D
G

0
(u) ; '

E
=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (' (x)� ' (y))
jx� yjn+sp

dxdy:

Preuve: On montre que G est Gateaux di��erentiable c'est-�a-dire :soient u et ' 2

W s;p
0 (
) on a

lim
t!0

G (u+ t')�G (u)
t

=
D
G

0
(u) ; '

E
:

On calculer

lim
t!0

G (u+ t')�G (u)
t

= lim
t!0

1

t

�
1

p

Z
Rn

Z
Rn

j(u (x) + t'(x))� (u (y) + t'(y))jp

jx� yjn+sp
dxdy � 1

p

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

�

D'ou

= lim
t!0

1

t

�
1

p

Z
Rn

Z
Rn

j(u (x)� u(y)) + t('(x)� '(y))jp

jx� yjn+sp
dxdy � 1

p

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

�
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Pour calculer cette limite, on utilis�e la th�eor�eme des accroissements �nis sur la fonction

g d�e�nie par:

g(s) = j(u (x)� u(y)) + s('(x)� '(y))jp

En e�et, il existe un nombre � telle que (0 < � < jtj) qui v�eri�ant:

g(t)� g(0) = g0(�)(t� 0)

Et par suit

j(u (x)� u(y)) + t('(x)� '(y))jp � ju (x)� u (y)jp

=
�
p j(u (x)� u (y)) + �('(x)� '(y)jp�2 (u (x)� u (y) + �('(x)� '(y)) (' (x)� ' (y))

�
t:

On obtient

lim
t!0

1

t

�
1

p

Z
Rn

Z
Rn

j(u (x)� u(y)) + t('(x)� '(y))jp

jx� yjn+sp
dxdy � 1

p

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

�
= lim

�!0

Z
Rn

Z
Rn

j(u (x)� u (y)) + �('(x)� '(y)jp�2 (u (x)� u (y) + �('(x)� '(y)) (' (x)� ' (y))
jx� yjn+sp

dxdy:

On conclut

=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (' (x)� ' (y))
jx� yjn+sp

dxdy:

Par cons�equent G est Gateaux di��erentiable. En plus, on pose

Lu : W s;p
0 (
)! R:

Et

'! Lu (') =

Z
Rn

Z
Rn

(u (x)� u (y))p�2 (u (x)� u (y)) (' (x)� ' (y))
jx� yjn+sp

dxdy:
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On v�eri�e qu'elle est continue: soient u et ' 2 W s;p
0 (
) on a

jLu (')j =
����Z
Rn

Z
Rn

(u (x)� u (y))p�2 (u (x)� u (y)) (' (x)� ' (y))
jx� yjn+sp

dxdy

����
On obtient

�
Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 ju (x)� u (y)j j' (x)� ' (y)j
jx� yjn+sp

dxdy

Et par suit

�
Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�1 j' (x)� ' (y)j
jx� yj

ns+p
p0 jx� yj

ns+p
p

dxdy

Et d'apr�es th�eor�eme de Holder on trouve

�
�Z

Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjns+p
dxdy

� 1
p0
�Z

Rn

Z
Rn

j' (x)� ' (y)jp

jx� yjns+p
dxdy

� 1
p

Donc

� kuk
p
p0

W s;p
0 (
)

k'kW s;p
0 (
)

On conclut

� C k'kW s;p
0 (
) :

Par cons�equence G0est continue.

On �etude la lin�eairit�e de G0 : soient ' et ! 2 W s;p
0 (
) et � 2 R on a:

D
G

0
(u) ; �'+ !

E
=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) ((�'(x) + !(x))� (�'(y) + !(y)))
jx� yjn+sp

dxdy

On obtient

=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))� (('(x)� '(y)) + (!(x)� !(y)))
jx� yjn+sp

dxdy
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D'ou

=

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y))� (('(x)� ('(y)))
jx� yjn+sp

dxdy

+

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (!(x)� !(y)))
jx� yjn+sp

dxdy

En e�et

= �

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (('(x)� ('(y)))
jx� yjn+sp

dxdy

+

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (!(x)� !(y)))
jx� yjn+sp

dxdy

En conclut

�
D
G

0
(u) ; '

E
+
D
G

0
(u) ; !

E
:

Par cons�equence G0est lin�eaire. Alors G est di��erentiable.

Th�eor�eme 3.3 Soient 
 un ouvert de Rn, avec n � 2 pour p 2 (1;+1), on d�e�nit la

fonction

H : W s;p
0 (
)! R;

Par

H (u) =
1

p

Z



jujp dx

Alors H est di��erentiable sur W s;p
0 (
) et

D
H

0
(u) ; '

E
=

Z



jujp�2 u'dx; 8' 2 W s;p
0 (
) :

Preuve: On montre que H est Gateaux di��erentiable c'est-�a-dire: soient u et ' 2

W s;p
0 (
) on a

lim
t!0

H (u+ t')�H (u)
t

=
D
H

0
(u) ; '

E
:
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On calculer

lim
t!0

H (u+ t')�H (u)
t

= lim
t!0

1

t

�
1

p

Z
Rn
ju (x) + t'(x)jp dx� 1

p

Z
Rn
ju(x)jp dx

�
:

Pour calculer cette limite, on utilis�e la th�eor�eme des accroissements �nis sur la fonction

gd�e�nie par:

g(s) = ju (x) + s'(x)jp

Il existe un nombre � telle que (0 < � < jtj) qui v�eri�ant:

g(t)� g(0) = g0(�)(t� 0)

D'ou

j(u (x) + t('(x)jp � ju (x)jp

=
�
p ju (x) + �('(x)jp�2 (u(x) + �('(x)) (' (x))

�
(t� 0)

Par suit

lim
t!0

1

t

�
1

p

Z
Rn
ju (x) + t'(x)jp dx� 1

p

Z
Rn
ju(x)jp dx

�
= lim

�!0

Z
Rn
ju (x) + �('(x)jp�2 (u(x) + �('(x)) (' (x)) dx

A la limite on obtient

=

Z



ju(x)jp�2 u(x)'(x)dx:

Par cons�equent D
H

0
(u) ; '

E
=

Z



jujp�2 u'dx:
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En�n H est Gateaux di��erentiable. En plus, on pose h est une forme lin�eaire et

continue

h : W s;p
0 (
)! R;

Et

'! h (') =

Z



ju(x)jp�2 u(x)'(x)dx:

On v�eri�e qu'elle est continue: soient u et ' 2 W s;p
0 (
) on a

jh (')j =
����Z



ju(x)jp�2 u(x)'(x)dx
���� :

On obtient

�
Z



ju(x)jp�2 ju(x)j j'(x)j dx;

Et par suit

�
Z



ju (x)jp�1 j' (x)j dx;

On utilis�e le th�eor�eme de Holder on trouve

�
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p0
�Z




j' (x)jp dx
� 1

p

;

Par cons�equent

� kuk
p
p0

W s;p
0 (
)

k'kW s;p
0 (
) ;

Donc

� C kuk
p
p0

W s;p
0 (
)

k'kW s;p
0 (
) :

On conclut H 0 est continue. On �etude la lin�eairit�e de H 0: soient ' et ! 2 W s;p
0 (
) et

� 2 R on a: D
H

0
(u) ; �'+ !

E
=

Z



jujp�2 u(�'+ !)dx;

Par suit

=

Z



jujp�2 u�'dx+
Z



jujp�2 u!dx;
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On obtient

= �

Z



jujp�2 u'dx+
Z



jujp�2 u!dx;

Par cons�equent

�
D
H

0
(u) ; '

E
+
D
H

0
(u) ; !

E
:

On conclut H 0 est lin�eaire. Alors, H est di��erentiable.

Preuve: D'apr�es le th�eor�eme (3; 1) on remarque

inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx = inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

On va comence de la montrer que on a

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx :

En e�et

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

(3.5)

car n
u 2 W s;p

0 (
) ; kukLp(
) = 1
o
� fu 2 W s;p

0 (
)� f0gg :

D'autre part, soit u 2 W s;p
0 (
) on pose

' =
u

kukLp(
)
2 W s;p

0 (
) ; kukLp(
) = 1

Et par suit

u(x)� u(y) = kukLp(
) ('(x)� '(y))
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Remplacer dans (3; 3) on trouve

R
Rn
R
Rn

kukp
Lp(
)

j'(x)�'(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx

=

Z
Rn

Z
Rn

j' (x)� ' (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

Donc
kukp

W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
= k'kp

W s;p
0 (
)

� inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

D'ou

inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

(3.6)

D'apr�es (3:5) et (3:6) on conclut

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
= inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

:

D'autre part, on va montrer l'existence de minimum dans ce th�eor�eme par la m�ethode

direct de minimisation: soit u 2 W s;p
0 (
) on a

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)

D'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e

9C > 0, kukpLp(
) � C kuk
p
W s;p
0 (
)

Soit (un)n2N est une suite minimisante, telle que:

8n 2 N;9un : �1 �
kukp

W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
< �1 +

1

n
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Alors
kukp

W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
! �1

Avec

kukp
W s;p
0 (
)

! �1 et kukpLp(
) ! 1

On conclut, (un)n2N est une suite born�e dansW
s;p
0 (
) ; donc il existe un sous suite

(un)n2Net u 2 W
s;p
0 (
) telle que:

un * u faiblement dans W s;p
0 (
)

On obtient

kukp
W s;p
0 (
)

� lim
n!+1

inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

= �1:

D'ou

kukp
W s;p
0 (
)

= �1

Par cons�equent, le minimum est existe.

Th�eor�eme (3; 1):

D'apr�es le th�eor�eme (3; 1) on remarque

inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx = inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

On va comence de la montrer que on a

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx :

En e�et

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

(3.5)
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car n
u 2 W s;p

0 (
) ; kukLp(
) = 1
o
� fu 2 W s;p

0 (
)� f0gg :

D'autre part, soit u 2 W s;p
0 (
) on pose

' =
u

kukLp(
)
2 W s;p

0 (
) ; kukLp(
) = 1

Et par suit

u(x)� u(y) = kukLp(
) ('(x)� '(y))

Remplacer dans (3; 3)on trouve

R
Rn
R
Rn

kukp
Lp(
)

j'(x)�'(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


jujp dx

=

Z
Rn

Z
Rn

j' (x)� ' (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

Donc
kukp

W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
= k'kp

W s;p
0 (
)

� inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

D'ou

inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

(3.6)

D'apr�es (3:5) et (3:6) on conclut

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
= inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

:

D'autre part, on va montrer l'existence de minimum dans ce th�eor�eme par la m�ethode
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direct de minimisation: soit u 2 W s;p
0 (
) on a

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
:

D'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e

9C > 0, kukpLp(
) � C kuk
p
W s;p
0 (
)

:

Soit (un)n2N est une suite minimisante, telle que:8n 2 N; 9un :

�1 �
kukp

W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
< �1 +

1

n

Alors
kukp

W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
! �1

Avec

kukp
W s;p
0 (
)

! �1 et kukpLp(
) ! 1

On conclut, (un)n2N est une suite born�e dansW
s;p
0 (
) ; donc il existe un sous suite

(un)n2Net u 2 W
s;p
0 (
) telle que:

un * u faiblement dans W s;p
0 (
)

On obtient

kukp
W s;p
0 (
)

� lim
n!+1

inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

= �1

D'ou

kukp
W s;p
0 (
)

= �1

Par cons�equent, le minimum est existe. D'autre part on va montrer que u est un solution:
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on a les fonction G et H sont di��erentiables telle que:

G (u) =
1

p

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

Et

H (u) =
1

p

Z



jujp dx:

Et on d�e�nie la fonction F

F : W s;p
0 (
)! R;

Par

F (u) =
G(u)

H(u)
:

Avec

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g
F (u):

Alors F est di��erentiable et:

D
F

0
(u) ; '

E
=

1

K(u)

�
H (u)

D
G

0
(u) ; '

E
�G(u)

D
H

0
(u) ; '

E�
:

Comme u est un point minimum de F si seulement si F
0
(u) = 0, implique que

H (u)
D
G

0
(u) ; '

E
�G(u)

D
H

0
(u) ; '

E
= 0;

Et par suit D
G

0
(u) ; '

E
=
G(u)

H (u)

D
H

0
(u) ; '

E
= �1

D
H

0
(u) ; '

E
:

Finalement u est un solution faible de (3:2):
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3.3 R�egularit�e de la fonction propre:

Lemme 3.1 Soient (vn)une suite r�eel telle que vn > 0, vn+1 � Cnv1+�n avec � > 0 et Cn

est un constant, alors:

lim
n!+1

vn = 0 si v0 est assez petit.

Preuve: On a

vn � Cn�1v1+�n�1 :

Par suit

v1+�n�1 � C(n�2)(1+�)v
(1+�)2

n�2 ;

D'ou

v
(1+�)2

n�2 � C(n�3)(1+�)
2

v
(1+�)3

n�3 ;

On obtient

v
(1+�)n�1

1 � C0�(1+�)
n�1
v
(1+�)n

0 :

Par multiplication, on a

vn � CSnv(1+�)
n

0 :

Avec

Sn = (n� 1) + (n� 2) (1 + �) + (n� 3) (1 + �)2 + :::+ (1 + �)n�2 ;

Donc

Sn =
(1 + �)n

�2
:

On e�et

vn � C
(1+�)n

�2 v
(1+�)n

0 =
�
C

1
�2 v0

�(1+�)n
:

Alors

vn converge vers 0 si C
1
�2 v0 < 1:
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Par conclut

v0 < C
�1
�2 :

Lemme 3.2 Si ku+kLP � � alors ku+kL1 � 1; pour certain � > 0:

Preuve: Soient k > 0 et wk 2 W s;p
0 (
), on d�e�nie la fonction wk comme suit:

wk (x) = (u (x)� (1� 2�k)):

Avec

wk = 0 p.p dans 
:

On e�et l'in�egalit�e suivant

wk+1 (x) � wk (x) dans 
: (3.7)

Et

u (x) < (2k+1 � 1)wk (x) pour x 2 fwk+1 > 0g : (3.8)

On v�eri�e cette in�egalit�e on a

(2k+1 � 1)wk (x) = (2k+1 � 1)(u (x)� (1� 2�k))

D'ou

� (2k+1 � 1)(u (x)� ( 1� 2�k
1� 2�(k+1) :u(x)))

Par suit

= u (x) (2k+1 � 1)(1� ( 1� 2�k
1� 2�(k+1) ));

On obtient

= u (x) :
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D'autre part on va montrer l'inclusion suivant:

fwk+1 > 0g �
�
wk > 2

�(k+1)	 (3.9)

On v�eri�e cette inclusion: soit x 2 fwk+1 > 0g alors

u (x) > 1� 2�k:

D'apr�es (3:8) on a

u (x) < (2k+1 � 1)wk (x) :

Donc

1� 2�k < (2k+1 � 1)wk (x) ;

Implique

wk (x) >
1� 2�k
(2k+1 � 1) :

On obtient

=
2�(k+1)(2k+1 � 1)
(2k+1 � 1) = 2�(k+1):

Donc

wk > 2
�(k+1):

Par cons�equent

x 2
�
wk > 2

�(k+1)	 :
Si v 2 W s;p

0 (
), alors

I = jv (x)� v (y)jp�2
�
v+ (x)� v+ (y)

�
((v(x)� (v(y))) �

��v+ (x)� v+ (y)��P :
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On v�eri�er cette in�egalit�e:

Si x 2 fv > 0g et y 2 fv < 0g alors

I = jv (x)� v (y)jp�2
�
v+ (x)� v+ (y)

�
((v(x)� (v(y))) >

��v+ (x)� v+ (y)��P :
Si x 2 fv < 0g et y 2 fv < 0g alors

I = jv (x)� v (y)jp�2
�
v+ (x)� v+ (y)

�
((v(x)� (v(y))) =

��v+ (x)� v+ (y)��P :
Si x 2 fv > 0g et y 2 fv > 0g alors

I = jv (x)� v (y)jp�2
�
v+ (x)� v+ (y)

�
((v(x)� (v(y))) =

��v+ (x)� v+ (y)��P :
On conclut

I = jv (x)� v (y)jp�2
�
v+ (x)� v+ (y)

�
((v(x)� (v(y))) �

��v+ (x)� v+ (y)��P :
On pose v+ = wk+1 et v = u�

�
1� 2�(k+1)

�
on obtient

kwk+1kpW s;p
0 (
)

=

Z
Rn

Z
Rn

jwk+1 (x)� wk+1 (y)jp

jx� yjns+p
dxdy;

D'ou

�
Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp�2 (u (x)� u (y)) (wk+1 (x)� wk+1 (y))
jx� yjn+sp

dxdy;

Par suit

= �

Z



ju (x)jp�2 (u (x)) (wk+1 (x)) dx = �
Z
fwk+1>0g

ju (x)jp�2 u (x)wk+1 (x) dx:

D'apr�es(3:8) on obtient

� �(2k+1 � 1)p�1
Z
fwk+1>0g

(wk (x))
p�1wk+1 (x) dx;
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D'apr�es(3:7) on trouve

� �(2k+1 � 1)p�1
Z
fwk+1>0g

(wk (x))
p dx;

On conclut

� �(2k+1 � 1)p�1Uk:

Donc

Uk = kwkkpLp(
) =
Z
fwk>0g

(wk (x))
p dx:

Et

kwk+1kpW s;p
0 (
)

� �(2k+1 � 1)p�1Uk: (3.10)

D'autre part, on a

Uk+1 = kwk+1kpLp(
) ;

=

Z
fwk+1>0g

wk+1(x)
pdx;

D'apr�es l'in�egalit�e de Holder

�
 Z

fwk+1>0g
wk+1(x)

�pdx

! 1
�
 Z

fwk+1>0g
1�dx

! 1
�

;

On pose

�p = p� ) � =
p�

p
et � =

n

sp
:

On obtient

Uk+1 �
 Z

fwk+1>0g
wk+1(x)

p�dx

! p
p�

jfwk+1 > 0gj
sp
n ;

Et d'apr�es la th�eor�eme d'injection de Sobolev W s;p
0 (
) ,! Lp

�
(
) ; on a

Uk+1 � C kwk+1kpW s;p
0 (
)

jfwk+1 > 0gj
sp
n : (3.11)
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Et de plus

jfwk+1 > 0gj �
���wk > 2�(k+1)	�� � 2p(k+1)Uk; (3.12)

On montrer cette in�egat�e.

D'apr�es(3:9) ; on a

jfwk+1 > 0gj �
���wk > 2�(k+1)	�� :

D'autre part on a

Uk =

Z
fwk+1>0g

wk(x)
pdx:

Et

=

Z
fwk+1>2�(k+1)g

wk(x)
pdx+

Z
fwk+1<2�(k+1)g

wk(x)
pdx;

Par suit

�
Z
fwk+1>2�(k+1)g

wk(x)
pdx;

D'ou

�
Z
fwk+1>2�(k+1)g

2�(k+1)pdx;

On obtient

= 2�(k+1)p
���wk+1 > 2�(k+1)	�� :

On conclut ���wk+1 > 2�(k+1)	�� � 2(k+1)pUk:
On remplace dans (3:10) et (3:12) dans (3:11) on trouve

Uk+1 � �C
�
2(k+1)pUk

�
;

D'ou

Uk+1 � CkU
1+ sp

n
k :
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Avec

Ck =

�
�
1
kC

1
k 2

(k+1)p+
sp
n

k

�k
:

Donc

lim
k!1

Uk = 0:

D'apr�es le lemme(3:1), on a



u+

p
LP
= U0 � C

�1
�2 = �p:

Avec � = sp
n
:

On a

lim
k!1

Uk = lim
k!1

kwkkpLP = 0:

Par cons�equent

lim
k!1

wk = 0: (3.13)

D'autre part on a

si k ! 1 alors wk ! (u� 1)+ p.p et wk � u+ 2 LP , d'apr�es th�eor�eme de convergence

domin�ee on a

lim
k!1

wk = (u� 1)+ dans LP : (3.14)

D'apr�es (3:13) et (3:14) on trouve

(u� 1)+ = 0 ) u � 1;

D'ou

u+ � 1:

Donc 

u+


L1(
)

� 1:
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Par cons�equent

Si


u+



LP
� �alors



u+


L1
� 1:

Lemme 3.3 Soient s 2 (0; 1) et p > 1, et u 2 W s;p
0 (
) est une solution de (3:1), alors

u 2 L1 (Rn) :

Preuve: On distingue deux cas suivant:

Si sp > n :

alors d'apr�es l'injection de Sobolev on a u 2 L1 (Rn) (�evident):

Si sp � n :

On montrer que la partie positive de u+ 2 L1 (Rn):



u+


LP (
)

� � car kukLP (
) = �:

Par suit 



12u+





LP (
)

� �

2
< �

D'apr�es le lemme pr�ec�edent 



12u+





L1(
)

� 1

On obtient 

u+


L1(
)

� 2 <1 .

On conclut u+ 2 L1 (Rn) :

On applique la propri�et�e (�u)+ = u� pour d�eduire u� 2 L1 (Rn) :

On trouve

u+ 2 L1 (Rn) :

On pose

u+ = (�u)+ 2 L1 (Rn) :
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Et puis que

(�u)+ = u�

Donc par cons�equent

u� 2 L1 (Rn)

Puis que u s'�ecrit comme suit

u = u+ � u�:

Alors on conclut que u 2 L1 (Rn) :

3.4 Propri�et�e de la premi�ere fonction propre:

3.4.1 Positivit�e

Dans cette section on va montrer que la fonction propre qui associ�ee �a la premi�ere valeur

propre est de signe constante.

Lemme 3.4 Soient s 2 (0; 1) et p > 1, et u; v 2 W s;p
0 (
) telle que u; v 6= 0; on consid�ere

la fonction �t d�e�nie par:

�t(x) = ((1� t)vp(x) + tup(x))
1
p ; 80 � t � 1:

Alors

Z
Rn

Z
Rn

j�t (x)� �t (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � (1� t)

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

+t

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy; 80 � t � 1:

Preuve: Soient u; v 2 W s;p
0 (
), on a la norme k:kLpdans R2 comme suit:

�t =



t 1pu(x); (1� t) 1pv(x)




LP
;
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Et d'apr�es l'in�egalit�e de trianglaire on a

k�kLP � k�kLP � k�� �kLP :

On pose

� = t
1
pu(x) + (1� t)

1
pv(x);

Et

� = t
1
pu(y) + (1� t)

1
pv(y):

On obtient

���(tup(x) + (1� t)vp(x)) 1p � (tup(y) + (1� t)vp(y)) 1p ���
� (t(u(x)� u(y))p + (1� t)(v(x)� v(y))p)

1
p :

Donc

j�t (x)� �t (y)jp � (t(u(x)� u(y))p + (1� t)(v(x)� v(y))p)
1
p :

Par suit, on multiplie cette in�egalit�e par 1
jx�yjn+sp ; et int�egr�e sur R

n � Rn, on trouve:

Z
Rn

Z
Rn

j�t (x)� �t (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � (1� t)

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

+t

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

Th�eor�eme 3.4 Soient s 2 (0; 1) et p > 1, et v 2 W s;p
0 (
) est une solution de (3:2),

alors v > 0 dans 
: Alors

� = �1:
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Preuve: On suppose que v 2 W s;p
0 (
) est une solution strictement positive de (3:2):

Soit u 2 W s;p
0 (
) une solution de probl�eme minimum

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

On pose

u� = u+ � et v� = v + �:

Soit x 2 
 on a

��t(x) = ((1� t)vp� (x) + tup�(x))
1
p ; 80 � t � 1:

Par suit on a d'apr�es lemme(3:3)

Z
Rn

Z
Rn

j��t (x)� ��t (y)j
p

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� (1� t)
Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy + t

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

�
Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy; 80 � t � 1:

On obtient

� t
�Z

Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

�
; 80 � t � 1:

Par cons�equent

Z
Rn

Z
Rn

j��t (x)� ��t (y)j
p

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � t (�1 � �) : (3.15)

D'autre part on a, soit � > 0 d'apr�es la convexit�e de la fonction jxjp on a l'in�egalit�e

suivant

jxjp � jyjp � p jyjp�2 y (x� y) :
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En e�et Z
Rn

Z
Rn

j��t (x)� ��t (y)j
p

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy �

p

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp�2 (v (x)� v (y))
jx� yjn+sp

dxdy (��t (x)� ��t (y)� (v (x)� v (y))) : (3.16)

Pour u; v 2 W s;p
0 (
) la fonction ��t 2 W

s;p
0 (
), on pose ' = ��t � v� une fonction test, on

trouve

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp�2 (v (x)� v (y))
jx� yjn+sp

dxdy (��t (x)� ��t (y)� (v� (x)� v� (y)))

= �

Z



v(z)p�1 (��t (z)� v� (z)) dz:

Puis que (v� (x)� v� (y)) = (v (x)� v (y)) ; donc

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp�2 (v (x)� v (y))
jx� yjn+sp

dxdy (��t (x)� ��t (y)� (v� (x)� v� (y)))(3.17)

= �

Z



v(z)p�1 (��t (z)� v (z)) dz:

Alors, d'apr�es (3:15) et(3:16) et(3:17) ; on trouve

p�

Z



v(z)p�1 (��t (z)� v (z)) dz � t (�1 � �) ;

D'ou

p�

Z



v(z)p�1
(��t (z)� v (z))

t
dz � (�1 � �) :

On pose

ft (z) = p�v(z)
p�1 (�

�
t (z)� v (z))

t
:

Donc

lim
t!0

p�v(z)p�1
((1� t)vp� (z) + tup�(z))

1
p � v (z)

t
;
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Par suit

= lim
t!0

p�v(z)p�1
(vp� (z) + t(u

p
�(z)� vp� (z)))

1
p � v (z)

t
;

En e�et

= lim
t!0

p�v(z)p�1
(vp� (z) + t(u

p
�(z)� vp� (z))

1
p � v (z)

t(up�(z)� vp� (z))
(up�(z)� vp� (z)):

On obtient

= �v(z)p�1 (v�(x)
p)

1
p
�1 (up�(x)� vp� (x)):

D'ou

= �v(z)p�1
�
v�(z)

1�p� (up�(z)� vp� (z)):
On conclut

= �

�
v(z)

v�(z)

�p�1
(up�(z)� vp� (z)):

D'autr part on a

jft (z)j � p�
��v(z)p�1�� �����((1� t)vp� (z) + tup�(z))

1
p � v (z)

t

����� :
D'ou

= p�
��v(z)p�1�� �����(vp� (z) + t(up�(z)� vp� (z)))

1
p � (v (z)p)

1
p

t

����� :
On pose

' (t) = (vp� (z) + t(u
p
�(z)� vp� (z)))

1
p :

Donc

'0 (t) =
1

p
(up�(z)� vp� (z))(vp� (z) + t(up�(z)� vp� (z)))

1
p
�1:

On applique la th�eor�eme de accroissement �nis, il existe un nombre � telle que (0 <

� < jtj) qui v�eri�ant:
' (t)� ' (0)

t� 0 = '0 (t) :

56



En e�et

(vp� (z) + t(u
p
�(z)� vp� (z)))

1
p � (v (z)p)

1
p

t
=
1

p
(up�(z)� vp� (z))(vp� (z) + �(up�(z)� vp� (z)))

1
p
�1:

Par suit

jft (z)j � p�
��v(z)p�1�� �����((1� t)vp� (z) + tup�(z))

1
p � v (z)

t

�����
On obtient

� �
��v(z)p�1�� ���(up�(z)� vp� (z))(vp� (z) + �(up�(z)� vp� (z))) 1p�1��� :

Et

� C�
��v(z)p�1�� jup�(z) + vp� (z)j ��u1�p� (z) + v1�p� (z)

�� :
Par cons�equent

� C�
���� v(z)v�(z)

����p�1 jup�(z) + vp� (z)j+ ���� v(z)v�(z)

����p�1 jup�(z) + vp� (z)j 2 L1 (
) :
D'apr�es la th�eor�eme de la convergece domin�ee de Lebesgue, on obtient

lim
t!0

Z



p�v(z)p�1
(��t (z)� v (z))

t
dz =

Z



�

�
v(z)

v�(z)

�p�1
(up�(z)� vp� (z)):

On conclut Z



�

�
v(z)

v�(z)

�p�1
(up�(z)� vp� (z))dz � (�1 � �) :

Pour � assez petit, alors

lim
�!0

�

�
v(z)

v(z) + �

�p�1
((up(z) + �)� (vp(z) + �)) = �(up(z)� vp(z)):
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Et d'autre part on a�����
�

v(z)

v(z) + �

�p�1
((up(z) + �)� (vp(z) + �))

����� �
���� v(z)

v(z) + �

����p�1 j(up(z) + �)� (vp(z) + �))j :
On obtient

� 1� jC (up(z) + �) + C (vp(z) + �))j :

Par cons�equent

� C j(up(z) + vp(z) + 2j 2 L1 (
) :

D'apr�es la th�eor�eme de la convergece domin�ee de Lebesgue, on obtient

lim
�!0

Z



�
v(z)

v�(z)

�p�1
((up(z) + �)� (vp(z) + �)) =

Z



(up(z)� vp(z))

= 0:

On obtient

0 � (�1 � �) :

D'ou

� � �1:

D'autre part, car �1 est plus petit valeur propre, on a

�1 � �:

On conclut

� = �1:
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3.4.2 Simplicit�e

Th�eor�eme 3.5 Soient s 2 (0; 1) et p > 1; alors la premi�ere valeur propre �1est simple,

c'est-�a-dire u; v 2 W s;p
0 (
) deux fonction propres associ�ees �a �1 alors u = �v pour certin

constante �:

Preuve: Soient u; v 2 W s;p
0 (
) deux fonction propres associ�ees �a �1, avec u; v > 0:

D'apr�es le lemme (3:3) on a la fonction �t d�e�nie par:

�t(x) = ((1� t)vp(x) + tup(x))
1
p ; 80 � t � 1:

De plus

Z
Rn

Z
Rn

j�t (x)� �t (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � (1� t)

Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

+t

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy; 80 � t � 1:

D'autre part on a

(1�t)
Z
Rn

Z
Rn

jv (x)� v (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy+t

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy = (1�t)�1+t�1 = �1:

Et d'apr�es la d�e�nition de �1; on aZ
Rn

Z
Rn

j�t (x)� �t (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy = �1:

On obtient

u(x)v(y) = v(x)u(y):

par cons�equent
u(x)

v(x)
=
u(y)

v(y)
= �.
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Avec � un constante.

En�n

u = �v:
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Chapitre 4

Les Outils de calculs

Th�eor�eme 4.1 (In�egalit�e de Holder)

Soient f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
) avec 1 � p � 1:

Alors

f; g 2 L1 (
) et
Z



jfgj � kfkLp(
) kgkLq(
) :

avec
1

p
+
1

q
= 1:

Th�eor�eme 4.2 (In�egalit�e de Poincar�e)

Soient 
 un ouvert born�e de Rn; s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ alors: il existe C > 0 tel

que

kukLp(
) � C kukW s;p
0 (
) , 8u 2 W s;p

0 (
):

Th�eor�eme 4.3 (In�egalit�e de Young)

Soient a et b deux r�eels positifs, et p et q des r�eels strictement positifs v�eri�ant:

1

p
+
1

q
= 1:
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Alors on a:

ab � 1

p
ap +

1

q
bq:

Th�eor�eme 4.4 ( Fubini)

Soient 
1 et 
2 des ouverts de RN

On suppose que f 2 L1 (
1 � 
2) ,pour presque tout x 2 
1

f(x; y) 2 L1y (
2) et
Z

2

f(x; y)dy 2 L1x (
1)

De meme, pour presque tout y 2 
2

f(x; y) 2 L1x (
1) et
Z

1

f(x; y)dx 2 L1y (
2)

De plus on a

Z

1

dx

Z

2

f(x; y)dy =

Z

2

dy

Z

1

f(x; y)dx =

Z Z

1�
2

f(x; y)dxdy:

Th�eor�eme 4.5 (Th�eor�eme de Minkowski)

Soient (
; A; �) un espace mesur�e, p 2 [1;+1[ et deux fonctions f; g 2 Lp (
). Alors:

kf + gkp � kfkp + kgkp :

C'est-�a-dire

�Z



jf + gjp d�
� 1

p

�
�Z




jf jp d�
� 1

p

+

�Z



jgjp d�
� 1

p

:

Th�eor�eme 4.6 (Th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue)

Soit (fn) une suite de fonctions de L
1 (
) :

On suppose que:
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1- fn (X)! f(x) p.p sur 
:

2- Il existe une fonction g 2 L1 (
) telle que pour chaque n, fn (X) � g(x) p.p sur 
:

Alors

f 2 L1 (
) et kfn � fkL1(
) ! 0:

Th�eor�eme 4.7 (lemme de Fatou)

Soit (fn) une suite des fonctions de L
1 (
) telle que:

1-Pour chaque fn(x) � 0 p.p sur
:

2-sup
R


fn(x) < +1:

Pour chaque x 2 
 on pose

f(x) = lim
n!+1

inf

Z



fn(x)dx:

Alors f 2 L1(
) et:

Z



f(x)dx � lim
n!+1

inf

Z



fn(x)dx:

4.1 Conclusion g�en�erale

L'�etude des �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques de type fractionnaire est l'un

des sujets tr�es riche et important qui s'est d�evelopp�e dans ces derni�eres ann�ees car il

repr�esente un ph�enom�ene en physique, en biologie, et en m�ecanique etc.

Dans ce m�emoire, j'ai �etudi�e le probl�eme aux valeurs propres pour l'op�erateur p-

Laplacien de type fractionnaire et j'ai obtenu des r�esultats:

-Existence de la premi�ere valeur propre

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:
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-R�egularit�e de la fonction propre.

- Les propri�et�es de la premi�ere fonction propre sont la positivit�e et la simplicit�e.

Avec de ces solutions, il y a des solutions faibles pour l'utilit�e de la th�eorie varia-

tionelle.

En plus malgr�e la courte p�eriode et le manque de sources li�ees �a ce sujet. Ce travail

est consid�er�e comme une premi�ere �etape pour moi, et j'esp�ere continuer �a l'�etudier dans

l'avenir en tant que future doctorante.

Et mes conseils pour chaque �etudiant qui �a voulu compl�eter l'�etude de ce travail, doit

avoir des concepts sur les �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques classiques et son

�etude d'un groupe de livre comme livre de la th�eorie des points critiques de Kavian, a�n

de b�en�e�cier, et d�evelopper le sujet sur le cas o�u d'un autre cas comme les �equations

aux d�eriv�ees partielles elliptiques non lin�eaires de type fractionnaire, et chercher des

r�esolutions pour ce probl�eme.

En �n de compte, j'esp�ere que mon travail sera acceptable, et tous mes remerciements

�a mon professeur TAHRI Kamel pour ses e�orts qu'il a fait pour nous et pour son aide

dans ce travail.
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Résumé :  

Dans ce  mémoire, nous avons  définie l’espace de 

Sobolev de type fractionnaire,  l’opérateur Laplacien 

fractionnaire et  P-Laplacien fractionnaire et leurs 

propriétés, et nous avons étudié le problème de valeur 

propre pour l’opérateur P-Laplacien fractionnaire qui 

définie comme suit :  

{
(−Δ)p

s u = λ|u|p−2u      dans  Ω

u = 0                                 sur ∂Ω.
                        

Avec Ω est un ouvert borné de ℝN,  s∈(0,1) et p∈ [1, +∞ 

[, et montrons l’existence de la première valeur propre, 

régularité de la fonction propre et les propriétés de la 

première fonction propre sont la positivité et la 

simplicité. 

Mots-Clés : 

Espace de Sobolev de type fractionnaire, L’opérateur 

Laplacien fractionnaire, L’opérateur P-Laplacien  

fractionnaire, Equation aux dérivées partielles 

elliptiques linéaires.  

 

Abstract : 

 

In this memoir, we  defined the fractional space of 



Sobolev, the fractional Laplacian operator and the 

fractional P-Laplacian operator and their properties 

 , and we studied the eigenvalue problem for the 

fractional P-Laplacian operator which defines as 

follows: 

{
(−𝛥)𝑝

𝑠 𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝−2𝑢      𝑑𝑎𝑛𝑠  𝛺

𝑢 = 0                                 𝑠𝑢𝑟 𝜕𝛺.
                        

With Ω is a bounded open set of ℝN, s∈ (0, 1) and p∈ 

[1, +∞ [, and let us show the existence of the first 

eigenvalue, regularity of the eigenfunction and the 

properties of the first eigenfunction are positivity and 

simplicity. 

 

Keywords: 

Fractional Sobolev space, Fractional Laplacian operator, 

Fractional P-Laplacian operator, Linear elliptical partial 

differential equation. 

 

 
 

 :خصمل 

فضاء  في هذه المذكرة ، قمنا بتعريف

لابلاس الكسري  بوليف الكسري ، والمؤثروس

الكسري وخصائصهما ،  لابلاس-والمؤثر ب، 

-المؤثر بشكلة القيمة الذاتية رسنا مود

الكسري والذي تم تعريفه على النحو لابلاس 

 التالي:



{
(−𝛥)𝑝

𝑠 𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝−2𝑢      𝑑𝑎𝑛𝑠  𝛺

𝑢 = 0                                 𝑠𝑢𝑟 𝜕𝛺.
                        

 ،ℝN هي مجموعة مفتوحة محدودة من Ω حيث

s∈(0, 1) و ,p∈ [1, +∞ [ وجود أول قيمة ونظهر

وانتظام الوظيفة الذاتية وخصائص ، ذاتية

الوظيفة الذاتية الأولى هي الإيجابية 

 والبساطة.

 

 الكلمات المفتاحية :

فضاء سوبوليف الكسري ، والمؤثر لابلاس 

لابلاس الكسري ، -والمؤثر ب الكسري  ،

 .عادلة مشتقة جزئية خطيةم

 

 

 


