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Inroduction générale

Dans ce mémoire, on est intéressé à étudier les équations différentielles stochastiques (EDS
en abrégé). Elles ont été introduites pour la première fois en 1946 par Kiyoshi Itô pour
étudier les trajectoires des processus de diffusion.

L’histoire du mouvement brownien commence en 1828 avec les observations du naturaliste bota-
nique Robert Brown. Brown d écrit le mouvement trés d ésordonné, caractérisé par d’incéssants
changements de directions, de fines particules de pollen en suspension dans l’eau.

C’est en 1905 qu’Albert Einstein franchit une étape importante. Einstein détermine de manière
rigoureuse, sous des hypothèses mathématiques précises, la densité de la loi de la position à un
instant donné d’une particule se déplaçant selon un mouvement brownien. Sa méthode répose
sur des considérations de mécanique statistique qui le conduisent à l’ équation de la chaleur puis
à la densité gaussienne, solution de cette équation.

Les équations différentielles servent à décrire des phénomènes physiques très variés. Cependant,
dans de nombreuses situations les phénomènes observés ne suivent que grossièrement les trajec-
toires des équations qui semblent devoir leur correspondre.

Ce document est composé de cinq chapitres.

Le premier chapitre, est introductif contient des préliminaires nécessaires pour la bonne com-
préhension de ce manuscrit , des rappels concernant notions de base sur calcul probabilité, une
base théorique du calcul probabilité nécessaire pour le développement des chapitres qui suivent
et la variable aléatoire est aussi présenté dans cette partie comme outil essentiel permettant de
prouver l’existence et l’unicité de la solution de notre problème.

Le deuxième chapitre, est consacré à l’étude de quelques notions de calcul stochastique,Martingale,
la définition d’un mouvement brownien où nous énumérerons ses différents propriétés, le pont
Brownien , uniformément Höldernienne continue , Théorème de continuité de Kolmogorov qui
nous serons utiles tout au long de ce travail.

Le troixième chapitre, nous présentons les équations différentielles ordinaires,l’existence et l’uni-
cité de solution, le théorème de Cauchy-Lipschitz et solution du problème de Cauchy, lemme de
gronwall et les différentes types des équations différentielles ordinaires et ces méthodes des réso-
lutions.

Le quatrième chapitre, est réservé aux notions fondamentales sur les équations différentielles
stochastiques et les différents théorèmes reliés aux questions d’existence et d’unicité des solu-
tions des EDS.

Finalement,Le cinquième chapitre, nous présonterons l’application mathématiques financières,
la modélisations probabiliste du marché, les méthodes et graphes de simulation de modèle de
Black-scholes.
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Ensuite nous avons pris la simulation de la valeur de prime avec les deux modèles étudiés pour
les options de type européen avec méthode exacte et l’autre approché et la comparaison entre eux
dans la décision.
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Chapitre 1

Les Notions générales et
définitions

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats de calcul probabilité, on va introduire les
définitions et les notions de base qui nous avons besoin dans ce qui suit.

11 Espace de Probabilité

[9] Une expérience aléatoire est une expérience pouvant conduire à plusieurs ré-
sultats possibles. Formellement, une expérience aléatoire se décrit par la donnée de
l’ensemble Ω des résultats possibles. L’ensemble Ω est appelé l’univers ou l’espace
des états.

Définition
1 .1

[9] Un événement aléatoire est un événement dont la réalisation dépend du résultat
de l’expérience. Formellement, un événement aléatoire se décrit comme un sous-
ensemble de Ω.

Définition
1 .2

Pour un résultat donné ω ∈ Ω, si ω ∈ A, on dit que l’événement A a été réalisé.
espace [9] L’état Ω est aussi appelé un événement déterministe : il est réalisé quel
que soit le résultat. L’ensemble vide aussi appelé événement impossible : il ne se
matérialisera jamais.

Définition
1 .3

Soit Ω, un ensemble. On appelle tribu (ou σ -algèbre) sur Ω, un ensemble F de
parties de Ω, qui vérifie :

1 ∅ ∈ F .

2 ∀A ∈ F ⇒ Ac ∈ F .

3 ∀A1,A2, · · · ∈ F ⇒
∞⋃
i=1
Ai ∈ F .

Autrement dit, une tribu est stable par passage au complémentaire et stable par
union dénombrable.

Définition
1 .4
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[9] L’intersection de deux est une tribu.[9] L’intersection de deux est une tribu.
Lemme

On appelle " espace mesurable Le couple (Ω,F ) où les éléments de F sont appelés des événements
ou des ensembles mesurables".
On appelle " espace mesurable Le couple (Ω,F ) où les éléments de F sont appelés des événements
ou des ensembles mesurables".

Remarque

[9] Soit C une collection d’ensembles sur Ω. L’intersection de toutes les tribus sur Ω
contenant C est une tribu sur Ω. On la note σ (C) et on l’appelle la tribu engendrée
par C sur Ω.

Théorème
1 .1

La tribu borélienne sur Ω est la tribu engendrée par les ouverts C, c’est-à-dire la
plus petite tribu contenant tous les ouverts, et est notée Ω(C), si Ω = R

n alors Ω(C) =
B(Rn), les éléments de ce tribu sont appelés les boréliennes.

Définition
1 .5

Soit (X, A) un espace mesurable. Une mesure sur X est une application µ : A→ [0,∞]
vérifiant les propriétés suivantes :

1 µ(∅) = 0 , µ(Ω) = 1.

2 Si α1,α2, · · · ∈ F et {αi}∞i=1 sont disjionts (i.eαi
⋂
αj = ∅,∀i , j) Alors,

µ
( ∞⋃
i=1

αi

)
=
∞∑
i=1

µαi .

Définition
1 .6

• Espace de probabilité se compose de (Ω,F ,P) .

• P(α) probabilité d’occurrence de α.

• Si P(α) = 1, alors on dit que α se matérialise avec probabilité 1, ou α se matérialise presque
certainement (ps).

• Espace de probabilité se compose de (Ω,F ,P) .

• P(α) probabilité d’occurrence de α.

• Si P(α) = 1, alors on dit que α se matérialise avec probabilité 1, ou α se matérialise presque
certainement (ps).

Remarque

pour un espace mesuré (X,A,µ), une partie de X est dit négligiable si elle est conte-
nue dans une partie mesurable de mesure nulle.

Définition
1 .7

On dit que l’espace (X,A,µ) est un espace complet en tant qu’espace mesuré, si toute
partie négligiable est mesurable

Définition
1 .8

B le tribu borélien une application sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P), telque X :
(Ω,F )→ (Rn,B), on dit qu’il est F −mesurable si

X−1(B) = {ω ∈Ω : X(ω) ∈ B} ∈ F ,∀B ∈ B(Rn).

Définition
1 .9
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1 .11 .1 Variable aléatoire

[9] On rappelle qu’une variable aléatoire X sur E est une application mesurable de
Ω dans E.

Définition
1 .10

Toute variable aléatoire X induit une mesure de probabilité µX dans l’espace mesu-
rable (Rn,B(Rn)) est spécifié par

µX(B) = Pω ∈Ω : X(ω) ∈ B,B ∈ B(Rn).

et µX s’appelle la distribution de X.

Définition
1 .11

Supposons que (Ω,F ,P) est un espace de probabilité, si X est une variable aléatoire
réelle et

∫
Ω
|X(ω)|dP(ω) <∞. Puis le nombre :

E(X) :=
∫
Ω

X(ω)dP(ω) =
∫
Ω

xdµX(x),

C’est ce qu’on appelle l’espérance de X.
Dans le cas général, soit g : Rn→R

m une fonction de Borel alors

E(g(X)) =
∫
Ω

(g(X))dP(ω) =
∫
R
n
g(x)dµX(x).

Définition
1 .12

Soient deux variables aléatoires X,Y sur (Ω,F ,P) de carrée intégrable, on a

var(X) = E(X −E(X))2.

Cov(X,Y ) = E(X −E(X))(Y −E(Y )).

S’appelles respectivement la variance de X et la covariance de X et Y .

Définition
1 .13

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X à valeurs dans R (ou plus exac-
tement de sa loi) est la fonction FX , de R dans [0,1], qui à x ∈R associe :

FX = P[X ≤ x].

Définition
1 .14

Une variable aléatoire X existe dans le cas d’une fonction d’intégration de Lebesgue
positive fX comme P(X ∈ A) =

∫
A
fxdx, pour toutA ∈ B.fX est la densité (de proba-

bilité) de X.

Définition
1 .15
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Loi gaussienne : X suit une loi gaussienne (ou normale) d’espérence m et de variance
σ2, s’elle à densité

fX(x) =
1

√
2πσ

exp−
(x−m)2

2σ2 .

Exemple 1

Soit X une variable aléatoire à valeur dans (Rn,B(Rn)) Le clan créé par X est le plus
petit clan sur qui fait de X le la tribu engendrée par X est la plus petite tribu sur Ω
qui rende X est F -mesurable :

σ (X) = {α = X − 1(B),∈ B}.

Définition
1 .16

Si Xi , i ∈ I est un ensemble de variables aléatoires sur(Ω,F ,P) , alors la tribu crié
par cette famille est déterminée par :

σ (Xi , i ∈ I) = σ (Xi ∈ B, i ∈ I,B ∈ B(R)) = σ (Xi ≤ t, i ∈ I, t ∈R).

Définition
1 .17

1 .21 .2 L’espace Lp

soit X : σ →R
n une variable aléatoire et p ∈ [1,∞) une constante. Nous établissons la norme de X

dans Lp par ||X ||p tel que,

||X ||p = ||X ||Lp =
(∫

Ω

|X(ω)|pdP(ω)
) 1
p
.

Si p =∞, on a
||X ||p = ||X ||L∞ = sup{|X(ω)|,ω ∈Ω}.

On définie l’espace Lp par
Lp(Ω) = {X : Ω→R

n, ||X ||p <∞}.

L’espace Lp est un espace vectoriel normé complet, i.e espace de banach.

1 .31 .3 Indépendance

Soient A, B de F Deux événements indépendants ssi,

P(A∩B) = P(A)P(B).

Définition
1 .18

Un ensemble des événements A = {Ai , i ∈ I} ∈ F est indépendante si,

P(Ai1 ∩ · · · ∩Ain) = P(Ai1) . . .P(Ain),

Pour toutes les options possibles d’indicateurs i1, ..., in ∈ I .

Définition
1 .19

Ensemble Fi , i dans I sous-classes de F sont indépendantes si elles le sont pour
tous les choix possibles d’indices i1, , in ∈ I,

P (Ai1 ∩ · · · ∩Ain) = P(Ai1) . . .P(Ain),

pour tousAi1 ∈ Fi1, . . . ,Ain ∈ Fin.

Définition
1 .20

1111



Deux sous-tribuF1,F2de F sont indépendants si P(A1∩A2) = P(A1)P(A2) pour tous
A1 ∈ F1,A2 ∈ F2.

Exemple 2

Si les événement (α1, . . . ,αn) sont indépendants, alors l’ensemble σ (α1), . . . ,σ (αn) de
sous-tribus engendré par αi , i ∈ I est indépendante.

Proposition

La variable aléatoire X est indépendante de la sous-tribu G si la tribu HX = σ (X) et
G sont indépendants.

Définition
1 .21

Une famille de variables aléatoires {Xi , i ∈ I} est indépendante si le groupe de tribus
σ (Xi) créé par les Xi indépendants.

Définition
1 .22

Soient X : Ω→ R
n et Y : Ω→ R

m deux variables aléatoires, à savoir indépendants
si

P{ω : X(ω) ∈ A,Y (ω) ∈ B} = P{ω : X(ω) ∈ A}P{ω : Y (ω) ∈ B},

pour tous A ∈ B(Rn),B ∈ B(Rm).

Exemple 3

Si deux variables aléatoires A,B : Ω→R
n sont indépendants, et E(|A|) <∞, E(|B|) <∞. Alors :

E(AB) = E(A)E(B).

Soit αk une suite des parties sur F . Définissons la limite supérieure des ensembles par

lim sup
k→∞

αk = {ω :ω ∈ αk pour infiniment nombreux k} =
∞⋂
i=1

∞⋃
k=1

αk .

Il appartient évidemment à F . En ce qui concerne la probabilité de cela, nous avons le

Si deux variables aléatoires A,B : Ω→R
n sont indépendants, et E(|A|) <∞, E(|B|) <∞. Alors :

E(AB) = E(A)E(B).

Soit αk une suite des parties sur F . Définissons la limite supérieure des ensembles par

lim sup
k→∞

αk = {ω :ω ∈ αk pour infiniment nombreux k} =
∞⋂
i=1

∞⋃
k=1

αk .

Il appartient évidemment à F . En ce qui concerne la probabilité de cela, nous avons le

Remarque

[1]

1 Si la suite {αk} ⊂ F et
∞∑
k=1

P (αk) <∞, alors

E(lim sup
k→∞

αk) = 0.

i.e, qu’il existe une partie Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 1 et variable entier aléatoire k0 avec pour
chaque ω ∈Ω0, on a ω < αk chaque fois que k ≥ k0(ω).

2 Si la suite {αk} ⊂ F est indépendante et
∞∑
k=1

P(αk) =∞ alors P(lim sup
k→∞

αk) = 1.

i.e, qu’il existe une partie Ωθ ∈ F avec P(Ωθ) = 1 tel que pour chaque ω ∈Ωθ , il existe une
sous-suit αki telle que ω ∈ αki .

[1]

1 Si la suite {αk} ⊂ F et
∞∑
k=1

P (αk) <∞, alors

E(lim sup
k→∞

αk) = 0.

i.e, qu’il existe une partie Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 1 et variable entier aléatoire k0 avec pour
chaque ω ∈Ω0, on a ω < αk chaque fois que k ≥ k0(ω).

2 Si la suite {αk} ⊂ F est indépendante et
∞∑
k=1

P(αk) =∞ alors P(lim sup
k→∞

αk) = 1.

i.e, qu’il existe une partie Ωθ ∈ F avec P(Ωθ) = 1 tel que pour chaque ω ∈Ωθ , il existe une
sous-suit αki telle que ω ∈ αki .

Lemme
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1 .41 .4 Convergence de suites des variables aléatoires

Supposons que X, (Xn)n ∈ N est une variable et une suite de variables aléatoires à valeurs dans
R
d sur(Ω,F ,P). Il existe plusieurs types de convergence :

1 S’elle existe un ensemble Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 0 tel que pour chaque ω < Ω0, la suit
(Xn(ω))n ∈ N converge vers X(ω) au sens habituel dans R

d , alors (Xn) est dit converger
vers X presque sûrement ou avec probabilité 1, et on écrit lim

n→∞
Xn = X p.s.

2 Si pour chaque ϵ > 0

P{ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ϵ} → 0 pour n→∞.

Alors, (Xn)n ∈N converge vers X en probabilité.

3 Si X et (Xn)n ∈N appartiens Lp avec

E(|Xn −X |p)→ 0pourn→∞.

Alors, la suit (Xn)n ∈N converge vers X dans Lp.

4 Si pour chaque fonction continue bornée f á valeur dans Rd

lim
n→∞

Ef (Xn) = Ef (X).

Alors, (Xn)n ∈N converge en loi vers X.

On appelle loi conjointe du vecteur aléatoire X = (X1, . . . ,Xn)sur (Rn,B(Rn)) la me-
sure de probabilité définie par

µX(B) := P(X ∈ B),∀B ∈ B(Rn).

Définition
1 .23

Soit X = (X1, . . . ,Xn) un vecteur aléatoire sur (Ω,F ,P). On appelle fonction de ré-
partition de X la fonction FX : Rn→ [0,1] définie par

FX(x) = P(X ≤ x),∀x ∈Rn.

Définition
1 .24

Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . ,Xn) est à densité s’elle existe une fonction positive
Lebesgue-intégrable fX : Rn→R telle que

P(X ∈ B) =
∫
B
fX(x1, . . . ,xn)dx1 . . .dxn,∀B ∈ B(Rn),

fX est la densité conjointe de X.

Définition
1 .25

1 Ci,j = Cov(Xi ,Xj ) est une matrice variance covariance de X est définie par Cov(Xi ,Xj ) =
E(XiXj )−E(Xi)E(Xj ), i, j ∈ {1, . . . ,n}.

2 Un variable aléatoire X dans Rn est un vecteur suit la loi normale ssi toute les combinaisons
linéaires des ses composantesXi sont gaussiennes sur R, et on écrit X⇝N (m,C).

1 Ci,j = Cov(Xi ,Xj ) est une matrice variance covariance de X est définie par Cov(Xi ,Xj ) =
E(XiXj )−E(Xi)E(Xj ), i, j ∈ {1, . . . ,n}.

2 Un variable aléatoire X dans Rn est un vecteur suit la loi normale ssi toute les combinaisons
linéaires des ses composantesXi sont gaussiennes sur R, et on écrit X⇝N (m,C).

Remarque
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1 .51 .5 Espérance conditionnelle

[1] Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, X : Ω→ R
n une variable aléatoire intégrable et G une

sous tribu de F .
Soient A,B ∈ F avec P(B) > 0. La probabilité conditionnelle de A sachant B est

P(A \B) =
P(A∩B)
P(B)

.

L’espérance conditionnelle E(X \ D) de X sachantD Il existe plusieurs types de
convergence :

1 D-mesurable.

2 ∫
D
E(X \D)dP =

∫
D
XdP,∀D ∈ D.

Définition
1 .26

Soit X,Y deux variables aléatoires intégrables, (Ω,F ,P) un espace de probabilité, si Ω(Y ) est la
tribu engendré par rapport Y , alors

E(X \Y ) = E(X \ σ (Y )).

Soit X,Y deux variables aléatoires intégrables, (Ω,F ,P) un espace de probabilité, si Ω(Y ) est la
tribu engendré par rapport Y , alors

E(X \Y ) = E(X \ σ (Y )).

Remarque

Les propriétés principales de l’espérance conditionnelle suivantes :

1 D = {∅,Ω} ⇒ E(X \D) = E(X).

2 Soit a,b ∈R⇒ E(aX + bY \D) = aE(X \D) + bE(Y \D).

3 X ≤ Y ⇒ E(X \D) ≤ E(Y \D).

4 X est D-mesurable⇒ E(X \D) = X.

5 E(E(X \D)) = E(X).

6 Si X est D-mesurable⇒ E(XY \D) = XE(Y \D.

7 Si X est indépendante de D,E(X \D) = E(X).

8 D1 ⊂ D2 ⊂ F ⇒ E(E(X \D2) \D1) = E(X \D1).
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Chapitre 2

Calcul stochastique

Introduction

Le calcul stochastique est l’étude des phénomènes aléatoires dépendant du temps. À ce titre, il
est une extension de la théorie des probabilités. Dans ce chapitre, nous rappelons quelques

résultats de calcul stochastique, on va introduire des notions génerale de calcul stochastique, les
définitions Nous en aurons besoin plus tard.

11 Processus stochastique

[4] Un processus stochastique est un ensemble paramétré de variables aléatoires
Xtt ∈ T défini sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) et prenant des valeurs dans Rn.

Définition
1 .27

• Dans la pratique l’indice t représente le temps.

• Le processus peut également être considéré comme une fonction stochastique : dans chaque
ω dans Ω fonction associée R

+ dans E, t 7→ Xt(ω), appelée trajectoire du processus.

• Le processus peut être considéré comme une application de R
+ ×Ω En E, nous Supposez

toujours que cette application est mesurable lorsqu’elle est configurée R
+ ×Ω de la tribu

B(R+)F et E de la tribu ϵ.

• On prendre usuellement T = [0,∞[ ou un intervalle [0, a] avec a ∈R+.

• Dans la pratique l’indice t représente le temps.

• Le processus peut également être considéré comme une fonction stochastique : dans chaque
ω dans Ω fonction associée R

+ dans E, t 7→ Xt(ω), appelée trajectoire du processus.

• Le processus peut être considéré comme une application de R
+ ×Ω En E, nous Supposez

toujours que cette application est mesurable lorsqu’elle est configurée R
+ ×Ω de la tribu

B(R+)F et E de la tribu ϵ.

• On prendre usuellement T = [0,∞[ ou un intervalle [0, a] avec a ∈R+.

Remarque

[1] Le processus Xt b1 est appelé chemins continus (ou continus), si L’application
t 7→ Xt(ω) est continue pour chaque ω ∈Ω.

Définition
1 .28

[10] Le filtrage sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) est une famille Augmentation
croissante (F de sous tribus de A).

Définition
1 .29

On dit que la filtration est satisfait la condition usuelle, si

1 Les parties négligeables appattient F0,

2 Ft est continue á droite [7], i.e :

Ft =
⋂
s>t

Fs,∀t ≥ 0.

Définition
1 .30
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On dit qu’un processus approprié Xt (par rapport au filtrage Ft si Xt est Ft -
mesurable ∀ t.

Définition
1 .31

Nous disons que "un processus Xt progressivement mesurable par rapport à Ft si
∀t ∈ T l’application (t,ω) : [0, t]×Ω→R

n est B([0, t])×Ft−mesurable ".
Définition

1 .32

si ∀ω ∈Ω,Xt = Ytp.s,∀t ≥ 0,, i.e :
(P{ω,Xt(ω) = Yt(ω)} = 1, pour tout t ≥ 0. alors le processus Yt est dit modification
ou version de processus Xt).

Définition
1 .33

[1] Soient Xt et Yt Deux processus sont indiscernables si ∀ω ∈Ω,Xt = Yt ,∀t ≥ 0 p.s,
i.e : P{ω,Xt(ω) = Yt(ω),∀t ≥ 0} = 1.

Définition
1 .34

soient Xt et Yt deux processus sont égaux en loi X loi= Y si

(Xt1, . . . ,Xtk)
loi= (Yt1, . . . ,Ytk),∀t1, . . . , tk ∈ T ,k ∈N.

Définition
1 .35

Un processus Xt est constante (stationnaire) si ∀H > 0, Xt +H loi= Xt ne dépend pas
de H > 0, c’est à dire : ∀H > 0,∀t1, . . . , tk ∈ T

(Xt1+H , . . . ,Xtk+H ) loi= (Xt1, . . . ,Xtk).

Définition
1 .36

On dit que le processus Xt est à incréments constants si la loi augmente Xt+H −Xt
ne dépend pas de t ≥ 0, i.e.

Xt+H −Xt
loi= XH

Définition
1 .37

Un processus Xt est dit à incréments indépendants s’il est accessible à tous
k ≥ 1 et 0 < t1 < · · · < tk les variables aléatoires Xt1,Xt2 −Xt , ic . . . ,Xtk −Xtk−1 sont
indépendants

Définition
1 .38

Un processus stochastique (Xt)t∈T est dit gaussien si Toutes ses lois sont de dimen-
sions limitées (Xt1 , . . .,Xtp ) soit gaussiennes (pour tout p ∈N∗ et t1, . . . , tp ∈ T ).
Autrement dit X = (Xt)t ∈ T est gaussien si et seulement si toute combinaison li-
néaire de ses marginales a1Xt1 + · · ·+apXtp suit une loi normale ( ∀p ∈N∗ ett1, . . . , tp ∈
T et a1, . . . , ap ∈R.

Définition
1 .39

[1] Soit τ : Ω→ [0,∞] une variable aléatoire est nomé (Ft)-temps d’arrêt (ou simple-
ment, temps d’arrât) si {σ : τ(σ ) ≤ τ} ∈ Ft pour tout τ ≥ 0.

[[τ,ρ[[= {(t,σ ) ∈R+σ : τ(σ ) ≤ t < ρ(σ )},

et un intervalle stochastique. De même, On peut définir des périodes Aléatoire
comme suit "[[τ,ρ]], ]]τ,ρ]]et]]τ,ρ[[."

Définition
1 .40
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1 .11 .1 Martingale

Soit l’espace de probabilité filtré (Ω,F ,P) P . Un processus (Xt)t≥0 intégrables,
(c’est-á-dire vérifiant E(|Xt |) ∀t) c’est une :

1 Si pour s ≤ t : E[Xt |Fs] = Xs est dit une martingale .

2 Si pour s ≤ t : E[Xt |Fs] ≤ Xs est dit une sur-martingale.

3 Si pour s ≤ t : E[Xt |Fs] ≥ Xs est dit une sous-martingale.

Définition
1 .41

22 Mouvement brownien

Le mouvement brownien, également appelé mouvement brownien, est défini comme le mouve-
ment incontrôlé ou erratique de particules dans un fluide en raison de leur collision constante
avec d’autres molécules en mouvement rapide.

[1] Soit l’espace probabilité filtré (Ω,F ,P) . Un processus (Wt)t≥0 Convient pour le
filtrage Ft à des valeurs réelles sont appelées mouvement brownien si :

1 W0 = 0 p.s ;

2 ∀0 ≤ s ≤ t, le variable aléatoire Wt −Ws est gaussien de paramètre 0 et t − s ;

3 ∀0 ≤ s ≤ t, le variable aléatoire Wt −Ws est indépendante de Fs.

Si (Wt)t≥0 est un mouvement brownien et 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tk < ∞ alors les incré-
ments Wti −Wti−1

,1 ≤ i ≤ kIndépendant et dire que les suggestions brownie avec
incréments indépendants. De plus, la loi de Wti −Wti−1

dépend uniquement de la
différence ti − ti−1, Et on dit que le mouvement brownien est comme ça Fixé (sta-
tionnaire).

Définition
2 .42

[2] Si (Wt , t ≤ 0) [1] un mouvement brownien, alors

• Wt défini par Wt = −Wt est aussi un mouvement brownien.

• Wt défini par Wt = 1
cWc2t est aussi un mouvement brownien.

• Wt défini par Wt = tW 1
t
,∀t > 0et W0 = 0est aussi un mouvement brownien.

Proposition

Supposons que Wt un mouvement brownien. Si, [3] Supposons que Wt un mouvement brownien.
Alors,

E(WtWs) = t ∧ s∀t ≥ 0, s ≥ 0.

Supposons que Wt un mouvement brownien. Si, [3] Supposons que Wt un mouvement brownien.
Alors,

E(WtWs) = t ∧ s∀t ≥ 0, s ≥ 0.

Lemme
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2 .12 .1 Pont Brownien

le pont brownien (W o
t )t ∈ [0,1] est le processus gaussien centré défini par fonction de covariance

L(s, t) =min(s, t)− st.

On peut déterminer directement un pont brownien W o à partir d’un mouvement
brownien W o par

W o
t =Wt − tW1, t ≥ 0.

Proposition

1 Soit 0 < α < 1. Une fonction g : [0,T ]→R est dit uniformément Höldernienne
continue avec l’exposant α > 0 s’il existe un constante L telle que

|g(t)− g(s)| ≤ L|t − s|α , ∀ s, t ∈ [0,T ]

2 [1] Soit α > 0. Une fonction g : [0,T ]→ R est dit Höldernienne continue avec
l’exposant α > 0 au point s, s’il existe un constante L telle que

|g(t)− g(s)| ≤ L|t − s|α , ∀s, t ∈ [0,T ].

Définition
2 .43

Il y a un autre théorie est le théorie de Kolmogorov, qui peut réponder à la question de la conti-
nuité du mouvement Browien.

[4] (Théorème de continuité de Kolmogorov).
On suppose que X = (Xt)t ≥ 0 le processus qui satisfait la condition suivante : ∀T >
0, il existe des constantes positives α,β,γ telles que

E(|Xt −Xs |β) ≤ γ |t − s|1+α ,∀0 ≤ s, t ≤ T .

Théorème
2 .2

[3] Disons que Xt est un processus stochastique avec des chemins continus p.s,
comme ceci

E|Xt −Xs |β ≤M |t − s|1+α ,∀0 ≤ s, t ≤∞.

pour les constantes α,β > 0,M ≥ 0 et ∀0 ≤ t, s.
Ensuite, pour chaque 0 < γ < αβ,T > 0, et presque chaque ω, ∃K , K = K(ω,γ,T ) de
telle sorte que

|X(t,ω)−X(s,ω)| ≤ K |t − s|γ,pourtous0 < t,s ≤ T ,

Ainsi, le trajectoire t→ X(t,ω) est uniformément Höldernienne continue avec l’ex-
posant γ sur [0,T ].

Théorème
2 .3

2 .22 .2 Application sur les mouvement Brownien

Regardons W (t), qui est un mouvement brownien à n dimensions. Nous l’avons pour tout le
monde Plein n = 1,2, . . .

E(|W (t)−W (s)|2m) =
∫
R
n
|x|2mgx(x)dx.

=
1√

2π(t − s)

∫
R
n
|x|2m exp(− x2

2(t − s)
)dx.
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On utilise le changement des variable suivante h = t − s > 0, y = x√
t−s

E(|W (t)−W (s)|2m) =
∫
R
n
hm|y|2m exp(−

y2

2
)dy

= |t − s|mE(|y|2m)

≤ Cm|t − s|m

Selon la théorie de la continuité de Kolmogorov). Pour α = m − 1,β = 2m, il existe une copie W̃
continue de W (t),et selon les hypothèses de la théorie 1.7 W̃ est Höldernienne continue p.s pour
les exposants

0 < γ <
α
β

=
1
2
− 1

2m
∀m.

Alors,Approximativement pour tout les ω et tout T > 0, le trajectoire t → W (t,ω)est uniformé-
ment Höldernienne continue sur [0,T ] pour chaque exposant 0 < γ < 1/2.

2 .32 .3 Mouvement Brownien multidimensionnel

On dit que un processus stochastique d-dimensionnels Y t = (W (1)
t , (W (2)

t , . . . ,W
(d)
t )

est un mouvement brownien d-dimensionnels si satifait les condition suivantes :

1 W0 = 0;

2 ∀0 ≤ s ≤ t, le vecteur aléatoire Wt −Ws est indépendante de Fs ;

3 ∀0 ≤ s ≤ t, le vecteur aléatoire Ws est de loi gaussienneN (0,C).

Définition
2 .44

2 .42 .4 Caractérisation d’un mouvement brownien

[1] Soit Y = (W (1)
t ,W

(2)
t , . . . ,W

(d)
t )t ≤ 0 un processus á valeurs dans R

d , on dit que W est un mou-

vement brownien d-dimensionnel si pour tout 1 ≤ i ≤ d,W (i)
t est un mouvement brownien réels,

W
(1)
t ,W

(2)
t , . . . ,W

(d)
t donc sont indépendants.

[1] (Inégalité de Gronwall)
Soit f (.) Une fonction positive finie qui peut être mesurée sur [0,T ], et que g() soit une fonction
intégrable positive sur [0,T ] telle que T > 0 et a ≥ 0. Si

f (t) ≤ a+
∫ t

0
g(s)f (s)ds,∀0 ≤ t ≤ T .

Alors

f (t) ≤ aexp
(∫ t

0
g(s)ds

)
,∀0 ≤ t ≤ T .

[1] (Inégalité de Gronwall)
Soit f (.) Une fonction positive finie qui peut être mesurée sur [0,T ], et que g() soit une fonction
intégrable positive sur [0,T ] telle que T > 0 et a ≥ 0. Si

f (t) ≤ a+
∫ t

0
g(s)f (s)ds,∀0 ≤ t ≤ T .

Alors

f (t) ≤ aexp
(∫ t

0
g(s)ds

)
,∀0 ≤ t ≤ T .

Lemme
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Chapitre 3

Généralités sur les
équations différentielles

Introduction :

Les équations différentielles jouent un role important pour la modélisation de système phy-
siques, mécaniques, chimiques, biologiques ou économiques. Lorsque ces équations ne font

intervenir que des fonctions d’une variable, et souvent cette variable sera le temps, on parle
d’équations différentielles ordinaires.Et pour résoudre ces équations différentielles ordinaires,
il existe de nombreuses façons que nous allons découvrir dans ce chapitre.

11 Equation différentielle ordinaire :

Une équation différentielle ordinaire qui notée par (EDO) du premièr ordre est une
équation qui a pour inconnue une fonction y d’une variable reélles t, qui s’écrit sous
forme suivante :

y′(t) = f (t,y(t)), t ∈ I

telque,

y′(t) =
dy

dt
.

Où I un intervalle ouvert de R,f est une fonction continue de I × R dans R qui
est connue.On cherche alors les fonctions y de classe C1, qui vérifiant : y′(t) =
f (t,y(t)), t ∈ I .

Définition
1 .45

22 Théorème de Cauchy-Lipschitz :

Problème De Cauchy : Soit U un ouvert de R×Rmet f : U → R
m une fonction .On note ∥ . ∥ une

norme quelconque sur Rm ( on a vu en analyse 3 que toutes les normes sont équivalentes sur Rm).

Etant donnée une équation différentielles ordinaires du premier ordre sous forme
normale

x′ = f (t,x)

.Pour (t,x(t)) ∈U , et un point (t0,x0) ∈U , le problème de Cauchy correspondant est
la rechrche des solutions x telque :

x(t0) = x0

.

Définition
2 .46
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Notation 1. On note le problème de Cauchy de la façon suivantes :


x′ = f (t,x),

x(t0) = x0.

(3.1)

2 .12 .1 Solution du problème de Cauchy :

Une solution du problème de Cauchy sur un intervalle ouvert I de R avec la condi-
tion initiale (t0,x0) ∈Uett0 ∈ I est une fonction dérivable x : I →Rmtelle que :

pour tout t ∈ I, (t,x(t)) ∈U,

pour tout t ∈ I,x0(t) = f (t,x(t)),

x(t0) = x0.

Définition
2 .47

Solution de(1.1) :

Supposonsf : U → R
m continue. Soit (t0,x0) ∈ U et x une fonction définie sur un

intervalle ouvert I contenant t0 et à valeurs dans Rm.
Une fonction x est solution de (1.1) sur I si et seulement si :

1 pour toutt ∈ I, (t,x(t)) ∈U ,

2 x est continue sur I,

3 pour tout t ∈ I,x(t) = x0 +
∫ t
t0
f (s,x(s))ds.

Théorème
2 .4

33 Existence et unicité locale :

Enonçons tout d’abord un résultat local d’existence et d’unicité .
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3 .13 .1 Couachy-Lipschitz

Soient f ∈ C(U ;RN ) où U est un ouvert de R × Rm, et (t0,x0) ∈ U. On suppose f
lipschitzienne par rapport à sa variable x sur un voisinage de (t0,x0), c’est à dire
qu’il existe un voisinage de (t0,x0) dansUetL > 0tel que pour tous (t,x) et (t,y) dans
ce voisinage

∥ f (t,x)− f (t,y) ∥≤ L ∥ x − y ∥ . (3.2)

Alors on a les propriétés suivantes.
Existence : Il existe T > 0 et x ∈ C1([t0−T ,t0 +T ]; J) solution du problème de Cauchy

x′ = f (t,x),

x(t0) = x0.

Unicité : Si y est une autre solution du problème de Cauchy ci-dessus, elle coïncide
avec x sur un intervalle d’intérieur non vide inclus dans [t0 − T ,t0 + T ]. Régularité
Si de plus f est de classe Cr ,r ≥ 1, alors x est de classe Cr+1

Théorème
3 .5

Le théorème suivant donne une condition pour qu’une fonction soit uniformément continue :

3 .23 .2 Fonction Lipschitzienne :

Soit f une fonction Lipschitzienne sur un intervalle I (∃K ∈ R∗+,∀(x,y) ∈ I2 : |f (x) −
f (y)| ≤ K |x − y|). Alors f est une uniformément continue sur I .

Théorème
3 .6

(On dit que f est uniformément continue (ou f est u-continue)sur I lorsque :

∀ε ∈R∗+,∀(x,y) ∈ I2,∃η ∈R∗+, (|x − y| ≤ η⇒ |f (x)− f (y)| ≤ ε)).

f : x 7→ x
1+|x| .La fonction f est impaire et pour tout (x,y) ∈R+,on a :

|f (x)− f (y)| = |
y

1 + y
− x

1 + x
| =

|y − x|
(1 + x)(1 + y)

≤ |y − x|.

Donc f est 1-Lipschitzienne sur R+ donc elle l’est aussi sur R (puisque f impaire).

Exemple 4

La réciproque du théorème 1.1 est fausse. L’application x 7→
√
x est uniformément continue sur

R+ mais non Lipschitzienne .
-Par contra-position,on a :

f non u − continue sur I ⇒ f non Lipschitzienne sur I.

La réciproque du théorème 1.1 est fausse. L’application x 7→
√
x est uniformément continue sur

R+ mais non Lipschitzienne .
-Par contra-position,on a :

f non u − continue sur I ⇒ f non Lipschitzienne sur I.

Remarque
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3 .33 .3 Fonction contractante :

Une fonction f est dite contractante sur I si il existe un réel 0 < K < 1 telque ∀(x,y) ∈
I2, |f (x)− f (y)| ≤ K |x − y|

Théorème
3 .7

1 Soit la fonction f (x) = x2

10 définie sur [1,3].
On va montrer que f est contractante :
soit(x,y) ∈ [1,3] en calculant la quantité.

|f (x)− f (y)| = | x
2

10
−
y2

10
| = 1

10
× |x2 − y2|.

On obtient :
|f (x)− f (y)| = 1

10
× |x+ y| × |x − y|.

Comme xety ∈ [1,3],alors

2
10
≤ 1

10
× |x+ y| ≤ 6

10
.

Donc,

|f (x)− f (y)| ≤ 6
10
× |x − y|.

D’où f est contractante sur [1,3] avec K = 6
10 .

2 Soit la fonction h(x) = 1
x définie sur [2,4].

On va montrer que h est contractante sur [2,4].
Soient x,y ∈ [2,4],en calculant la quantité :

|h(x)− h(y)| = |1
x
− 1
y
| = |

x − y
xy
|.

On obtient :
|h(x)− h(y)| ≤ 1

xy
|x − y|.

Comme xety ∈ [2,4],alors
1

16
<

1
xy

<
1
4
.

Donc,

|h(x)− h(y)| ≤ 1
4
|x − y|.

D’où h est contractante sur [2,4] avec K = 1
4 .

-Pour d’obtention de nombreuses approximations des solutions d’equations diffé-
rentielles ordinaires. On va énoncer un théorème qui s’intéresse aux.

Exemple 5
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3 .43 .4 Lemme de Gronwall :

Soient ϕ,ψety trois fonctions continues sur un segment [a,b] à valeurs positives et vérifiant l’in-
égalité.

∀t ∈ [a,b], y(t) ≤ ϕ(t) +
∫ t

a
ψ(s)y(s)ds.

Alors,

∀t ∈ [a,b], y(t) ≤ ϕ(t) +
∫ t

a
ϕ(s)ψ(s)exp(

∫ t

s
ψ(u)du)ds.

Soient ϕ,ψety trois fonctions continues sur un segment [a,b] à valeurs positives et vérifiant l’in-
égalité.

∀t ∈ [a,b], y(t) ≤ ϕ(t) +
∫ t

a
ψ(s)y(s)ds.

Alors,

∀t ∈ [a,b], y(t) ≤ ϕ(t) +
∫ t

a
ϕ(s)ψ(s)exp(

∫ t

s
ψ(u)du)ds.

Lemme

corollaire 1. Soient ψ et y : [a,b]→ R
+ deux fonctions continues vérifiant ∃c ≥ 0∀t ∈ [a,b], y(t) ≤∫ t

a
ψ(s)y(s)ds.

Alors

∀t ∈ [a,b], y(t) ≤ cexp(
∫ t

a
ψ(s)ds).

Il s’agit du lemme de Gronwall dans le cas particulier où ϕ est contante égale à c, on a donc pour
tout t ∈ [a,b],

y(t) ≤ c+
∫ t

a
cψ(s)exp(

∫ t

s
ψ(u)du)ds = c+ c[−exp(

∫ t

s
ψ(u)du)]ta = cexp(

∫ t

a
ψ(s)ds)

corollaire 2. Soit y : [a,b]→R
n une fonction de classe C1 vérifiant :

∃α > 0,∃β ≥ 0,∀t ∈ [a,b],∥y′(t)∥ ≤ β +α∥y(t)∥

Alors,

∀t ∈ [a,b],∥y(t)∥ ≤ ∥y(a)expα(t−a) +
β

α
(expα(t−a)−1).

Il ssuffit d’écrire, pour tout t ∈ [a,b],

∥y(t)∥ ≤ ∥y(a)∥+ ∥y(t)− y(a)∥ ≤ ∥y(a) +
∫ t

a
∥y′(t)∥+ β(t − a) +α

∫ t

a
∥y(s)∥ds.

puis on applique le lemme de Gronwallet on conlut en intégrant par parties.

Soient b,k > 0, a ∈Retg : [0,b]→R une fonction continue telle que

∀t ∈ [a,b], g(t) ≤ at + k
∫ t

0
g(s)ds.

On va démontrer que :

∀t ∈ [a,b], g(t) ≤ a
k

(expkt −1).

Posons

h(t) = exp−kt
∫ t

0
g(s)ds.

Alors,
h(t) = 0 et h′(t) = exp−kt(g(t)− k

∫ t
0 g(s)ds) ≤ exp−kt at. Donc

h(t) ≤ a
∫ t

0
exp−ks sds =

a

k2 (1− exp−kt −kt exp−kt).

Si bien que g(t) ≤ at + k expkt h(t) ≤ at + a
k (expkt −1− kt) = a

k (expkt −1).

Exemple 6
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Il faut savoir la forme de l’equation et sa classification pour pouvoir déterminer la méthode de sa
solution

3 .53 .5 Les types des équations différentielles ordinaires et ces
méthodes des résolutions

Equation à variable séparés :

Considérons l’EDO d’ordre 1 sous la forme normale donnée par l’equation x′ =
f (t,x).

Définition
3 .48

Trouver la solution générale des équations différentialles ordinaires suivantes :dydx = xy et
dy
dx = x3√y.

1
dy

dt
= xt.

On va séparée les varibales :
dy

y
= tdt.

Par intégrale ∫
dy

y
=
∫
tdt.

d’où

ln |y| = t2

2
+ c.

y = exp(
t2

2
+ c).

donc

y = exp
t2

2
expc.

y = c1 exp
t2

2
.

où c1 = expc.

2 dy
dt = t3

√
y, on va séparée les variables :

dy
√
y

= t3dt.

Par intégrale ∫
y−

1
2 dy =

∫
t3dt.

D’où
y

1
2

1
2

=
t4

4
+ c.

Donc

y
1
2 =

t4

8
+
c
2
.

Alors

y = (
t4

8
+ c1)2.

où c1 = c
2 .

Exemple 7
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Equation scalaires autonomes :

Les équations scalaires autonomes sont de la forme

y′ = f (y).

Définition
3 .49

On remarque que x ≡ a avec a racine de f est nécessairement une solution de ca type d’équa-
tions.On a également une propriété importante concernant la monotonie de la fonction f.
On remarque que x ≡ a avec a racine de f est nécessairement une solution de ca type d’équa-
tions.On a également une propriété importante concernant la monotonie de la fonction f.

Remarque

-Trouver la soluion générale y(t) d’équation Scalaire Autonome suivante : 2yy′ = 1
La solution :
Soit l’équation 2yy′ = 1
On remarque que

f (y) =
1

2y
.

D’où
y′ =

1
2y
.

Donc
dy

dt
=

1
2y
.

Par intégrale : ∫
2ydy =

∫
dt.

Alors
y2 = t + c.

Donc
|y| =

√
t + c.

Exemple 8

Equation linéaire :

Une équation différentialle du premier ordre est dite linéaire si elle est linéaire par
apport à la fonction inconnue y et par apport à sa dérivé y′ .Une telle équation peut
toujours s’écrire sous la forme :

a(t)y′ + b(t)y = d(t). (3.3)

On suppose que a,b et d sont continues sur un intervalle I ⊂R.

Définition
3 .50

Trouver la solution générale de l’équation différentielle suivante :

y′ + 2ty = 2t exp−t
2

3.3, telquex ∈R.

Exemple 9

Solution :
On remarque que l’quation 3.3 est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second
membre .

y′ + 2ty = 0
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d’où
dy

dt
+ 2ty = 0.

Alors
dy

dt
= −2ty.

donc
1
y
dy = −2tdt.

par intégral ∫
1
y
dy =

∫
−2tdt.

donc
ln |y| = −t2 + c.

Alors
|y| = exp−t

2+c .

d’où
|y| = exp−t

2
expc .

On pose λ = expc⇒ |y| = λexp−t
2
.

On utilise la méthode de la variation de la constante et reportons dans 3.3 y(t) = λ(t)exp−t
2

λ′(t) = 2t.

λ(t) =
∫

2tdt.

λ(t) = t2 + k ou k ∈R.
Donc

y(t) = t2 exp−t
2
.

est une solution général de l’équation 3.3.

Equation de Bernoulli :

Une équation de Bernoulli est une équation différentielle scalaire non linéaire de la
forme

y′ = a(t)y + b(t)yr

où r ∈R, a et b sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de R.
Cette équation est linéaire pour r = 0 et r = 1. Dans le cas général, en l’écrivant :

y′y−r = a(t)y1−r + b(t)

donc si on pose : z = y−r , on est alors ramené une équation linéaire

z′ = (1− r)[a(x)z+ b(x)]

Définition
3 .51

Soit l’équation différentielle suivantes : ty′ − y + t3

y3 = 0.
Trouver la solution générale de l’équation différentielle ci-dessus.

Exemple 10

Solution :

ty′ − y +
t4

y3 = 0.
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On divise par x :

y′ − 1
t
y + t3y−3 = 0.

On multiplier par y3 :

[y′ − 1
t
y = −t3y−3]y3.

On trouve :

y3y′ − 1
t
y4 = −t3 (3.4)

On pose : z = y4⇒ z′ = 4y3y′ . D’où

[
z′

4
− 1
t
z = −t3]4.

Donc

z′ − 4
t
z = −4t3

est une équation différentielle du premier d’ordre avec second membre .
donc

z′ − 4
t
z = 0.

solution homogène est :

zh = C exp−
∫
− 4
t dt .

Alors
zh = C exp

∫
4
t dt .

D’où
C exp4ln(t) = Ct4.

Solution particulière :

zp −
4
t
zp = −4t34.14

Donc
zp = C(t)t4.

z′p = C′(t)t4 + 4t3C(t).

C′(t)t4 = −4t3.

C′(t) =
−4t3

t4
.

D’où

C′(t) =
−4
t

C(t) = −4
∫

1
t
dt.

C(t) = −4ln t.

zp = −4ln tt4.

zg = Ct4 − 4ln tt4.

Alors
y = (Ct4 − 4ln tt4)

1
4 .
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Equation de Ricatti :

L’équation de Ricatti est de la forme :

y′ = a(t)y2 + b(t)y + c(t) (3.5)

(t ∈ I) où R

Définition
3 .52

a(t),b(t)etc(t) sont trois fonctions continues sur un intervalle I.
On ne peut la résoudre que si on en connait a priori une solution particulière y1. on pose alors
y = y1 + z,z étant une nouvelle fonction inconnue, d’où

4.15⇔ z′ = a(t)z2 + d(t)z.

C’est une équation de Bernoulli qui se remène à une équation linéaire en posant 1
z = u.

a(t),b(t)etc(t) sont trois fonctions continues sur un intervalle I.
On ne peut la résoudre que si on en connait a priori une solution particulière y1. on pose alors
y = y1 + z,z étant une nouvelle fonction inconnue, d’où

4.15⇔ z′ = a(t)z2 + d(t)z.

C’est une équation de Bernoulli qui se remène à une équation linéaire en posant 1
z = u.

Remarque

Trouver la solution générale de l’équation suivante :
y′ = (y − t)2.

Exemple 11

Solution :
y′ = (y − t)2 (3.6)

La solution particulier de 4.16 est : yp = t + 1 telque y′p = 1.

y′ = y2 + t2 − 2xy.

telque a(t) = 1,b(t) = −2t, c(t) = t2.
On pose : y = yp + z sa dérivé est : y′ = y′p + z′ .
On remplace dans 4.16 : 1 + z′ = (t + 1 + z − t)2

1 + z′ = (1 + z)2.
D’où 1 + z = 1 + z2 + 2z⇔ z′ − 2z = z2. est une equation différentielle ordinaire de Bernoilli.
On divise sur z2 :

z′z−2 − 2z−1 = 1 (3.7)

On pose u(t) = z1−α :
u = z−1,u′ = −z−2z′ .

On remplace2 .3 :
−u′ − 2u = 1

est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

u′ + 2u = −1

Sans second membre : u′ + 2u = 0.
Donc

du
dt

= −2u.

D’où ∫
du
u

=
∫
−2dt.

Alors
ln|u| = −2t + c1.
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Donc
|u| = exp−2t+c1 .

|u| = exp−2t expc1 .

d’où
|u| = λexp−2t λ ∈R∗+.

Donc
u = k exp−2t kR∗.

La variation de la constante :
u = k exp−2t u = k(t)exp−2t

donc
u′ = k′(t)exp−2t −2k exp−2t .

D’où
2.3⇔ k′ exp−2t −2k exp−2t +2(k exp−2t) = 1.

Donc
k′ exp−2t = −1⇔ k′ = −exp−2t .

et comme ∫
dk =

∫
exp−2t dt⇔ k =

−1
2

exp2t +c.

Alors
u = k(t)exp−2t⇔ u = (

−1
2

exp2t +c)exp−2t .

u =
−1
2

+ cexp−2t .

ona
u = z−1 =

1
z
⇔ z =

1
u
.

D’où
z =

2
−1 +Aexp−2t .

, telqueA = 2c.
y = yp + z

Donc
y = t + 1 +

2
−1 +Aexp−2t .

telqueA = 2c.
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Chapitre 4

Equation différentielle
stochastique

11 Introduction et motivation

Les équations différenitielles stochastiques jouent un rôle important dans les applications ma-
thématiques, principalement dans la modélisation des phénomènes réels physiques, biolo-

giques,... La théorie des équations différentielles stochastiques connues, en faisant le lien avec
les connaissances et notions connues sur les équations différentielles ordinaires qui ont été dé-
veloppés depuis plusieurs années. Les équations différentielles stochastiques servent de modèles
mathématique à des systèmes faisant intervenir deux types de forces, l’une déterministe et l’autre
aléatoire ou stochastique. L’étude de l’existence et l’unicité des solutions des équations différen-
tielles stochastiques est un point important dans cette théorie mathématique, et pour ce faire en
utilisant plusieurs méthodes.

22 Equation Différentielle Stochastique

L’équation différenitielle stochastique notée par (EDS) est une équation différen-
tielle de la forme :

dXt = a(Xt , t)dt + b(Xt , t)dBt (4.1)

ou bien

Xt = x0 +
∫ t

0
a(Xs, s)ds+

∫ t

0
b(Xs, s)dBs (4.2)

ou sous forme condensée dXt = a(Xt , t)dt + b(Xt , t)dBt ,

X0 = x.
(4.3)

Définition
2 .53

Telque l’inconnue est le processus X, où a et b sont des fonctions déterministes mesurables de
R
n ×R+→R.

Avec,

• Xt :Processus stochastique.

• Bt :Mouvement Brownien .

• t :Le temps.

• a(Xt , t) : appellée coefficient de dérivé.

• b(Xt , t) : appellée coefficient de diffusion.
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Considérons l’EDS linéaire avec "Bruit additif"

dXt = φ(t)Xtdt +ϕ(t)dBt ,

où φ et ϕ sont des fonctions déterministes. avec,Cette équation est de la forme ( 1 ),

• a(Xt , t) = φ(t)Xt .

• b(Xt , t) = ϕ(t).

Exemple 12

Soit l’EDS linéaire avec "Bruit multiplicatif"

dXt = f (t)Xtdt + g(t)XtdBt ,

où f et g des fonctions déterministes.Cette équation est de la forme ( 1 ) avec,

• a(Xt , t) = f (t)Xt .

• b(Xt , t) = g(t)Xt .

Exemple 13

2 .12 .1 Solutions fortes

Un processus stochastique {Xt}t∈[0,T ] est appelé une solution forte de l’EDS ( 1 )
avec condition initiale x0 si

• Xt est Ft-mesurables pour tout t ∈ [0,T ] ;

• on a les conditions de regularité

P


∫ t

0
|a(Xs, s)|ds <∞

 = P


∫ t

0
b(Xs, s)

2ds <∞

 = 1. (4.4)

• pour tout t ∈ [0,T ], on a

Xt = x0 +
∫ t

0
a(Xs, s)ds+

∫ t

0
b(Xs, s)dBt (4.5)

avec probabilité 1.

Définition
2 .54

2 .22 .2 Exemple d’application :

Considérons l’EDS linéaire avec “bruit additif”

dXt = φ(t)Xtdt + σ (t)dBt, (4.6)

où a et σ sont des fonctions déterministes.Dans le cas particulierσ ≡ 0, la solution peut s’écrire
simplement

Xt = eα(t)x0,α(t) =
∫ t

0
φ(s)ds (4.7)
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Ceci suggère d’appliquer la méthode de la variation de la constante, c’est-à-dire de chercher une
solution de la forme Xt = expα(t)Yt La formule d’Ito appliquée à Yt = u(Xt , t) = exp−α(t)Xt

En calcule les dérivées partielles

∂u
∂t

= −φ(t)exp−α(t)Xt ,
∂u
∂x

= exp−α(t), et
∂2u

∂x2 = 0.

nous donne

dYt = −φ(t)exp−α(t)Xtdt + exp−α(t) dXt (4.8)

En remplace dXt par φ(t)Xtdt + σ (t)dBt., on obtient

dYt = −φ(t)exp−α(t)Xtdt + exp−α(t)(φ(t)Xtdt + σ (t)dBt)

Alors

dYt = exp(−α(t))σdBt .

d’où en intégrant et en tenant compte du fait que Y0 = x0,

Yt = x0 +
∫ t

0
exp−α(s)σ (s)dBs (4.9)

Ceci donne finalement la solution forte de l’équation (4.6)

Xt = x0 expα(t) +
∫ t

0
expα(t)−α(s)σ (s)dBs (4.10)
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2 .32 .3 Existence et unicité de solutions

Nous donnons d’abord un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte sous des conditions
un peu restrictives sur les coefficients a et b.

[1] Supposons que les fonctions a et b satisfont les deux conditions suivantes :

1 Condition de Lipschitz globale : Il existe une constante K telle que

|a(x, t)− a(y, t)|+ |b(x, t)− b(y, t)| ≤ K |x − y| (4.11)

pour tous les x,y ∈R et t ∈ [0,T ].

2 Condition de croissance :Il existe une constante L telle que

|a(x, t)|+ |b(x, t)| ≤ L(1 + |x|) (4.12)

pour tous les x ∈Ret t ∈ [0,T ].
Alors l’EDS ( 1 )admet, pour toute condition initiale x0 de carré intégrable, une
solution forte{Xt}t∈[0,T ] , presque surement continue. Cette solution est unique dans
le sens que si {Xt}t∈[0,T ] et {Yt}t∈[0,T ] sont deux solutions presque surement continues,
alors

P

{
sup

0≤t≤T
|Xt −Yt | > 0

}
= 0. (4.13)

Théorème
2 .8

En Considérant l’EDS linéaire"processus d’Ornstein-Uhlenbeck" à coefficients
constants suivants : dXt = −αXtdt + βdBt , ∀t ∈]0,T ]

X0 = x.
(4.14)

Où α et β sont des constantes strictement positives.

1 Posons Yt := u(Xt , t) = Xt exp(αt) , Calculer dYt .

2 Calculer la solution Xt .

3 Calculer E(Xt) et V ar(Xt).

Exemple 14

Solutions

1 On calculant dYt : On a la fonction d’Itô

Yt := u(Xt , t) = Xt exp(αt).

On calcule les dérivées partielles.

∂u
∂t

= αXt exp(αt),
∂u
∂x

= exp(αt), et
∂2u

∂x2 = 0.

Alors
dYt = αXt exp(αt)dt + exp(αt)dXt .

En remplaçant dXt par −αXtdt + βdBt ,on obtient :

dYt = αXt exp(αt)dt + exp(αt)(−αXt)dt + β exp(αt)dBt .

Donc
dYt = β exp(αt)dBt .
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2 Calculons la solutions Xt : on a
dYt = β exp(αt)dBt .

Sous forme intégrale ∫ t

0
dYs =

∫ t

0
β exp(αs)dBs.

Donc

Yt −Y0 =
∫ t

0
β exp(αs)dBs.

Yt = Y0 +
∫ t

0
β exp(αs)dBs.

En remplaçant Yt par Xt exp(αt), on obtient

Xt exp(αt) = X0 +
∫ t

0
β exp(αs)dBs.

Alors

Xt = xexp(−αt) +
∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs.

3 Pour calculer l’espérence,

E(Xt) = E

[
xexp(−αt) +

∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

]
.

Avec l’inéairité d’espérence , on a

E(Xt) = E

[
xexp(−αt)

]
+E

[∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

]
.

Mais l’espérance d’une intégrale stochastique est nul.
Alors,

E(Xt) = xexp−αt .

Et la variance

V ar(Xt) = V ar
(
xexp(−αt) +

∫ t

0
β exp−α(t−s) dBs

)
.

On sais que la variance est l’inéaire par apport a la variable aléatoire , alors

V ar(Xt) = V ar
(
xexp(−αt)

)
+V ar

(∫ t

0
β exp−α(t−s) dBs

)
.

V ar(Xt) = V ar
(∫ t

0
β exp−α(t−s) dBs

)
.

Car V ar
(
xexp(−αt)

)
= 0

et comme

V ar
(∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

)
= E

([∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

]2)
−
[
E

(∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

)]2
.

Donc

V ar
(∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

)
= E

([∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

]2)
.

En utilisant l’isométrié d’iIto

E

([∫ t

0
β exp(−α(t − s))dBs

]2)
=
∫ t

0
β2 exp(−2α(t − s))dBs).
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Donc

β2 exp(−2αt)
∫ t

0
exp(2αs)dBs = β2 1− exp(−2αt)

2α
.

Alors

V ar(Xt) = β2 1− exp(−2αt)
2α

.

En Considérant l’EDS linéaire suivante :dXt = −Xtdt + exp(−t)dBt , ∀t ∈]0,T ]

Xt(0) = X0 = x.
(4.15)

1 Posons Yt := u(Xt , t) = Xt exp(t) , Calculer dYt .

2 Calculer la solution Xt .

3 Calculer E(Xt) et V ar(Xt).

Exemple 15

Solution

1 On a fonction d’Itô
Yt := u(Xt , t) = Xt exp(t).

On rapelle la formule d’Itô pour la fonction

u(x, t),dYt =
∂u
∂t

(Xt , t)dt +
∂u
∂x

(Xt , t)dXt +
1
2
∂2u

∂x2 (Xt , t)btdt.

On calcule les dérivées partielles.

∂u
∂t

= Xt exp(t),
∂u
∂x

= exp(t), et
∂2u

∂x2 = 0.

Alors
dYt = Xt exp(t)dt + exp(t)dXt .

2 On calculant la solution Xt
En remplace dXt par −Xtdt + exp(−t)dBt , on obtient

dYt = exp(t) + dBt .

dYt = dBt .

En effectuant une intégration, on obtient Donc∫ t

0
dYt =

∫ t

0
dBs.

D’où
Yt −Y0 = Bt .

Alors
Yt = Y0 = Bt .

Xt exp(t) = x+Bt .

Donc
Xt = x+ exp(−t)Bt .
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3 Pour calculer l’espérence,
E(Xt) = E(x+ exp(−t)Bt).

Donc
E(Xt) = x+E(exp(−t)Bt).

et la variance
V ar(Xt) = V ar(x+ exp(−t)Bt).

Donc
V ar(Xt) = (exp(−t)Bt).

Le modèle de Black et Scholes est, à l’origine, un modèle à deux actifs : l’un risqué et
l’autre pas. Dans cet exemple, on traite le cas de l’actif risqué, à savoir le prix d’une
action à l’instant t. Il vérife l’équation différentielle stochastique suivante :dSt = St(µdt + σdBt), ∀t ∈]0,T ]

S0 = x.
(4.16)

Où µ et σ des fonctions mesurables indéterministes.On applique ensuite la formule
d’Itô à

u(St , t) = Yt = ln(St).

Exemple 16

On a l’équation de modèle de Black-Scholes est :dSt = St(µdt + σdBt), t ∈]0,T ],

S0 = x.

Si σ = 0, alors nous sommes face à une équation différentielle ordinaire dont la solution est

St = S0 exp(µt)

On pose la fonction d’Itô u(St , t) = Yt = lnSt
On rappelle la formule d’Itô

dYt =
∂Y
∂t

(St , t)dt +
∂Y
∂x

(St , t)dSt +
1
2
∂2Y

∂x2 (St , t)dS
2
t .

En calcule les dérivées partielles :

∂Y
∂t

= 0,
∂Y
∂x

=
1
St
,

∂2Y

∂x2 = − 1

S2
t

.

Alors
dYt =

1
St
dSt −

1

2S2
t

dS2
t .

telque dS2
t = S2

t σ
2dt.

Donc
dYt =

1
St
dSt +− 1

2S2
t

S2
t σ

2dt.

En remplace dSt par St(µdt + σdBt), on obtient :

dYt =
1
St

[St(µdt + σdBt)]−
1

2S2
t

S2
t σ

2dt.

D’où
dYt = (µ− 1

2
σ2)dt + σdBt .
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par intégration ∫ t

0
Yt =

∫ t

0
(µ− 1

2
σ2)ds+

∫ t

0
σdBs.

Alors

Yt −Y0 = (µ− 1
2
σ2)t +

∫ t

0
σdBs.

En remplace Yt par lnSt ,

lnSt − lnS0 = (µ− 1
2
σ2)t +

∫ t

0
σdBs.

En utilise les propriétés de la fonction ln(x) ,

ln
St
S0

= (µ− 1
2
σ2)t +

∫ t

0
σdBs.

Donc
St
S0

= exp[(µ− 1
2
σ2)t] +

∫ t

0
σdBs.

D’où

St = S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t] +

∫ t

0
σdBs.

Donc la solution de l’équation (4.16) est

St = S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t] + σ

∫ t

0
dBs.

est appellé brownien géométrique.

Considérons l’EDS linéaire avec "bruit additif"dXt = φ(t)Xtdt +ϕ(t)dBt ,∀t ∈ (0,T ]

Xt(0) = X0 = x.

où φ et ϕ sont des fonctions déterministes.

1 Calculer la solution de cette équation à l’aide d’utilisant la formulle d’Itô?

2 Calculer E(Xt) et V ar(Xt).

Exemple 17

Solution

1 Posons la fonction d’Itô :Yt := u(Xt , t) = exp(−α)Xt On rappelle la formulle d’Itô

u(x, t),dYt =
∂u
∂t

(Xt , t)dt +
∂u
∂x

(Xt , t)dXt +
1
2
∂2u

∂x2 (Xt , t)bt |dt|2.

On calcule les dérivées partielles ∂u
∂t = −φexp(−α)(t)Xt ,

∂u
∂x = exp(−α(t)) ∂2u

∂x2 = 0
Alors,

dYt = −φexp(−α(t))Xtdt + exp(−α(t))dXt .

En remplaçantdXt par φ(t)Xtdt +ϕ(t)dBt .

dYt = −φexp(−α(t))Xtdt + exp(−α(t))(φ(t)Xtdt +ϕ(t)dBt

Alors
dYt = exp(−α(t))ϕ(t)dBt .
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En effectuant une intégration, on obtient∫ t

0
exp(−α(s))ϕ(s)dBs.

En tenant compte du fait que Y0 = x.

Yt −Y0 =
∫ t

0
exp(−α(s))ϕ(s)dBs.

En remplaçantYt par Xt exp(−α(t)), on obtient

Xt = xexp(α(t)) +
∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs.

2 En calcule l’espérence de Xt

E(Xt) = E

[
xexp(α(t)) +

∫ t

0
exp(−α(s))ϕ(s)dBs

]
.

Par l’inéairité d’espérence on a

E(Xt) = E

[
xexp(α(t))

]
+E

[∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

]
.

On sait que l’espérence de l’intégrale stochastique est null,Donc

E(Xt) = x(expα(t)).

Et la variance

V ar(Xt) = V ar
(
xexp(α(t)) +

∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

)
.

On sait que la variance de la constante est null, donc

V ar(Xt) = V ar
(∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

)
.

Alors

V ar
(∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

)
= E

([∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

]2)
−
[
E

(
V ar

∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

)]2
.

Donc

V ar(Xt) = V ar
(∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

)
.

Alors

V ar
(∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

)
= E

([∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

]2)
En utilisant l’isométrie d’Ito

E

([∫ t

0
exp(α(t − s))ϕ(s)dBs

]2)
= E

([∫ t

0
exp(2α(t − s))ϕ(s)2dBs

])
Donc

E

([∫ t

0
exp(2α(t − s))ϕ(s)2dBs

])
=
∫ t

0
exp(2α(t − s))ϕ(s)2dB.

Alors

V ar(Xt) =
∫ t

0
exp(2α(t − s))ϕ(s)2dB.
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Soit l’EDS linéaire avec "bruit multiplicatif"dXt = a(t)Xtdt + σ (t)XtdBt ,∀t ∈ (0,T ]

Xt(0) = X0 = x.

1 Ecrire dYt .

2 En déduire la forme de la solution X(t).

3 Calculer E(Xt) etV ar(Xt).

Exemple 18

Solution

1 dXt = a(t)Xtdt + σ (t)XtdBt ,∀t ∈ (0,T ]

Xt(0) = X0 = x.

où a(t) et σ (t) sont des fonctions déterministes.
Nous pouvons alors écrire

dXt
Xt

= a(t)dt + σ (t)dBt .

Posons Yt = u(Xt , t) = log(Xt). On rappelle la formule d’Itô

u(Xt , t),dYt =
∂u
∂t

(Xt , t)dt +
∂u
∂x

(Xt , t)dXt +
1
2
∂2u

∂x2 (Xt , t)σt |dt|2.

On calcule les dérivées partielles ∂u
∂t = 0 ∂u

∂x = 1
Xt

∂2u
∂x2 = −1

X2
t
.

On applique la formule d’Itô, on obtient

dYt =
1
Xt
dXt −

1

2X2
t

dX2
t .

2

dYt =
1
Xt
dXt −

1

2X2
t

dX2
t .

En remplçant dXt par a(t)Xtdt + σ (t)XtdBt .

dYt =
1
Xt

[
a(t)Xtdt + σ (t)XtdBt

]
− 1

X2
t

[
a(t)Xtdt + σ (t)XtdBt

]2
.

Alors
dYt = a(t)dt + σ (t)dBt −

1
2
σ (t)2dt.

En intégrant et reprent l’exponentielles, on obtient

Xt = X0 exp

[∫ t
0 a(s)− 1

2σ (s)2ds+
∫ t
0 σ (s)dBs

]
3 En calculant l’espérence

E(Xt) = E

X0 exp

[∫ t
0 a(s)− 1

2σ (s)2ds+
∫ t
0 σ (s)dBs

] .
Et la variance

V ar(Xt) = V ar

X0 exp

[∫ t
0 a(s)− 1

2σ (s)2ds+
∫ t
0 σ (s)dBs

] .
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Siot l’EDS linéaire suivante :dXt = −1
2αdt + 1

2σdBt ,∀t ∈ (0,T ]

Xt(0) = X0 = x.

1 On pose Yt = Xt expα
t
2 ,Ecrire dYt .

2 En d´eduire la forme de la solution X(t).

Exemple 19

Solution

1 dXt = −1
2αdt + 1

2σdBt ,∀t ∈ (0,T ]

Xt(0) = X0 = x.

où α et σ sont deux constantes avec,

• Xt processus stochastique.

• Bt mouvement brownien.

• t le temps.

On rappelle la formulle d’Itô

dYt =
∂Y
∂t

(Xt , t)dt +
∂Y
∂x

(Xt , t)dXt +
1
2
∂2Y

∂x2 (Xt , t)σt |dt|2.

On calcule les dérivées partielles ∂u
∂t = α

2Xt exp(α t
2 ) ∂u

∂x = exp(α t
2 ) ∂2

∂x2 = 0. On ap-
plique la formulle d’Itô sur la fonction Yt ,on obtient

dYt =
α
2
Xt exp(α

t
2

)dt + exp(α
t
2

). (4.17)

En remplaçant dXt par −1
2αdt + 1

2σdBt sur (4.17).

dYt =
α
2
Xte

α t
2 dt + eα

t
2
[
− 1

2
αdt +

1
2
σdBt

]
.

Alors
dYt =

1
2
σdBt .

Par l’intégrale,On obtient ∫ t

0
dYt =

∫ t

0

1
2
σdBs.

Donc
Yt −Y0 =

1
2
σBt .

Alors
Yt = Y0 +

1
2
σBt . (4.18)

En remplaçant Yt par Xt exp(α t
2 ),sur (4.18)on obtient

Xt exp(α
t
2

) = Y0 +
1
2
σBt .

telque Y0 = X0 exp(0) = X0.
Donc

Xt = exp(−α t
2

)X0 +
1
2

exp(−α t
2

)σBt .
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En considérant l’EDS linéaire suivante :dXt = a(θ −Xt)dt + dBt ,∀t ∈ (0,T ]

Xt(0) = X0 = x.
(4.19)

Où a et θ sont des constantes.

1 Ecrire dYt .

2 En déduire la forme de la solution X(t).

3 Calculer E(Xt) etV ar(Xt).

Exemple 20

Solution

• Posons la fonction d’Itô Yt := u(Xt , t) = Xt exp(at).

• Avec
u(x, t) = xexp(at).

• On rappelle la formule d’Itô pour la fonction

u(x, t),dYt =
∂u
∂t

(Xt , t)dt +
∂u
∂x

(Xt , t)dXt +
1
2
∂2u

∂x2 (Xt , t)gtdt.

• On calcule les dérivées partielles, on obtient

∂u
∂t

= aXt exp(at),
∂u
∂x

= exp(at), et
∂2u

∂x2 = 0.

• Alors,
dYt = aXt exp(at)dt + exp(at)dXt .

• En remplaçantdXt par a(θ −Xt)dt + dBt .

dYt = aθ exp(at)dt + exp(at)dBt .

• En effectuant une intégration, on obtient∫ t

0
dYt = aθ

∫ t

0
exp(as)ds+

∫ t

0
exp(as)dBs.

• Donc,

Yt −Y0 = θ(exp(at)− 1) +
∫ t

0
exp(as)dBs.

• En remplaçant Yt par Xt exp(at), on obtient

Xt exp(at) = Xo +θ(exp(at − 1) +
∫ 1

0
exp(as)dBs.

• Alors,

Xt =
[
Xo +θ(exp(at − 1) +

∫ 1

0
exp(as)dBs

]
exp(−at).
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• Pour calculer l’espérance,

E(Xt) = E

[(
Xo +θ(exp(at − 1) +

∫ 1

0
exp(as)dBs

]
exp(−at)

)
.

Donc

E(Xt) = Xo + (exp(−at) +θ(1− exp(−at) +E

[∫ 1

0
exp(a(s − t))dBs

]
big].

• Mais l’espérance d’une ingrale stochastique est nul. Alors

E(Xt) = exp(−at)Xo +θ(1− exp(−at).

• Et la variance

V ar(Xt) = V ar

[Xo +θ(exp(at − 1) +
∫ 1

0
exp(as)dBs

]
exp(−at)

.
• On sais que la variance de la constante est null , alors

V ar(Xt) = V ar
[∫ 1

0
exp(a(s − t))

]
.

Soit l’EDS linéaire suivante :dXt = bXtdt + dBt ,∀t ∈ (0,T ]?

Xt(0) = X0 = x.

1 On pose Yt = exp(−t)Xt ,Qelle est l’EDS vérifier par Yt .

2 Mettre Yt sous forme Yt = y +
∫ t

0 f (s)dBs.

3 trouver la solution Xt .

Exemple 21

Solution

1 On a la fonction d’Itô u(Xt , t) = Yt = exp(−t)Xt On rappelle la formule d’Itô pour la fonction

dYt =
∂u
∂t

(Xt , t)dt +
∂u
∂x

(Xt , t)dXt +
1
2
∂2u

∂x2 (Xt , t)dt.

On calcule les dérivées partielles, on obtient

∂u
∂t

= aXt exp(−t), ∂u
∂x

= exp(−t), et
∂2u

∂x2 = 0.

Alors
dYt = −exp(−t)Xtdt + exp(−t)dXt .

On remplace dXt par bXtdt + dBt :

dYt = −exp−tXtdt + exp−t
[
bXtdt + dBt

]
Donc

dYt = −exp−tXtdt + exp−tbXtdt + exp−tdBt
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2 En effectuant une intégration, on obtient∫ t

0
dYt = b+

∫ t

0
exp(−s)dBs.

Alors

Yt −Y0 = b+
∫ t

0
exp(−s)dBs.

On remplace Yt par exp(−t)Xt Donc

Xt = x+ bexp−t +
∫ t

0
exp t + sdBs.

Soit a,α,b,β quatre constantes réelles, soit x ∈R.
On considère l’équation différentielle stochastiquedXt = (a+αXt)dt + (b+ βXt)dBt

X0 = x.
(4.20)

1 Montrer que (4.20)admet une solution unique.

2 On note m(t) = E(Xt)etM(t) = E(X2
t ).

• Montrer que m(t) est l’unique solution de l’équation différentielle ordi-
naire y0 −αy = a

y(0) = x.
(4.21)

• Ecrire la formule d’Itô pour X2
t où Xt est solution de (4.20).

• En déduire que M(t) est l’unique solution de l’équation différentielle or-
dinaire y′ − (2α + β2)y = 2(a+ bβ)m+ b2

y(0) = x2
(4.22)

où m est la solution de (4.21). (On admettra que l’intégrale stochastique
qui intervient est une martingale)

• résoudre (4.21) et (4.22)

Exemple 22

Solution

1 L’équation a une solution unique car

b(t,x) = a+αx et σ (t,x) = b+ βx sont lipschitzienne et ont une croissance linéaire on a :

Xt = x+
∫ t

0
(a+αXt)ds+

∫ t

0
(b+ βXt)dBs.

2 L’intégrale stochastique est une martingale car :

•

E

(∫ t

0
(b+ βXs)ds

)
≤ E

(∫ t

0
2(b2 + β2X2

s )ds
)

et la solution de l’équation vérifié

E

(
sup
s≤t

Xs ≤∞.

4444



D’où en m(t) = x+
∫ t

0 (a+αm(s))ds.
La fonction m est dérivable et vérifié m′(t) = a + αm(t).Compte tenu de la condition
initiale m(0) = x, la solution est :

m(t) =
(
x+

a
α

)
expαt − a

α
.

• La formule d’Itô conduit à

d(X2
t ) = 2Xt(a+αXt)dt + 2Xt(b+ βXt)dBt + (b+ βXt)dXt .

• En admettant que l’intégrale stochastique est une martingale et en posantM(t) = E(X2
t

M(t) = x2 + 2
∫ t

0
(am(s) +αM(s))ds+

∫ t

0
(b2 + β2 + 2bβm(s))ds.

• M ′(t)− (2α + β2)M(t) = 2(a+ bβ)m(t) = b2

M(0) = x2.
(4.23)

La solution est : 
M(t) = C exp(2α + β2)t + k expαt + c

k(−α − β2) = 2(a+ bβ)(x+ a
α )

c = (b2 − 2(a+ bβ) aα ) 1
2α+β2

K + k + c = x2.

(4.24)

On considre l’équation

dXt = a(t)Xtdt + b(t)dt + c(t)dBt,

où a(t),b(t)etc(t) sont des processus adaptés. Résoudre cette équation par la
m´ethode de la variation de la constante, c’est-à-dire

1 Soit α(t) =
∫ t

0 a(s)ds. Vérifier que X0 exp(α(t)) est la solution de l’équation ho-
mogène, c-à-d avec b = c = 0.

2 Poser Yt = expα(t)Xtet calculer dYt à l’aide de la formule d’Itô.

3 En déduir Yt puis Xt sous forme intégrale.

4 Résoudre l’EDS

dXt =
−1

1 + t
Xtdt +

1
1 + t

dBt ,X0 = 0.

Exemple 23

Solution

1 On a dXt = a(t)Xtdt + b(t)dt + c(t)dBt et α(t) =
∫ t

0 a(s)ds avec b = c = 0 Donc

dXt = a(t)Xtdt

D’où
dXt
Xt

= a(t)dt

par l’intégrale ∫ t

0

dXt
Xt

=
∫ t

0
a(t)dt.

Alors
ln
Xt
X0

= α(t).

Donc la solution est :
Xt = X0 expα(t).
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2 Pose Yt = exp−α(t)Xt
La formule d’Itô :

dYt =
∂u
∂t

(Xt , t)dt +
∂u
∂x

(Xt , t)dXt +
∂2u

∂x2 (Xt , t)btdt

On calcule les dérivées partielles ∂u
∂t = −a(t)exp−α(t)Xt , ∂u∂x = exp−α(t) et ∂2u

∂x2 = 0.
Donc

dYt = −a(t)exp−αXtdt + exp−α(t)dXt .

En replace dXt par a(t)Xtdt

dYt = −a(t)exp−α(t)Xtdt + exp−α(t)
(
a(t)Xtdt

)
.

Alors
dYt = exp−α(t)b(t)dt + exp−α(t)c(t)dBt .

3 on a
dYt = exp−α(t)b(t)dt + exp−α(t)c(t)dBt .

Donc ∫ t

0
dYt =

∫ t

0
exp−α(s)b(s)ds+

∫ t

0
exp−α(s)c(s)dBs.

Yt = Y0 +
∫ t

0
exp−α(s)b(s)ds+

∫ t

0
exp−α(s)c(s)dBs.

et Xt

Xt = X0 +
∫ t

0
expα(t)−α(s)b(s)ds+

∫ t

0
expα(t)−α(s)c(s)dBs.

4 Dans ce cas, α(t) = −log(1 + t), donc

expα(t) = (1 + t)−1 et Xt =
∫ t

0
1+s
1+t

1
1+sdBs = Bt

1+t .
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Chapitre 5

Application sur le modèle
de Black-Scholes

Introduction

Les Les mathématiciens [6] ont longtemps tenté de résoudre les questions qu’il soulevait Le
monde de l’argent. L’une des caractéristiques de ces questions - il suffit de penser à la bourse

S’en convaincre - c’est qu’il fait émerger des dynamiques apparemment turbulentes et c’est Pour-
quoi les modèles probabilistes semblent relativement adaptés à cette situation.
Louis Bachelier a proposé le premier modèle de développement des actifs financiers dans sa thèse
en 1900.Les actifs risqués étaient supposés gaussiens et pouvaient donc prendre des valeurs né-
gatives.Pour remédier à ce défaut, le modèle retenu par la suite est un modèle rendant les actifs
risqués log-normaux, afin de s’assurer qu’ils restent toujours positifs. Ce modèle porte le nom de
modèle de Black et Scholes. En effet, en 1973 [?], Fisher Black, Robert Merton et Myron Scholes
proposent l’idée de définir le prix d’un produit dérivé comme celui de son portefeuille de cou-
verture et l’appliquent à ce modèle log-normal. Ils ont obtenu le prix Nobel d’économie en 1997
pour ces travaux ce qui n’a pas empêché, leur fond d’investissement "Long Term Capital Mar-
ket" de faire faillite en 1998.Il a été supposé que l’actif risqué est gaussien et peut donc prendre
des valeurs négatives. Pour remédier à cet inconvénient, le modèle adopté plus tard est celui qui
normalise le registre des actifs risqués, afin de s’assurer qu’il reste toujours positif. Ce modèle
est appelé le modèle de Black et Scholes. En effet, en 1973 [?], Fisher Black, Robert Merton et
Myron Scholes ont proposé l’idée de déterminer le prix du produit dérivé comme le prix de son
portefeuille de couverture et l’ont appliqué à ce modèle logarithmique normal.

0 .10 .1 Hypothèses sur le marché

Quelques hypothèses de départ que le modèle prend en compte et que nous listerons ci-dessous :

1 Les actifs sont divisibles à l’infini .

2 Le marché est liquide : on peut acheter ou vendre à tout instant.

3 On peut emprunter et vendre à découvert.

4 Les échanges ont lieu sans coûts de transaction. probabilitiiee of nawal expononsall ok by

5 On peut emprunter et prêter au même taux constant r.

0 .20 .2 Modélisation probabiliste du marché

Pour modéliser l’incertitude sur le marché, nous considérons un espace de probabilité complet
(Ω,A,P), muni d’un mouvement brownien standard B. Nous supposons que notre marché est
constitué d’un actif sans risque S0 et d’un actif risqué S sur la période[0,T ].
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• Actif sans risque :Dans le modèle discret à n périodes, lorsque l’on discrétise l’intervalle
[0,T ] en n intervalles de longeur T

n que l’on considère un taux sans risque rn de la forme rT
n ,

la valeur de l’actif sans risque à l’instant pT
n a la forme suivante : (1 + rT

n )pDonc, lorsque n
tend vers l’infini, S0 t se comporte comme exp(rt). La dynamique retenue pour l’évaluation
de l’actif sans risque en temps continu est donc naturellement :

dSt0 = rSt0dt et S0
0 = 1 ⇒ St0 = exp(rt), t ∈ [0,T ]

• Actif risqué :Il suit la dynamique donnée par l’EDS de Black & ScholesdSt = St(µdt + σdBt), t ∈ [0,T ],

S0 = x.
(5.1)

où S0,µ et σ sont des constantes avec σ > 0 et S0 > 0. Ce modèle est le plus simple que
l’on puisse imaginer pour modéliser l’évolution d’un actif risqué en temps continu tout en
imposant qu’il soit positif. Comme nous allons le voir, cela revient à supposer que les rende-
ments de l’actif sont normaux. les coefficients µ et σ sont respectivement appelés tendance
et volatilité de l’actif S.

Pour tout t ∈ [0,T ], la tribu Ft représente l’information disponible à la date t, l’aléatoire provient
seulement de S, donc

Ft := σ (Sr , r ≤ t)

La mesure de probabilité P est alors appelée probabilité historique.
Pour s’assurer qu’un tel modèle est bien défini, il nous faut résoudre l’EDS de Black & Scholes.

L’EDS (5.1) admet une unique solution qui est donnée par :

St = S0 exp[(µ− σ
2

2
)t + σ

∫ t

0
Bs]

Théorème
0 .9

Démonstration :
On a l’équation de modèle de Black-Scholes est :dSt = St(µdt + σdBt), t ∈ [0,T ],

S0 = x.

où

• St est le prix de l’action sous-jacente,

• µ (constant) est le taux de dérive (en) du prix de l’action,

• σ (constante) est la volatilité du prix de l’action,

• Bt est un mouvement brownien.

Si σ = 0, alors nous sommes face à une équation différentielle ordinaire dont la solution est

St = S0 exp(µt)

On pose la fonction d’Itô u(St , t) = Yt = lnSt
On rappelle la formule d’Itô

dYt =
∂Y
∂t

(St , t)dt +
∂Y
∂x

(St , t)dSt +
1
2
∂2Y

∂x2 (St , t)dS
2
t .

En calcule les dérivées partielles :

∂Y
∂t

= 0,
∂Y
∂x

=
1
St
,

∂2Y

∂x2 = − 1

S2
t

.
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Alors

dYt =
1
St
dSt −

1

2S2
t

dS2
t .

telque dS2
t = S2

t σ
2dt.

Donc

dYt =
1
St
dSt +− 1

2S2
t

S2
t σ

2dt.

En remplace dSt par St(µdt + σdBt), on obtient :

dYt =
1
St

[St(µdt + σdBt)]−
1

2S2
t

S2
t σ

2dt.

D’où

dYt = (µ− 1
2
σ2)dt + σdBt .

par intégration ∫ t

0
Yt =

∫ t

0
(µ− 1

2
σ2)ds+

∫ t

0
σdBs.

Alors

Yt −Y0 = (µ− 1
2
σ2)t +

∫ t

0
σdBs.

En remplace Yt par lnSt ,

lnSt − lnS0 = (µ− 1
2
σ2)t +

∫ t

0
σdBs.

En utilise les propriétés de la fonction ln(x) ,

ln
St
S0

= (µ− 1
2
σ2)t +

∫ t

0
σdBs.

Donc
St
S0

= exp[(µ− 1
2
σ2)t] +

∫ t

0
σdBs.

D’où

St = S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t] +

∫ t

0
σdBs.

Donc la solution de l’équation (5.1) est

St = S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t] + σ

∫ t

0
dBs.

est appellé brownien géométrique.

corollaire 3. • l’espérence de la solution St est :

E(St) = S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t].

• La variance de la solution St est :

V ar

∫ t

0
σdBs

 = 0.
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Démonstration

E(St) = E

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t] +

∫ t

0
σdBs

.
par l’inéairité d’espérence on a,

E(St) = E

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t]

+E

∫ t

0
σdBs

.
On sait que l’espérence de l’intégrale stochastique est null, donc

E(St) = E

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t]

.
Alors

E(St) = S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t].

Et la variance est :

V ar(St) = V ar

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t + σ

∫ t

0
dBs]

.
V ar(St) = E

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t + σ

∫ t

0
dBs]

2

−
E(S0 exp[(µ− 1

2
σ2)t + σ

∫ t

0
dBs]

2

.

Alors

E

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t + σ

∫ t

0
dBs]

2

= E

S2
0 exp[2

(
(µ− 1

2
σ2)t + σ

∫ t

0
dBs

)
]


Et comme

E

S2
0 exp[2(µ− 1

2
σ2)t]exp[2σ

∫ t

0
dBs]

 = S2
0E

exp[2(µ− 1
2
σ2)t]

Eexp[2σ
∫ t

0
dBs]


S2

0E

exp[2(µ− 1
2
σ2)t]

Eexp[2σ
∫ t

0
dBs]

 = S2
0 exp[2(µ− 1

2
σ2)t]

Car l’espérence de l’intégrale stochastique est null.

E(S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t + σ

∫ t

0
dBs]

2

=

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t

2

.

S0 exp[(µ− 1
2
σ2)t

2

= S2
0 exp[2(µ− 1

2
σ2)t].

Donc

V ar(ST ) = S2
0 exp[2(µ− 1

2
σ2)t]− S2

0 exp[2(µ− 1
2
σ2)t].

D’où

V ar(ST ) = 0.
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11 Simulation du modèle de Black-Scholes

1 .11 .1 Simulation de la solution de l’équation de Black-Sholes

Nous voulons simuler la solution de l’équation de Black-sholes (le mouvement brownien géomé-
trique) :

dSt = St(µdt + σdBt),∀t ∈ [0,T ]

S0 = x.

Avec la solution explicite :

St = S0 exp[(µ− σ
2

2
)t + σBt].

Le programme de simulation est le suivant :

1 %Programme:simulation du la trajectoire de la solution

2 %de l'equation de Black-Scholes

3 clear all;

4 clc;

5 rng('default')

6 %%%%%Initialisation des parametres %%%

7 mu=1;

8 sigma=0.3;

9 S0=100;

10 T=1;

11 n=1000;

12 dt=T/n;

13 %%%%%%resultat%%%%%%%%%%

14 dW=sqrt(dt)*randn(1,n);

15 W=cumsum(dW);

16 St=S0*exp(mu-0/5*sigma^2)*([dt:dt:T]+sigma*W);

17 plot(0:dt:T,[S0,St],'b')

18 xlabel('t')

19 ylabel('s(t)')

La figure suivante représente la tajectoire de la solution de l’équation de Black-Sholes pour S0 =
100;µ = 1;σ = 0.3 simulée par le code Matlab.
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Figure 5.1 – Trajectoire de mouvement Brownien géométrique.

22 Simulation des options européennes

La formule de Black-Scholes sert à calculer la valeur théorique d’une option européenne à partir
des cinq données suivantes :

• S0 la valeur actuelle de l’action sous-jacente,

• T le temps qui reste à l’option avant son échéance (exprimé en années),

• K le prix d’exercice fixé par l’option,

• r le taux d’intérêt sans risque,

• σ la volatilité du prix de l’action.

Si les quatre premières données sont évidentes, la volatilité σ de l’actif est complexe à éva-
luer. Deux analystes pourront avoir une opinion différente sur la valeur de σ à choisir.

Le prix théorique d’une option d’achat, qui donne le droit mais pas l’obligation d’acheter
l’actif S à la valeur K à la date T, est caractérisé par son pay off : (ST −K)+ = max(ST −K ;0)

Il est donné par l’espérance sous probabilité risque neutre du pay off terminal actualisé

C = E(payof f × exp(−rT )),

soit la formule de Black-Scholes :

C(S0,Kr, t,σ ) = S0N (d1)− k exp(−rt)N (d2)

De même, le prix théorique d’une option de vente, de pay off (K −ST )+ = max(K − ST ;0) est
donné par :

P (S0,Kr, t,σ ) = −S0N (−d1) + k exp(−rt)N (−d2)

avec

• N la fonction de répartition de la loi normale centrée réduiteN (0,1), c’est-à-dire
N (x) =

∫ x
−∞

1√
2π

exp−
1
2u

2
du

• d1 = 1
σ
√
t

[
ln

(
S0
K

)
+
(
r + 1

2σ
2
)
t
]

• d2 = d1 − σ
√
t
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option d’un call

La valeur d’une option d’achat pour une action sous-jacente ne versant pas de dividendes en
termes de paramètres Black-Scholes est :

C(St , t) = StN (d1)−K exp(−r(T − t))N (d2).

Avec :d1 et d2 données précédementN ((.) est la distribution cumulative de la loi normale.

option d’un put

Le prix d’une option de vente correspondante basée sur la parité put-call est :

P (S0,Kr, t,σ ) = −S0N (−d1) + k exp(−rt)N (−d2)

On peut facilement obtenir le prix des options européennes en R en appliquant la formule de
Black-Scholes.
Supposons que nous voulons calculer le prix de l’option d’achat et de vente avec :

• K : Le prix d’exercice est égal à 100

• r : Le taux annuel sans risque est de 2

• sigma : la volatilité σ est de 20

• T : le temps jusqu’à l’échéance en années est de 0,5

• S0 : Le prix actuel est égal à 102

1 K = 100

2 r = 0.02

3 sigma = 0.2

4 T = 0.5

5 S0 = 102

6

7 # call option

8

9 d1 <- (log(S0/K) + (r + sigma^2/2) * T)/(sigma * sqrt(T))

10 d2 <- d1 - sigma * sqrt(T)

11 phid1 <- pnorm(d1)

12 call_price <- S0 * phid1 - K * exp(-r * T) * pnorm(d2)

13

14 # put option

15 d1 <- (log(S0/K) + (r + sigma^2/2) * T)/(sigma * sqrt(T))

16 d2 <- d1 - sigma * sqrt(T)

17 phimd1 <- pnorm(-d1)

18 put_price <- -S0 * phimd1 + K * exp(-r * T) * pnorm(-d2)

19

20 c(call_price, put_price)

21 [1] 7.288151 4.293135

Ainsi, le prix de l’option d’achat et de vente est respectivement de 7,288151 et 4,293135.

2 .12 .1 Tarification des options européennes avec la simulation de
Monte Carlo simple

Étant donné que le prix actuel de l’actif au temps 0 est S0, alors le prix de l’actif au temps T peut
être exprimé comme suit :

St = S0 exp((r − σ
2

2
)t + σBt)
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où Bt suit la distribution normale avec une moyenne de 0 et une variance T. Le gain de l’option
d’achat est max(ST −K,0) et pour l’option de vente est max(K − ST ).

1 # call put option monte carlo

2 call_put_mc<-function(nSim=1000000, tau, r, sigma, S0, K) {

3

4 Z <- rnorm(nSim, mean=0, sd=1)

5 WT <- sqrt(tau) * Z

6 ST = S0*exp((r - 0.5*sigma^2)*tau + sigma*WT)

7

8 # price and standard error of call option

9 simulated_call_payoffs <- exp(-r*tau)*pmax(ST-K,0)

10 price_call <- mean(simulated_call_payoffs)

11 sterr_call <- sd(simulated_call_payoffs)/sqrt(nSim)

12

13 # price and standard error of put option

14 simulated_put_payoffs <- exp(-r*tau)*pmax(K-ST,0)

15 price_put <- mean(simulated_put_payoffs)

16 sterr_put <- sd(simulated_put_payoffs)/sqrt(nSim)

17

18

19 output<-list(price_call=price_call, sterr_call=sterr_call,

20 price_put=price_put, sterr_put=sterr_put)

21 return(output)

22

23 }

24

25

26 set.seed(1)

27 results<-call_put_mc(n=1000000, tau=0.5, r=0.02, sigma=0.2, S0=102, K=100)

28

29 results

Et on obtient :

price_call

[1] 7.290738

sterr_call

[1] 0.01013476

price_put

[1] 4.294683

sterr_put

[1] 0.006700902

Comme on peut le voir, les prix estimés à partir de la simulation de Monte Carlo sont très proches
de ceux obtenus à partir de la formule de Black-Scholes (7,290738 vs 7,288151 et 4,294683 vs
4,293135)

Tarification des options européennes avec méthode des antithétiques variables

La méthode des variables antithétiques tente de réduire la variance en introduisant une dépen-
dance négative entre les paires de répétitions
Notez que la paire pour call sera :

(exp(−rt)max(SBT −K,0),exp(−rt)max(S−BT −K,0))
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et le prix estimé sera la moyenne de la paire pour chaque étape de simulation.

1 antithetic_call_put_mc<-function(nSim, tau, r, sigma, S0, K) {

2

3 Z <- rnorm(nSim, mean=0, sd=1)

4

5 WT <- sqrt(tau) * Z

6 # ST1 and ST2 and the antithetic variates

7 ST1 = (S0*exp((r - 0.5*sigma^2)*tau + sigma*WT))

8 ST2 = (S0*exp((r - 0.5*sigma^2)*tau + sigma*(-WT)))

9

10 # call option price and standard error

11 simulated_call_payoffs1 <- exp(-r*tau)*pmax(ST1-K,0)

12 simulated_call_payoffs2 <- exp(-r*tau)*pmax(ST2-K,0)

13 # get the average

14 simulated_call_payoffs <- ( simulated_call_payoffs1 +

15 simulated_call_payoffs2)/2

16 price_call <- mean(simulated_call_payoffs)

17 sterr_call <- sd(simulated_call_payoffs)/sqrt(nSim)

18

19

20 # put option price and standard error

21 simulated_put_payoffs1 <- exp(-r*tau)*pmax(K-ST1,0)

22 simulated_put_payoffs2 <- exp(-r*tau)*pmax(K-ST2,0)

23 # get the average

24 simulated_put_payoffs <- (simulated_put_payoffs1+simulated_put_payoffs2)/2

25 price_put <- mean(simulated_put_payoffs)

26 sterr_put <- sd(simulated_put_payoffs)/sqrt(nSim)

27

28 output<-list(price_call=price_call, sterr_call=sterr_call,

29 price_put=price_put, sterr_put=sterr_put )

30 return(output)

31

32 }

33

34 set.seed(1)

35 results<-antithetic_call_put_mc(n=1000000, tau=0.5, r=0.02,

36 sigma=0.2, S0=102, K=100)

37

38 results

Et on obtient :

price_call

[1] 7.290193

sterr_call

[1] 0.004993403

price_put

[1] 4.294812

sterr_put

[1] 0.003636479

On voit que les prix estimés sont à nouveau très proches mais l’erreur type est beaucoup plus
faible avec la méthode des variables antithétiques par rapport au Monte Carlo simple (0,004993403
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vs 0,01013476 et 0,003636479 vs 0,006700902). nous pouvons relancer la simulation une demi-
fois, juste à titre de comparaison.

set.seed(1)

results<-antithetic_call_put_mc(n=1000000/2, tau=0.5, r=0.02,

sigma=0.2, S0=102, K=100)

results

On obtient

price_call

[1] 7.28989

sterr_call

[1] 0.007057805

price_put

[1] 4.294863

sterr_put

[1] 0.005140888

Méthode d’échantillonnage d’importance

C’est l’idée de l’échantillonnage d’importance, c’est d’essayer de donner plus de poids à « l’impor-
tant » afin d’augmenter l’efficacité de l’échantillonnage et par conséquent de réduire l’erreur type
de la simulation. Nous allons changer la mesure en considérant la fonction identique I[ST > K]
pour les options d’achat et I[St]

1 importance_call_put_mc<-function(nSim, tau, r, sigma, S0, K) {

2

3 Z <- rnorm(nSim, mean=0, sd=1)

4 WT <- sqrt(tau) * Z

5 ST = S0*exp((r - 0.5*sigma^2)*tau + sigma*WT)

6

7 # call option price and standard error

8 simulated_call_payoffs <- (exp(-r*tau)*pmax(ST-K,0))[ST>K]

9 price_call <- mean(simulated_call_payoffs*mean(ST>K))

10 sterr_call <- sd(simulated_call_payoffs*mean(ST>K))/sqrt(nSim)

11

12

13 # put option price and standard error

14 simulated_put_payoffs <- (exp(-r*tau)*pmax(K-ST,0))[ST<K]

15 price_put <- mean(simulated_put_payoffs*mean(ST<K))

16 sterr_put <- sd(simulated_put_payoffs*mean(ST<K))/sqrt(nSim)

17

18

19 output<-list(price_call=price_call, sterr_call=sterr_call,

20 price_put=price_put, sterr_put=sterr_put )

21 return(output)

22

23 }

24

25 set.seed(1)

26

27 importance_call_put_mc<-antithetic_call_put_mc
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28 (n=1000000, tau=0.5, r=0.02, sigma=0.2, S0=102, K=100)

29

30 results

Et on obtient :

price_call

[1] 7.28989

sterr_call

[1] 0.007057805

price_put

[1] 4.294863

sterr_put

[1] 0.005140888

Encore une fois, nous voyons qu’en appliquant la technique d’échantillonnage d’importance, nous
avons obtenu une estimation très proche du prix et une erreur type beaucoup plus faible par
rapport à la simple méthode de Monte Carlo.

Discussion

Nous avons montré comment calculer explicitement le prix des options européennes en appli-
quant la formule de Black-Scholes et nous avons montré comment estimer les prix en appliquant
la simulation de Monte Carlo. Enfin, nous avons fourni des exemples de techniques avancées de
Monte Carlo telles que les variables antithétiques et l’échantillonnage d’importance qui ont pour
résultat une simulation plus efficace avec une erreur standard plus faible.

33 Décision

Nous avons étudié ici le modèle classique de Black-Scholes pour le pricing des options euro-
péennes. De manière générale, ce modèle reste l’outil fondamental de l’ingénierie financière mo-
derne. Cependant il présente beaucoup de faiblesses puisqu’il n’est pas conforme à la réalité, en
effet le temps n’est pas continu et il peut y avoir des côuts de transaction suplémentaires suites
aux échanges économiques. La volatilité n’est pas observable dans le marché donc on ne peut pas
l’estimer juste avec une constante. Par conséquent, de nombreux modèles ont été propsé au fil du
temps, tous tentent d’inclure les caractéristiques du marché «réel».
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons commencé en prélude à l’arithmétique des probabilités et ses caracté-
ristiques générales, puis nous sommes passés à l’arithmétique différentielle, où nous avons mis en
lumière les équations différentielles ordinaires, leurs formes et les méthodes pour les résoudre.
Enfin et surtout, Nous nous sommes concentrés sur les équations différentielles stochastiques,
leurs types et leurs solutions en détails, puis nous avons terminé ce travail en appliquant le mo-
dèle Black-Scholes et la simulation avec le programme R en finance.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons traité le sujet des équations différentielles stochastiques et
leurs applications. Premièrement, on a rappelé quelques outils sur : théorie des probabi-
lités, calcul stochastique, équation différentielle ordinaires. Deuxièment, on a traité le cas
où l’EDS est linéaire (l’existence et l’unicité). Finalement on a donné une application réelle
sur les EDS linéaire de type Black-Scholes et on a essayé interpréter les resultats.

Mots clés :– Stochastique, equation différentielle stochastique, Black-Scholes.

Abstract

In this thesis, we have dealt with the subject of stochastic differential equations and their
apps. First, we recalled some tools on : probability theory, stochastic calculus, ordinary
differential equation. Second, we have treated the case where the EDS is linear (existence
and uniqueness). Finally we gave a real application on the linear EDS of the Black-Scholes
type and we tried to interpret the results.

Keywords :– Stochastic, stochastic differential equation, Black-Scholes.
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