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Résumé

La régression non paramétrique est un outil statistique permettant d’écrire la relation
entre une variable dépendante et une ou plusieurs variables explicatives, Nous rappe-
lons quelques définitions et notations qui seront nécessaires pour 1’élaboration des résul-
tats établuis dans ce mémoire. Nous présentons notre modele " la fonction de la régres-
sion r(x) ou x réel et nous étudions la convegence presque complet et la convegence en
moyenne quadratique . On enseusuit, nous généralissons les méme résultats c-a-d " esti-
mateur de (), la convegence presque complet et la convegence en moyenne quadratique
au cadre vectorel

Finalemet , nous avons fait une simulation sur des exemples avec le logiciel R.



Chapitre 1

Introduction général

1.1 Historique

Historiquement I’estimateur a noyau a été considéré séparément a la premiere fois par Na-
daraya et Watson en 1964. Les deux auteurs ont adopté ces techniques d’estimation a la
fonction de régression r(x) = E(Y/X = x) . Le terme régression trouve son origine dans
les travaux de Pearson et Lee (1903) qui introduisent la notion de droite de régression a
propos d’observations du couple (X,Y") = (taille du pere, taille du fils). Cette droite de
régression est déterminée a 1’aide d’une représentation graphique (diagram 1 de Pearson
et Lee, 1903) associee aux observations (X;,Y;),7 = 1,...,n et qui n’est pas autre chose
qu’un régressogramme proposée par Tukey en 1961 [3] a une origine intuitive immediate :
(X a valeurs dans [0, 1]) on divise I’intervalle [0, 1] en k,, intervalles égaux et disjoints et
on estime la régression par la fonction en escalier qui, sur chaque intervalle, est constante
et egale a la moyenne des Y;,7 = 1, ..., n tels que X; appartienne a cet intervalle (et nulle
si aucun X; n’appartient a I’intervalle (cette définition se généralise au cas ou X prend
ses valeurs dans RP.)). Les propriétés asymptotique de la forme actuelle de 1’estimateur
a noyau de la fonction de régression se date du 1981. Ils ont été développés par Collomb
(1981), dont il a démontré la convergence presque sure. Bosq en 1987 a étudié la conver-
gence en moyenne quadratique. Il a donné la forme explicite du biais et de la variance de
I’estimateur a noyau de la fonction de régression. L’étude de la convergence en norme Lp

de I’estimateur a noyau de la fonction de régression a été obtenu par Devroye en 1987.

4
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Pour plus détails vue article de Gerard Collomb [3]

1.2 Notations et Définitions

Dans ce qui suit, nous regroupons quelques définitions ainsi que quelques outils qui seront
nécessaires pour I’élaboration des résultats établis dans ce mémoire.

Définition 1

Soit la structure statistique suivant (0, A, Py), 0 € ®, et ® € R<.

Q : espace fondamental.

A : la tribu.

Py : ensemble de probabilité.

D : ensemble des parametres.

Si d < oo : on dit que la statistique est paramétrique.

Si d = oo : on dit que la statistique est non paramétrique.

Exemple : 1

Le modéle de Bernoulli : On prend Q2 = (0,1), A = P () : c’est ’ensemble des parties
de Q. P,(0)=1—p=gqet P,(1)=p

Donc : (2, A, Py) : {Q=(0,1),4A=P(Q),0 = p}

Définition 2

On appelle statistique fonctionelle toute application T :

T: F—>&
FsT(F) =0

F : I’ensemble des fonctions de répertition.
® : I’ensemble des parametres.

T : s’appelle statistique fonctionnelle .

On dit que 6 = f un paramétre fonctionnel si 7'(F) = d(F') = ' = f.
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1.2.1 Le noyau d’ordre &

La définition suivante précise le noyau d’ordre k
Définition 3

Une fonction K de R? est dit noyau d’ordre k, k € N*, si
Tii,.ip)(K) =0, pourtout (iy,...,i,) € NP, vérifiant i; <k (1 <5 <p)
et
T;(K) #0, pourtout j <k

ou

T(ih__.@)(K):/ ut e K (ug, ooy wp)duy oduy, et TJ(K):/ u?K(ul,...,up)dul...dup.
RP

RP

telle que k > 0, c’est a dire qu’il vérifie :

/th(t)dt =0,Vi=1,..k—1 et 0< |/tkK(t)dt| < 00.

1.2.2 Mode de convegence

Dans cette section, nous allons introduire différentes notions de convergence pour une
suite de variables aléatoires.

Définition 4

(Convergence en Loi) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles définies sur un
méme espace de probabilité (2, A, P). On dit que la suite (X,,), de fonction de répartition
F,,, converge en loi vers une v.a X de fonction de répartition F, si la suite F,,(x) converge

vers F'(x) en tout point x ou F est continue :

X, —!' X, quandn — .
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Définition 5
(Convergence en probabilité) On dit que (X,,) converge vers X en probabilité si :

Ve>0 lim P(|X,—X|>¢) =0

n—o0

et on écrit,

X, —? X, quandn — oo.
Définition 6
(Convergence presque siirement) On dit que la suite (X,,) de v.a.r. converge presque sii-
rement vers X s’il existe un élément A de la tribu A tel que P(A) = 1 et pour tout
weA

Pw, lim X,(w)=X(w)) =1

n—-+o0o

On note
X, —P X
Définition 7
(Convergence en moyenne quadratique) Soit (X,,) une suite de v.a.r. On dit qu’elle converge

en moyenne quadratique vers une v.a.r. X si

E(an - X|2) T n—4oo 0

Définition 8
(Convergence dans L) Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans LP. On dit qu’elle converge dans
L? vers une v.a.r. X si

HXn - X”p —?n—+oo 0

Définition 9
(Convergence presque compléte) On dit que la suite (X,,) de v.a.r est converge presque

complete vers X si

Ve>0, > P(IX,—X|>e) <o0

n=1
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et notée par lim,,_,,. X,, = X, p.co

Proposition 1

Si lim,, o X,, = X, p.co, alors nous avons
1. lim, ,, X, = X,p.

2. lim, o X,, = X, p.s.

1.2.3 Taux de convergence
1.2.3.1 Notations O(h) et o(h)

Soit X, variable aléatoire : Soit x et h deux séries de nombres réels. Alors, lorsque n. —

(0.¢}

a) X, = O(h) <= Ve> 0,35 et N tels que P(|22| > §) < ¢, Vn > N.

b) X, = o(h) <= Ve > 0,limP(|32| > §) = 0.

Le taux de convergence presque sure a O pour une suite des variable aléatoire est définie

par:

Xo— X =0py(uy) = P((Xp—X)=0,,)=1

< P(Jec < oo, In,Vm > n, | X, — X| < cuyp) = 1.
et le taux de convergence en probabilité définie par :

X, — X = 0,(u,) <= limlimsup P(|X,, — X| < mu,) =1

n—oo

Maintenant on définit le taux de la convergence presque complete :
Définition 10

On dit que le taux de convergence presque compléte des (X,,)nen vers X est l'ordre u,
telle que (uy)nen est une suite déterministe de nombres réels positifs qui tend vers zéro si

et seulement si :

Jdep > O,ZP(|Xn — X| > €u,) < oo.

neN

etonécrit : X, — X = Opco(Uyp).
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Cette définition du taux a aléatoir introduite par Ferraty et Vieu (2006). Elle a 1’avan-
tage théorique d’impliquer les deux vitesses de convergence classiques en probabilité
et presque siire, et I’avantage pratique d’étre souvent plus facile a2 démontrer. Dans les
quinze dernieres annonces, ce mode de convergence a été trés utilisé dans des travaux

concernant la statistique non-paramétrique des données fonctionnelles

Proposition 2

[1] Si limy, oo uy, = 0, Xy, = Opeo(uy,) et lim, oo Y, = lyp.co, oit : 1, est une nombre
réel déterministe. Alors

) X,.Y, = Opco(un).

ii) f,—: = Op.couy), avec : 1, # 0.

1.3 QOutils

L’inégalité exponentielle de Hoeffding est utilisée dans la démonstration de probleme de

convergence presque complete et elle donnée ci-dessous :

Lemme 1
[3] Soit Ay, ..., A, des variables aléatoires centrées, indépendantes et de méme loi, telle

qu’il existe deux réels positifs 0, et O, vérifiant :
’A1’ < 51 et E’AJQ < (52.

Alors, pour tout € €]0, g—;[, ona:

P{n ZAZ- > € §26Xp<462)

i=1

1.4 Plan de travail

Dans ce mémoire, nous étudierons I’estimation non paramétrique de la fonction de ré-
gression par la méthode du noyau dans un espace vectoriel et nous concentrons sur deux

modes de convergence : la convergence presque complete et la convergence en moyenne
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quadratique.

Ce manuscrit est présenté en quatre chapitre :

Ce chapitre introductif destiné premierement a un historique sur I’estimation de la fonc-
tion de régression par la méthode du noyau et nous présentons €galement, un nombre
important de définitions et notations permettant de clarifier le vocabulaire utilisé dans la

suite.

Dans la deuxieme chapitre, nous étudions 1’estimation de la fonction de régression dans
le cas réelle. Nous présentons la convergence presque complete et la convergence en
moyenne quadratique dans le cas ou les variables sont indépendantes et identiqument

distribuées.

Dans le troisieme chapitre, on généralise les résultats du chapitre présédent lorsque la va-

riable explicative est vectorielle.

Dans le chapitre quatre, nous donnons des exemples par simulation dans le deux cas : cas

ou la variable explicative est réelle et le cas vectorielle.

Nous terminons ce travail par un conclusion générale.



Chapitre 2

Régression Non-Paramétrique Réelle

Dans ce chapitre on essayera estimer la fonction de la régression notée r(x) ou z est
un réel. On introduit notre modele ainsi son estimateur dans la premiere section. Nous
étudions la convergence presque complete dans la deuxieme section, et dans la derniere

section nous traitons la convergence en moyenne quadratique.

2.1 Le modele non-paramétrique

Définition 11

Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2, A, P). La régression non paramétrique
est une fonction notée r vérifie

Y =r(z)+e

ol € est une variable aléatoire réelle centrée et indépendente de X.

Définition 12

La variable aléatoire X s’appelle variable explicative et la variable aléatoire Y s’appelle
variable réponse.

Remarque 1

La fonction de régression nous permet de prévoir la variable Y sachant la variable ex-

plicative X. Cette fonction est explicitement donnée par

r(z) =E(Y/X =2) (2.1)

11
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Définition 13
Soit {(X;,Y;),i =1, ...,n} unn-échantillon de (X,Y").On notera f la densité par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R de la variable explicative X. L’estimateur a noyau de la

fonction r est défini par
X YK (5
> K(52)

K est une une fonction de R dans R, h,, est un parametre réel strictement positifs.

(z)

(2.2)

2.2 Convergence presque compléte

(Sous les hypotheses)

(H1) la fonction r(respf) est de C*
(H2) f(z) >0

(H3) lim,_ h, = 0,lim,, % = 00

(H4) K est bornée intégrable a support compact vérifiant [ K (t)dt = 1, [/ K (t)dt =
0,Vj=1,...,k—1let0<|[t*K(t)dt| < oo

(H5) La variable réponse est telle que : |Y| < M < oo

Théoreme 1

(vitesse de convergence presque complete ponctuelle sous condition de dérivabilité)

Considérons (HI) avec k > 0 et supposons que les conditions (H2) et (H5) soient réali-

sées, On a
P(x) — r(z) = O(hF) + O( I:Lin)p.c.o 2.3)
Démonstration :
Nous avons
r(x) = @
f(z)

~

ot g(x) = ﬁ o Y;K(%) et f(z) = - D00, K(x;j()

—_
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On considere la décomposition suivante :

13

T = ALA:U —g(x z) — r(2) Flz
() —r(z) = f(m)(g() 9(x) + g(z) —r(z) f(x))
= ;Ax —g(x 7/’\($) z) — flx
f(x)(g() g( ))+f(:c)(f() ()
1 ~ . r(z) —~ ~
= —(g(z) — Eg(x Eqg(z) — g(x — z)—Ef(x Ef(x) —
f(x)(g() g(z) + Eg(x) — g( ))+f(x)(f() f(z) +Ef(z)

Lemme 2

Démonstration du Lemme

Pour la premiere équation

(2.4)

(2.5)

ho,
r — Xl
h,

) f(X1)d X,

le changement des variables 7' = w;—nXl, X, =x—Th, = dX; = —h,dT donc

E(f(z)) = / K(T)f(x — Th,)dT

on utilise le développement de Taylor

f(x = Thy) = f(z) = haTfV(z) + h—%T2 fO @)+ .+ h—ﬁT’“ F®(x) 4 o(h*)

2 k
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d’ou

2

I 0 1 BP0 ) 1 o

Bfw) = [K@DI@) - bY@+ i

E(f(z)) = f(x)/K(T)dT—hnf“)(x)/TK(T)dTJr th (2 )/T2K(T)dT
o F Z—%f(’“) (z) /T’“K(T)dT—I— o(hF)

E(f(z)) = f(x)+i;—f; 8 (x) / THK(T)dT... + o(h*)

Pour la deuxieme équation

E(g(z) =

Fl——
[nhn

1 r— X;
K K3
1 ZE—Xl
= —E|K
hy, L&A hy,
1 ZE—Xl
= —E|K
hy, AL hy,

- _/ K I_Xl)f(Xl) (X2)dX,

)Yil

)Yi]

)E(Yl/X = Xl])

9(X1)dX,

le changement des variables 1" = ""”;L—nXl, X, =x—Th, = dX; = —h,dT donc
= /K(T)g(m — Thy,)dT
on utilise le développement de Taylor
h? hk
gl — Thy) = g(x) — h,TgW (x) + 7”T29(2)(:v) + o =TGR (1) 4 o(hF)
d’ou

/K — hTgW (z )+h—ing(2)(x)+ 4 "Tk g™ (2) + o(h¥)]dT
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2

E(§(z)) = g(z) / K(T)dT — g™ (z) / TK(T)dT + %g@) (z) / T2K(T)dT+

k

.+ %g(’“) (x) /TkK(T)dT + o(h¥)

E(§(z)) = g(z) + Z—%g(k) (2) / T*K(T)dT... + o(h*) ]

(e) ~ E(r) = 0“2 )p.co 2.6)

~ logn

fla) - Ef(a) = 0y -2

)p.co 2.7)

Démonstration du Lemme 3

Pour la premiere équation

n

g(r) —Eg(r) = — > ViK(=——) = E— YiK(~—")
i=1

i=1

= I (T — vk ()

n h

=1

On pose A; = YK (*5%) — EYK(*5%)]

Comme K et Y sont bornés alors

1A <

=/ O

Alors 1l suffit de calculer

et
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ol y1; = 3 [Y; K (£5%4)], alors,

ol p(X;) =E(Y?/X = X))
On considere le méme changement des variables z = @ donc dz = ’Td“ pour démon-

trer que :

E(:) = 1 / b — 2h) f(x — =h)KC3(2)dz

Puisque la fonction ¢ est borné, la densité f continue et le noyau K est a support compact,

alors, il existe une constante C' telle que :

E(u;) <

= Q

La preuve de ce lemme est basée sur 1’inégalité d’Hoeffding , pour laquelle alors, pour

tout Ve > 0 et pour tout 6, on a :

1« —ne
P|— A; <2 —_
125> d < 2o
En prenant
logn
€E=c¢
oV nn

pour tout €y > 0 a
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ng 9] > oy 2" < zanfc

2
Il suffit de choisir 48 > 1 pour que la série converge d’apres la série de Rieman. Pour

f(z) la démonstration est similaire a celle qui précedé de f(x) — Ef(z) = O(y/ %)

Donc

[ |
Lemme 4

Sous les hypotheses du lemme précédent

39 > 0,tel que ZPHfA(xN < 0] < o0 (2.8)

i=1

Démonstration du Lemme [4]
le Lemme 3| entraine en particulier la convergence presque complete de f(x) vers f(x).

Ainsi, pour tout € > O on a

ZPHJ%) — J(2)] > <00

On remarque que

foy < 9 — 7wy - ) = 22
On peut écrire, alors
Pl 7)< 291 < By fle) - f)) > 12
Donc
> r7e) < 0 < S pfe) < T <o
11 suffit maintenant de prendre § = @ |

2.3 Convergence en moyenne quadratique
Théoreme 2

Sous les conditions suivantes :
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(H1) Les fonctions r et f sont 2 -fois continiiment différentiables au voisinage de x .
(H2) La densité f de la variable explicative est strictement positive au point x .

(H3) Le parametre de lissage est tel que :
lim,, o0 hyy = 0 et lim,, o nh, = 0
(H4) Le noyau K est d’order 2, borné et intégrable.

(H5) La variable réponse est telle que :|Y'| < M < oo

ona

1

nh,

E[f(x) — r(x)]? = B2(@)ht + V(2)—— + o(hd) + of

nh,,

) 2.9)

ou

2K (t)d @) (z)=r(z) P (z x)—r2(z
B(x) = LEKO8 (0000 D)) oy (z) = [ K2(t) g G e)

Démonstration La démonstration se fait par un calcul séparé des deux parties : partie

biais et partie variance. En effet, I’erreur quadratique peut €tre exprimer
Eli(z) — r(2)]* = [E(F(2)) — r(2)]* + V]i(z)]

On considere le développement usuel de % :

1 +1 (’Z — 1)p+1 *
—=1-C-1D+. .4+ (D=1 + (1) —— Vz#0,VpeN
z

Une application de ce développement pour z = E{f{% et p = 1 nous permet d’écrire

~ ~ ~

s @) @) -Ef(e), (@) - Ef@)? 510
DT e ey @

Ceci implique que,
Br(e) = 0@ A A @.11)
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N

ou

~ ~ ~ ~

Ay = Eg(z)(f(z) — Ef(x)) et Ay = E[(f(z) — Ef(2))*7(2)]

Pour calculer le terme A; on utilise I'indépandance puis 1’équidistribution des couples

(X;,Y;) donc :

A = Coua). Fle) = g 3 CoulViK (P52, K(E=)

r— X 1 1 r—X 1 z—X
— -E|lY-K
h ) nE[ h ( h

A = n—lh(g(rc)/KZ(t)dt) —%(g(m) —o(1))(f(x) —o(1)) (2.12)
= %g(m)/Kth%—o(%) (2.13)

Concernant maintanenant le terme A,, puisque Y est bornée et puisque K est positif, on

peut borner slirement 7°(x) par une constante C, et arriver ainsi a

~

| Az| < CV(f(x))

donc

Ay = O(—) (2.14)

)

Ef(@)] —r(z) = ((Ef(@)'Eg(z) —r(x)) - (Ef(x)*Cov(d(x), f(x))2.15)
+((Ef (@) E(f(z) - Ef(2))*F(x) (2.16)

Comme la variable Y est borné, on peut trouver une constante C' > 0 telle que 7(z) < C.

D’ou,
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E[f(z)] —r(z) = (Ef(x)'Eg(z) —r(z)) — (Ef(x))Cov(g(x), f(z))

+((Ef(2)) 7V (f(2))*0(1)

Pour la partie dispersion nous inspirons de techniques de Sarda et Vieu (2000) et de Bosq

et Lecoutre (1987) et en vertu de 1’expression [2.10] nous déduisons que

V(@) = (Ef(@)V[§(x)] - 2Bf(2)*(E(x)Cov(g(x), f(x) (2.17)

-~

HET(2)) ()P (7)) + o) 2.18)

iy

Finalement, le Théoréme [2]est une conséquence des lemmes suivants :

Lemme 5
Sous les conditions du Théoréme|2|on a

7 2 f@ (z) 2 2
E(f(z)) = f(x)+ R 51 t“K(t)dt + o(h;) (2.19)
~ _ 29( )( ) 2 2
EG(@)) = g(@) + 222 [ K (0dt + o(h2) (220)
Démonstration du Lemme 5]
Elf(z)] =
= K
o Bl (=)
1 — X
= E[K (= )]
- Xl)Xm
le changement des variables ¢ = ”;—fl donc

_ /K(t)f(:c—thn)dt
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on utilise le développement de Taylor

flx—thy) = f(x) 4+ thyfV(x) + tz%i FA(x) + o(h?)

d’ou

~

Pour la deuxieme équation

E[g(z)]

le changement des variables ¢ =

2

mmmzfuwfﬁ/ﬁKmﬂWwﬁ+mﬁ>

2

Bl SR

1 ~ z— X;
nhnE[;K( I )Yi

1 x—Xl

h—nE[K( ™ )Y1]

1 iL’—Xl

h—nE[K( ™ JE[Y1]X = X,]]
1 .Z'—Xl

i [ EEED e,
1 I—Xl

i [ EC g,
2321 donc

G = [ Ktgto — th,)i

on utilise le développement de Taylor

2

h
g(x = thy) = g(z) + thyg™(z) + 9P (x) + o(hy)

Ainsi

2

g(x) + hy /t2K(t)g(2)(x)dt + o(h?)

21
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Corollaire 1
Sous les conditions du Théoréeme|2|on a

(Ef(2))'E[g(z)] — r(z) = B(x)h? + o(h2) (2.21)

Démonstration du Corollaire [1On a

(Ef (@) E[g(x)] - r(x)

Lemme 6
Sous les conditions du Théoréeme|2|on a

V) = o f@ols) [ K@+ O) 22

nh nh,

avec ¢(z) = E[Y?| X = x]

Démonstration du Lemme [6lon a

Vg = Vi Y KV
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Il est clair que

1 xr — X1 2 ~ 2 4
iz BV = B3 = o)
D’ou
V) = B DEYEX = X+ O)
1 5, T — X1 2 /v 1
~ S ElR RN /X = X+ 0 )
- niﬂ /KQ(:E ;LnXl)f(Xl)gb(XﬁXm + O(nin)

le changement de variable ¢ = -1 et on utilise la continuité de la fonction f(z)¢(x)

pour arriver a

V[g(2)] = - f(x)(z) [ K*(t)dt + ()
Lemme 7
Sous les conditions du Théoréeme|2|on a

Cov(g(e), Jla)) = —

o(z) / K2(t)dt + o(nzn) (2.23)

Démonstration du Lemme[71On a

Cov(G(z), f(z)) = Cou( ! ZK(‘”;XZ')Yi, ! me—xj))

nhy, “— n nh,, hy,
=1 1
1 - Tz — X; 1 — T — X;
- 1 2, X1
= n_h,%[E( ( I Y1)
z—X r—X
(KRR (DY)

En vertu du calcule précedent, (voir le lemme [2)) on peut conclure

1 r—X
B (o

I—Xl
hon

)] = O(1)

Y1)E(K(
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Ainsi,

Cong(e). Fw) = B HEN/X = Xl +0(-)
— B HEN/X = X+ 0()
- [ R e + 0l

On considere le changement des variables usuelle ¢ = % et on utilise la continuité de

la fonction g(x) pour arriver a

- ~ 1 9 1
Co(g(o). fla)) = (e [ K20yt +o(—)
Lemme 8
Sous les hypotheses (HI1)-(H2) et (H4) on a,
V[Fi —1f)/K2tdt L 2.24
Pl = @) [ K20t + o) 24
Démonstration du Lemme |8 on a
—~ 1 — r—X;
VIl = Vi YK
1 ~ z— X;
= L ECT
- 1 2, Xl . ZL’—Xl 2
= o Bl () = B (=)

Il est clair que
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D’ou
~ 1 5, T =X 1
V@) = IR ol )

Le changement des variables t = x;—fl et si on utilise la continuité de la fonction f(x)

pour arriver a

VIf@)] = =

o) [ K0t + ol o)



Chapitre 3

Régression Non-Paramétrique

Vectorielle

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats obtenus dans le chapitre précédent au

cadre vectoriel.

3.1 Le modele non-paramétrique

Soit le model de régression vectorielle suivant :

Oou;

Y; : la variable aléatoire a expliquer (réel).

X, : la variable aléatoire explicative a valeur sur R?
p un entier strictement positif.

€; : variable aléatoire centrée indépendante de X.

L’estimateur a noyau pour la fonction r est :

?mz@m RP
TR

26

(3.1

(3.2)
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-~

ol §(w) = 77 2imy ViK (557) et f(w) = 77 200, K(*57)

3.2 Convergence presque complete

Hypotheses : Le model r est renforcé par les conditions :

— (HI1) r et f sont k fois continument dérivable autour de .

— (H2) z étant un point fixé de RP

f(z) >0
(f est la densité de x)
— (H3)
p
lim h = Oet lim nh =00
n—oo n—oo log(n)

Ou h est le parametre de lissage

— (H4) K est borné et intégrable et a support compact, pour tout p-uplet d’entier

positifs (i1, iz, .., )

— (H5) K véretfie :
T(iy,igy ...y ip) = / utt K (g, . wp)dug, . duy,
RP

Viel,...,pona:

Tk(j):/ u K (uy....up)duy...du,
RP

et

0< |/tkK(t)dt| < +00

— (H6)
Y| <M < oo
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Théoreme 3

Sous les hypotheses précédentes on arrive a

P(x) —r(x) = O(hF) + O( log(n)) en(p.co) (3.3)

nhp

Preuve. [Preuve de théoréme] La preuve est trés similaire du celle du théoréme @ en nous
contenant d’insister sur les parties de la démonstration pour lesquelles 1’aspect multi-
dimentionnel. Dans cette preuve ¢ désigne une constante, et [, K(u)du = letrf =g

Le résultat final sera prouvé dés que seront vérifées les 5 propriétés suivant :

E(g(x)) — g(x) = O(h*) en(p.co) (3.4)
E(f(2)) = f(x) = O(h*) en(p.co) (35
E(G(r) — 32) = O "2 en(p.co 36)
B(7(2)) - Tx) = O P2 en(p.co a7
Je > 0, Zzn;ﬂ»(f(x) <€) < oo en(p.co) (3.8)

) (3.9)
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En conditionant par rapport a X on arrive a :
BGW) = [ k(T =T o
TE =4 | B T '
+o0o
B@() = [ oo~ h)K(:)d: (.11)
k ; dig
g(x — zh) — Tic(ivy ooy ip) [ ————1(2) +O(KW)) (3.12)
; ]! “JFZHP . Oxi...0xy
On utilise la condition (5), on trouve :
(=) 5~ 24 ¢
B((x)) - g(x) = - D5 F@)Tk(j) + O(hY (3.13)
=1 J
ceci acheve la preuve.
E(g(z)) - g(z) = O(h")
Pour montrer [3.5]on suit les memes etapes que [3.4]on arrive a :
- nE S~ b
E(f(x)) — Z Sr(@)Ti(5) + O(R) (3.14)
7=1 J
ceci acheve la preuve.
E(f(x)) = f(z) = O(h")
Pour[3.6/on a besoin du lemmell
si on applique ce lemme aux variables :
1 r— X; r—X;
A, =—(VK Y - EY;K :
1 hp( 1 ( h ) ? ( h ))
|1A;] < hi" (3.15)
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car K et Y sont bornés V(A;) = E(A?) — (E(A;))? et E(A;) =0

on a

on applique maintenant le lemme :

~ ne>hP
PE[g(z) — g(z)| > €] < 2exp(=——)
si on pose :
log(n)
- nhp

on arrive finallement :

~ log(n) e

PlE(g(z)) — g(z)| > €0 ] < 2n°

nh? - —

on peut choisir ¢y >
D’ou le résultat.

Pour [3.7]il suffit de reprendre les calcul précédents de [3.6]

PIE(F(2) - ()] > coy 2] < 2

nhp

Pouril suffit de poser € = @ pour que

f#0 en(p.co)
Des résultats précédents on arrive a

) —r(x) = () + 0/ B

30

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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3.3 Convergence en moyenne quadratique

Théoreme 4

Sous les conditions suivantes :
— (HI) r et f sont k fois continuement dérivables autour de x

— (H2) x étant un point fixé de RP

flz)>0
— (H3)
lim Ah=0et lim nh’ =00
n—-—ao0 n—-a=o0
— (H4)
Kest borné intégrbale positif symétrique et a support compact
— (H5)
d(u) = E(Y?/X = u) est continue au point x
— (H6)

Y| < M < oo
Théoreme 5
Convergence en moyenne quadratique ponctuelle multi-variée sous condition de déri-
vabilité. considérons le modéle (HI1) avec k = 2 et supposons que les conditions (H2),
(H3), (H4), (H5) et (H6) soient réalisées.
Ona

E[F(z) — r(z)]* = B*(z)h* + V(:c)m + o(h* + n—) (3.20)

ou

k k
BE) = g7 2 Tl )(0) — ()5 ] ) 621
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(3.22)

_ 2y gy () — ()
V= RP r <t)dt f(:E)

Preuve du Théoreme |5|On considére comme toujours que K est unitaire (i.e K est d’in-

tégrale 1). le résultat énoncé va découler des 2 résultats suivants :

Er(x) — r(x) = B(x)h* + o(h?) (3.23)

et
V() = V(2)—— + o(—— 3.24
Pla) = V(@) — 4 o( ) (3.24)

Preuve de[3.23|concernant ce terme de biais notons que le résultat [2.1T|reste valable dans
cadre multidimensionnel en reprenant les preuves de[2.12]et[2.14]et en les adaptant a notre

cadre multivarié on arrive a

1 , 1
A = nhpg(:v) . K=(t)dt + O(nhp) (3.25)
et
Ay =0 ! 3.26
2 = (m) (3.26)

Finalement [3.23]| découle directement de [2.11] 3.13] [3.13] [3.25] et 3.26] Preuve de [3.24]1a

remieére chose consiste a établir , en suivant les méme que pour démontrer|2.17|que I’on
p ) que p q

VW) E@)Coe), @) e (EF@P 1
V(r(x)) = -~ —4 = 3V (qg(x - 0 3.27
") = By Efwy I Ry ) G2

Ensuite ,il suffit de reprendre les preuves de [3.6|et[3.7] et d’utiliser la condition (H5) qui
va permettre de préciser les constantes Ainsi on arrive a :

V@) = 1S @)ot) [ K20d+ ol

5 —) (3.28)
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N 1

1
_ 2 L
V(i) = oot | K0+l (3.29)
quant a la Covariance , elle se calcule de maniere analogue et nous avons
- ~ 1 9 1
Cov(g(z), f(x)) = —g(x) | K°(t)dt +o(—) (3.30)



Chapitre 4

Application sous R

Soient un échantillon (X;,Y;),i = 1,...,netY; = r(X;) + ¢; avec ¢; : v.a centré indepen-

dant de X; et
_ Jyf(ay)dy

r(z) =E(Y/X =) ()

4.1)

est la fonction de regression, out fx () est la densité de la variable X. Nous avons vu que

r(z) est estimé par la quantité :

XL YK @ux()

- — 4.2
SUK(ES) T fux(@) 42)

()

Il dépend de 1a taille de I’échantillon n, du noyau K et de la fenétre h

Dans la suite de ce chapitre, On peut écrire notre modele sous forme :

y =r1(z)+e

et nous étudions les deux cas :
— Régression linéaire : y = 1 + 22 + €
— Régression non linéaire : y = exp(z) + €

Dans chaque modele :
1) X est de loi normale centré de variance 02 = 0.2 . 2) ¢ un terme d’erreur de loi N(0; 1).

3) Etudier les cas suivents : a) Parametre de lissage h fixe et n varié, noyau normal (noyau

34
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a support non compact)

b) Parametre de lissage h fixe et n varié, noyau d’epanechnikov (noyau a support com-
pact)

c) n fixe, h varié et noyau normal

d) n fixe, h varié et noyau d’epanechnikov

4.1 Régression linéaire

Soit le modele linéaire

y=1+2z+¢

4.1.1 Parametre de lissage / fixe et n varié, noyau normal (noyau a

support non compact)

Dans ce cas, on choisit le parametre de lissage h = n%l(ﬁxé), n varié (n = 50; 100; 500)
et K est un noyau gaussien : K (t) = \/LQ? exp(’TtQ)
Code R

n=50 { taille de 1

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E £ Mod

# Noyau Normale K(t) ¢
K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(—0.5 * %)

f param

h =nm.2

# Initiation

s=100 £ taille de 1

a=min(X) f borne inf

b=max(X) f borne sup
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x=seq(a,b,length=s) f Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

f Densit

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]J=K((x[j]-X[i])/h)
fn[jl=sum(V)/(n*h)

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn § R
op=par(mfrow=c(1,3))
plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type="1",col=2, lwd= 2)
abline(1,2,lwd=2)

44 Pourn=100f 1 #

n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h=n".2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
fn[jl=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

36
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for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type="1",col=2, lwd= 2)
abline(1,2,lwd=2)

£428 Pour n =5002444

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h=n".2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]J=K((x[j]-X[i])/h)
fn[jl=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type="1",col=2, Iwd= 2)
abline(1,2,lwd=2)
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n=50 n=100 n=500
o
o _ o _]
o _]
-
o
w
= 3? 5
i=4 =4 =4
E € E o |
o - o
w _|
W !
L.
T I I T I I I T T T T T T T T T T T
4 2 0 2 4 6 4 2 0 2 4 6 4 2 0 2 4 B
x X x

4.1.2 n fixe, h varié et noyau normal

Dans cette section, nous prenons le parametre de lissage dans I’intervalle ]0; 1[ et avec
des tests graphique en va diterminer le parametre h optimal (au sens graphique). On fixe
la taille de I’échantillon n = 250 et le noyau K est normal, 1’estimation obtenue avec les
valeurs de h varié de 0 :1 a 0 :9 sont données dans la figure. Il est clair que la valeur de h
optimale est de h =0 :7 (ligne 3, colonne 1)

Code R

n=250 { taille de I’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

# Noyau Normale K(t) ciest une densitée

K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(—0.5 * %)

f parametre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

# Initiation

s=100 { taille de I’intervalle [a,b]

a=min(X) fborne inf
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b=max(X) # borne sup
x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=array(dim=c(n,s,9))
fn=array(dim=c(s,9))
Wa=array(dim=c(n,s,9))
Hn=array(dim=c(s,9))

# density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i,j.k]=K((x[j]-X[i])/h[k])
fn[j,k]=sum(V[,j.k])/(n*h[k])

# fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i,j.k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*YT[i]
Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])
Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[ k]

# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique
op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main="",type="l",col=2, Iwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

par(op)

39
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w _ = _]
e == o s s
£ o] - £ a
r - rd | e = |
= ] =g @
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= = _
_ — o]
£ o ] = a | = T
e = LSRR £ o |
o | @ =
= T 1T 17T T1 o I 1T 1T T T°1 I 1T 1T T T1
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4.1.3 Parametre de lissage h fixe et n varié, noyau d’epanechnikov

(noyau a support compact)

Dans ce cas, on choisit le parametre de lissage h = n%l(ﬁxé), n varié (n = 50; 100; 500)
et K est un noyau d’epanechnikov : K (¢) = 3(1 — ¢?)Bjy<;
Code R

n=50 { taille de 1

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E f Mod

# Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) ¢

K = function(t)ifelse(abs(t) < 1,(3/4) * (1 — t?),0)

f param

h=n".2

# Initiation
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s=100 { taille de 1

a=min(X) f borne inf

b=max(X) f borne sup
x=seq(a,b,length=s) f Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

# Densit

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
fn[jl=sum(V)/(n*h)

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(in 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn § R
op=par(mfrow=c(1,3))
plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type="1",col=2, lwd= 2)
abline(1,2,lwd=2)

#1414 Pourn=100f g §

n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h=n".2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

41
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fn[jl=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type="l",col=2, lwd= 2)
abline(1,2,lwd=2)

£428 Pour n =5001844

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h=n".2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[1])/h)
fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type="1",col=2, lwd= 2)
abline(1,2,lwd=2)
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n=50 n=100 n=500
o |
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4.1.4 n fixe, h varié et noyau d’epanechnikov

Dans cette section, nous prenons le parametre de lissage dans I’intervalle ]0; 1[ et avec
des tests graphique en va diterminer le parametre h optimal (au sens graphique). On fixe
la taille de I’échantillon n = 250 et le noyau K d’epanechnikov, I’estimation obtenue avec
les valeurs de h varié de 0 :1 a 0 :9 sont données dans la figure. Il est clair que la valeur
de h optimale est de h =0 :7 (ligne 3, colonne 1)

Code R

n=250 { taille de I’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

# Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) ciest une densitée

K = function(t)ifelse(abs(t) < 1,(3/4) * (1 — t2),0)

f parametre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

# Initiation

s=100 { taille de I’intervalle [a,b]

a=min(X) fborne inf
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b=max(X) # borne sup
x=seq(a,b,length=s) # Intervalle [a,b]
V=array(dim=c(n,s,9))
fn=array(dim=c(s,9))
Wa=array(dim=c(n,s,9))
Hn=array(dim=c(s,9))

# density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i,j.k]=K((x[j]-X[i])/h[k])
fn[j,k]=sum(V[,j.k])/(n*h[k])

# fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i,j.k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*YT[i]
Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])
Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[ k]

# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique
op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main="",type="l",col=2, Iwd= 2)

abline(1,.2,lwd=2)

par(op)
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4.2 Régression non linéaire

Soit le modele non linéaire

y = exp(r) + ¢

4.2.1 Parametre de lissage h fixe et n varié, noyau normal (noyau a

support non compact)

Dans ce cas, on choisit le parametre de lissage h = n_?l(ﬁxé), n varié (n = 50; 100; 500)
et K est un noyau gaussien : K (t) = \/LTW exp(—Tﬂ)
Code R

n=50 £ taille de 1

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E
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# Noyau Normale K(t) ¢
K=function(t)(1/sqrt(2*pi))* exp(—0.5 * t?)
f param

h=n".2

# Initiation

s=100 { taille de 1

a=min(X) fborne inf

b=max(X) f borne sup
x=seq(a,b,length=s) f Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

# Densit

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
fn[jl=sum(V)/(n*h)

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn § R

# Graphes

x11(0)f nouvelle fenettre graphique

op=par(mfrow=c(1,3))

n,n

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type="1",col=4, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

gigagPour n =100 2£3¢
n=100
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X=rnorm(n,0,2)
E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h=n"2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hnl[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type="1",col=4, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

i1 #4Pour n =500

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h=n"2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
fn[j]=sum(V)/(n*h)
W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)
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Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type="l",col=4, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

n=50 n=100
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150
I

Rn(x)
Rnix)

100
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40
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20
|

4.2.2 n fixe, h varié et noyau normal

Code R

n=250 { taille de I’échantillon
X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y =exp(z) + E

# Noyau Normale K(t) c’est une densitée
K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(—0.5 * tr)
f parametre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

Rn(x}

n=500
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# Initiation

s=100 { taille de I’intervalle [a,b]
a=min(X) fborne inf

b=max(X) f borne sup
x=seq(a,b,length=s) £ Intervalle [a,b]
V=array(dim=c(n,s,9))
fn=array(dim=c(s,9))
W=array(dim=c(n,s,9))
Hn=array(dim=c(s,9))

# density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])
fn[j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])

# fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*Yi]
Hn[j,k]=sum(W/[,j,k])/(n*h[k])
Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]

f Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique
op=par(mfrow=c(3,3))

for(kin 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=

lines(x,exp(x),lwd= 2)

par(op)

nn

Stype="I",col=2, lwd= 2)
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4.2.3 Parametre de lissage / fixe et n varié, noyau d’epanechnikov

(noyau a support compact

Dans ce cas, on choisit le parametre de lissage h = n_Tl(ﬁxé), n varié (n = 50; 100; 500)

et K est un noyau d’epanechnikov : K ()

Code R
n=50 £ taille de 1

-3

4

(1 —*)By<t
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X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E £ Mod

# Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) ¢
K = function(t)ifelse(abs(t) < 1,(3/4) * (1 — t?),0)
f param

h=n".2

# Initiation

s=100 { taille de 1

a=min(X) f borne inf

b=max(X) f borne sup
x=seq(a,b,length=s) f Intervalle [a,b]
V=numeric(n)

fn=numeric(s)

# Densit

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[1])/h)
fn[j]=sum(V)/(n*h)

# Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(in 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn § R

op=par(mfrow=c(1,3))

nyn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type="1",col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)
f 44 Pourn=100f 1t
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n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h=n"2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]l=K((x[j]-X[i])/h)
fn[j]=sum(V)/(n*h)
W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]
Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type="l",col=2, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

1428 Pour n =500£44

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h=n"2

V=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
fn[j]=sum(V)/(n*h)
W=numeric(n)

for(jin 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[il)/h)*Y[i]
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Hn[j]=sum(W)/(n*h)
Rn =Hn/fn
plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type="1",col=2, Iwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)
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4.2.4 n fixe, h varié et noyau d’epanechnikov

Code R

n=250 { taille de 1’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y =exp(x)+ E

f Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) c’est une densitée
K = function(t)ifelse(abs(t) < 1,(3/4) * (1 — t?),0)
f parametre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

# Initiation
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s=100 { taille de I’intervalle [a,b]
a=min(X) fborne inf

b=max(X) f borne sup
x=seq(a,b,length=s) f Intervalle [a,b]
V=array(dim=c(n,s,9))
fn=array(dim=c(s,9))
W=array(dim=c(n,s,9))
Hn=array(dim=c(s,9))

# density fn(x)

for(kin 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) V[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])
fn[j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])

f fonction Hn(x)

for(kin 1 :9)

for(jin 1 :s)

for(iin 1 :n) W[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*Y[i]
Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])
Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[ k]

# Graphes

x11() § nouvelle fenettre graphique
op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main="",type="l",col=2, Iwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

par(op)
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