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Résumé

La régression non paramétrique est un outil statistique permettant d’écrire la relation

entre une variable dépendante et une ou plusieurs variables explicatives, Nous rappe-

lons quelques définitions et notations qui seront nécessaires pour l’élaboration des résul-

tats établuis dans ce mémoire. Nous présentons notre modèle " la fonction de la régres-

sion r(x) où x réel et nous étudions la convegence presque complet et la convegence en

moyenne quadratique . On enseusuit, nous généralissons les même résultats c-à-d " esti-

mateur de r(x), la convegence presque complet et la convegence en moyenne quadratique

au cadre vectorel

Finalemet , nous avons fait une simulation sur des exemples avec le logiciel R.

3



Chapitre 1

Introduction général

1.1 Historique

Historiquement l’estimateur à noyau a été considéré séparément à la première fois par Na-

daraya et Watson en 1964. Les deux auteurs ont adopté ces techniques d’estimation à la

fonction de régression r(x) = E(Y/X = x) . Le terme régression trouve son origine dans

les travaux de Pearson et Lee (1903) qui introduisent la notion de droite de régression à

propos d’observations du couple (X, Y ) = (taille du père, taille du fils). Cette droite de

régression est déterminée à l’aide d’une représentation graphique (diagram 1 de Pearson

et Lee, 1903) associee aux observations (Xi, Yi), i = 1, ..., n et qui n’est pas autre chose

qu’un régressogramme proposée par Tukey en 1961 [5] a une origine intuitive immediate :

(X à valeurs dans [0, 1[) on divise l’intervalle [0, 1[ en kn intervalles égaux et disjoints et

on estime la régression par la fonction en escalier qui, sur chaque intervalle, est constante

et egale à la moyenne des Yi, i = 1, ..., n tels que Xi appartienne à cet intervalle (et nulle

si aucun Xi n’appartient à l’intervalle (cette définition se généralise au cas ou X prend

ses valeurs dans Rp. )). Les propriétés asymptotique de la forme actuelle de l’estimateur

à noyau de la fonction de régression se date du 1981. Ils ont été développés par Collomb

(1981), dont il a démontré la convergence presque sure. Bosq en 1987 a étudié la conver-

gence en moyenne quadratique. Il a donné la forme explicite du biais et de la variance de

l’estimateur à noyau de la fonction de régression. L’étude de la convergence en norme Lp

de l’estimateur à noyau de la fonction de régression a été obtenu par Devroye en 1987.
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Pour plus détails vue article de Gerard Collomb [5]

1.2 Notations et Définitions

Dans ce qui suit, nous regroupons quelques définitions ainsi que quelques outils qui seront

nécessaires pour l’élaboration des résultats établis dans ce mémoire.

Définition 1

Soit la structure statistique suivant (Ω,A, Pθ), θ ∈ Φ, et Φ ∈ Rd.

Ω : espace fondamental.

A : la tribu.

Pθ : ensemble de probabilité.

Φ : ensemble des paramètres.

Si d < ∞ : on dit que la statistique est paramétrique.

Si d = ∞ : on dit que la statistique est non paramétrique.

Exemple : 1

Le modèle de Bernoulli : On prend Ω = (0, 1), A = P(Ω) : c’est l’ensemble des parties

de Ω. Pp(0) = 1− p = q et Pp(1) = p

Donc : (Ω,A, Pθ) : {Ω = (0, 1),A = P(Ω), θ = p}

Définition 2

On appelle statistique fonctionelle toute application T :

T : F → Φ

F 7→ T (F ) = θ

F : l’ensemble des fonctions de répertition.

Φ : l’ensemble des paramètres.

T : s’appelle statistique fonctionnelle .

On dit que θ = f un paramètre fonctionnel si T (F ) = d(F ) = F ′ = f.
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1.2.1 Le noyau d’ordre k

La définition suivante précise le noyau d’ordre k

Définition 3

Une fonction K de Rp est dit noyau d’ordre k, k ∈ N∗, si

T(i1,...,ip)(K) = 0, pour tout (i1, ..., ip) ∈ N∗p, vérifiant ij < k (1 ≤ j < p)

et

Tj(K) ̸= 0, pour tout j ≤ k

où

T(i1,...,ip)(K) =

∫
Rp

ui1
1 ....u

ip
p K(u1, ..., up)du1...dup, et Tj(K) =

∫
Rp

uk
jK(u1, ..., up)du1...dup.

telle que k > 0, c’est à dire qu’il vérifie :

∫
tjK(t)dt = 0,∀j = 1, ..., k − 1 et 0 < |

∫
tkK(t)dt| < ∞.

1.2.2 Mode de convegence

Dans cette section, nous allons introduire différentes notions de convergence pour une

suite de variables aléatoires.

Définition 4

(Convergence en Loi) Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles définies sur un

même espace de probabilité (Ω,A,P). On dit que la suite (Xn), de fonction de répartition

Fn, converge en loi vers une v.a X de fonction de répartition F , si la suite Fn(x) converge

vers F (x) en tout point x òu F est continue :

Xn −→l X, quandn → ∞.
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Définition 5

(Convergence en probabilité) On dit que (Xn) converge vers X en probabilité si :

∀ϵ > 0 lim
n→∞

P (|Xn −X| > ϵ) = 0

et on écrit,

Xn −→p X, quandn → ∞.

Définition 6

(Convergence presque sûrement) On dit que la suite (Xn) de v.a.r. converge presque sû-

rement vers X s’il existe un élément A de la tribu A tel que P (A) = 1 et pour tout

ω ∈ A

P (ω, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω)) = 1

On note

Xn −→p.s X

Définition 7

(Convergence en moyenne quadratique) Soit (Xn) une suite de v.a.r. On dit qu’elle converge

en moyenne quadratique vers une v.a.r. X si

E(|Xn −X|2) −→n→+∞ 0

.

Définition 8

(Convergence dans Lp) Soit (Xn) une suite de v.a.r. dans Lp. On dit qu’elle converge dans

Lp vers une v.a.r. X si

∥Xn −X∥p −→n→+∞ 0

.

Définition 9

(Convergence presque complète) On dit que la suite (Xn) de v.a.r est converge presque

complète vers X si

∀ϵ > 0,
∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ϵ) < ∞
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et notée par limn→∞Xn = X, p.co

Proposition 1

Si limn→∞Xn = X, p.co, alors nous avons

1. limn→∞Xn = X, p.

2. limn→∞Xn = X, p.s.

1.2.3 Taux de convergence

1.2.3.1 Notations O(h) et o(h)

Soit Xn variable aléatoire : Soit x et h deux séries de nombres réels. Alors, lorsque n →

∞

a) Xn = O(h) ⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃δ et N tels que P(|Xn

h
| > δ) < ϵ, ∀n > N .

b) Xn = o(h) ⇐⇒ ∀ϵ > 0, limP(|Xn

h
| > δ) = 0.

Le taux de convergence presque sure à 0 pour une suite des variable aléatoire est définie

par :

Xn −X = Op.s(un) ⇐⇒ P((Xn −X) = Oun) = 1

⇐⇒ P(∃c < ∞,∃n,∀m > n, |Xn −X| ≤ cum) = 1.

et le taux de convergence en probabilité définie par :

Xn −X = Op(un) ⇐⇒ lim
m

lim sup
n→∞

P(|Xn −X| ≤ mun) = 1

Maintenant on définit le taux de la convergence presque complète :

Définition 10

On dit que le taux de convergence presque complète des (Xn)n∈N vers X est l’ordre un

telle que (un)n∈N est une suite déterministe de nombres réels positifs qui tend vers zéro si

et seulement si :

∃ϵ0 > 0,
∑
n∈N

P(|Xn −X| > ϵ0un) < ∞.

et on écrit : Xn −X = Op.co(un).
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Cette définition du taux a aléatoir introduite par Ferraty et Vieu (2006). Elle a l’avan-

tage théorique d’impliquer les deux vitesses de convergence classiques en probabilité

et presque sûre, et l’avantage pratique d’être souvent plus facile à démontrer. Dans les

quinze dernières annonces, ce mode de convergence a été trés utilisé dans des travaux

concernant la statistique non-paramétrique des données fonctionnelles

Proposition 2

[1] Si limn→∞ un = 0, Xn = Op.co(un) et limn→∞ Yn = lyp.co, où : ly est une nombre

réel déterministe. Alors

i) XnYn = Op.co(un).

ii) Xn

Yn
= Op.co(un), avec : ly ̸= 0.

1.3 Outils

L’inégalité exponentielle de Hoeffding est utilisée dans la démonstration de problème de

convergence presque complète et elle donnée ci-dessous :

Lemme 1

[3] Soit ∆1, ...,∆n des variables aléatoires centrées, indépendantes et de même loi, telle

qu’il existe deux réels positifs δ1 et δ2 vérifiant :

|∆1| ≤ δ1 et E|∆1|2 ≤ δ2.

Alors, pour tout ϵ ∈]0, δ1
δ2
[, on a :

P

(
n−1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ϵ

)
≤ 2 exp

(
−nϵ2

4δ2

)

1.4 Plan de travail

Dans ce mémoire, nous étudierons l’estimation non paramétrique de la fonction de ré-

gression par la méthode du noyau dans un espace vectoriel et nous concentrons sur deux

modes de convergence : la convergence presque complète et la convergence en moyenne
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quadratique.

Ce manuscrit est présenté en quatre chapitre :

Ce chapitre introductif destiné premièrement à un historique sur l’estimation de la fonc-

tion de régression par la méthode du noyau et nous présentons également, un nombre

important de définitions et notations permettant de clarifier le vocabulaire utilisé dans la

suite.

Dans la deuxième chapitre, nous étudions l’estimation de la fonction de régression dans

le cas réelle. Nous présentons la convergence presque complète et la convergence en

moyenne quadratique dans le cas òu les variables sont indépendantes et identiqument

distribuées.

Dans le troisième chapitre, on généralise les résultats du chapitre présédent lorsque la va-

riable explicative est vectorielle.

Dans le chapitre quatre, nous donnons des exemples par simulation dans le deux cas : cas

òu la variable explicative est réelle et le cas vectorielle.

Nous terminons ce travail par un conclusion générale.



Chapitre 2

Régression Non-Paramétrique Réelle

Dans ce chapitre on essayera estimer la fonction de la régression notée r(x) òu x est

un réel. On introduit notre modèle ainsi son estimateur dans la première section. Nous

étudions la convergence presque complète dans la deuxième section, et dans la dernière

section nous traitons la convergence en moyenne quadratique.

2.1 Le modèle non-paramétrique
Définition 11

Soient X et Y deux variables aléatoires sur (Ω, A, P ). La régression non paramétrique

est une fonction notée r vérifie

Y = r(x) + ϵ

où ϵ est une variable aléatoire réelle centrée et indépendente de X .

Définition 12

La variable aléatoire X s’appelle variable explicative et la variable aléatoire Y s’appelle

variable réponse.

Remarque 1

La fonction de régression nous permet de prévoir la variable Y sachant la variable ex-

plicative X . Cette fonction est explicitement donnée par

r(x) = E(Y/X = x) (2.1)

11
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Définition 13

Soit {(Xi, Yi), i = 1, ..., n} un n-échantillon de (X, Y ).On notera f la densité par rapport

à la mesure de Lebesgue sur R de la variable explicative X . L’estimateur à noyau de la

fonction r est défini par

r̂(x) =

∑n
i=1 YiK(x−Xi

hn
)∑n

i=1 K(x−Xi

hn
)

(2.2)

K est une une fonction de R dans R, hn est un paramètre réel strictement positifs.

2.2 Convergence presque compléte

(Sous les hypothèses)

(H1) la fonction r(respf ) est de Ck

(H2) f(x) > 0

(H3) limn−→∞ hn = 0, limn−→∞
nhn

logn
= ∞

(H4) K est bornée intégrable à support compact vérifiant
∫
K(t)dt = 1,

∫
tjK(t)dt =

0,∀j = 1, ..., k − 1 et 0 < |
∫
tkK(t)dt| < ∞

(H5) La variable réponse est telle que : |Y | < M < ∞

Théorème 1

(vitesse de convergence presque complète ponctuelle sous condition de dérivabilité)

Considérons (H1) avec k > 0 et supposons que les conditions (H2) et (H5) soient réali-

sées, On a

r̂(x)− r(x) = O(hk
n) +O(

√
log n

nhn

)p.c.o (2.3)

Démonstration :

Nous avons

r̂(x) =
ĝ(x)

f̂(x)

où ĝ(x) = 1
nhn

∑n
i=1 YiK(x−Xi

hn
) et f̂(x) = 1

nhn

∑n
i=1K(x−Xi

hn
)
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On considère la décomposition suivante :

r̂(x)− r(x) =
1

f̂(x)
(ĝ(x)− g(x) + g(x)− r(x)f̂(x))

=
1

f̂(x)
(ĝ(x)− g(x)) +

r(x)

f̂(x)
(f(x)− f̂(x))

=
1

f̂(x)
(ĝ(x)− Eĝ(x) + Eĝ(x)− g(x)) +

r(x)

f̂(x)
(f(x)− Ef̂(x) + Ef̂(x)− f̂(x))

Lemme 2

Ef̂(x)− f(x) = O(hk
n) p.co (2.4)

Eĝ(x)− g(x) = O(hk
n) p.co (2.5)

Démonstration du Lemme 2

Pour la première équation

E(f̂(x)) = E[
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)]

=
1

nhn

E[
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)]

=
1

hn

E[K(
x−X1

hn

)]

=
1

hn

∫
K(

x−X1

hn

)f(X1)dX1

le changement des variables T = x−X1

hn
, X1 = x− Thn =⇒ dX1 = −hndT donc

E(f̂(x)) =
∫

K(T )f(x− Thn)dT

on utilise le développement de Taylor

f(x− Thn) = f(x)− hnTf
(1)(x) +

h2
n

2
T 2f (2)(x) + ...+

hk
n

k
T kf (k)(x) + o(hk

n)
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d’où

E(f̂(x)) =

∫
K(T )[f(x)− hnTf

(1)(x) +
h2
n

2
T 2f (2)(x) + ...+

hk
n

k!
T kf (k)(x) + o(hk

n)]dT

E(f̂(x)) = f(x)

∫
K(T )dT − hnf

(1)(x)

∫
TK(T )dT +

h2
n

2
f (2)(x)

∫
T 2K(T )dT

+...+
hk
n

k!
f (k)(x)

∫
T kK(T )dT + o(hk

n)

E(f̂(x)) = f(x) +
hk
n

k!
f (k)(x)

∫
T kK(T )dT...+ o(hk

n)

Pour la deuxième équation

E(ĝ(x)) = E[
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi]

=
1

nhn

E[
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi]

=
1

hn

E[K(
x−X1

hn

)Y1]

=
1

hn

E[K(
x−X1

hn

)E(Y1/X = X1])

=
1

hn

∫
K(

x−X1

hn

)f(X1)r(X1)dX1

=
1

hn

∫
K(

x−X1

hn

)g(X1)dX1

le changement des variables T = x−X1

hn
, X1 = x− Thn =⇒ dX1 = −hndT donc

E(ĝ(x)) =
∫

K(T )g(x− Thn)dT

on utilise le développement de Taylor

g(x− Thn) = g(x)− hnTg
(1)(x) +

h2
n

2
T 2g(2)(x) + ...+

hk
n

k
T kg(k)(x) + o(hk

n)

d’où

E(ĝ(x)) =
∫

K(T )[(x)− hnTg
(1)(x) +

h2
n

2
T 2g(2)(x) + ...+

hk
n

k!
T kg(k)(x) + o(hk

n)]dT
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E(ĝ(x)) = g(x)

∫
K(T )dT − hng

(1)(x)

∫
TK(T )dT +

h2
n

2
g(2)(x)

∫
T 2K(T )dT+

...+
hk
n

k!
g(k)(x)

∫
T kK(T )dT + o(hk

n)

E(ĝ(x)) = g(x) +
hk
n

k!
g(k)(x)

∫
T kK(T )dT...+ o(hk

n) ■

Lemme 3

ĝ(x)− Eĝ(x) = O(

√
log n

nh
)p.co (2.6)

f̂(x)− Ef̂(x) = O(

√
log n

nh
)p.co (2.7)

Démonstration du Lemme 3

Pour la première équation

ĝ(x)− Eĝ(x) =
1

nh

n∑
i=1

YiK(
x−Xi

h
)− E

1

nh

n∑
i=1

YiK(
x−Xi

h
)

=
1

n

n∑
i=1

1

h
(YiK(

x−Xi

h
)− EYiK(

x−Xi

h
))

On pose ∆i =
1
h
[YiK(x−Xi

h
)− EYiK(x−Xi

h
)]

Comme K et Y sont bornés alors

|∆i| ≤
C

h
.

Alors il suffit de calculer

V(∆i) = V(
1

h
YiK(

x−Xi

h
))

et

E(∆2
i ) ≤ E(µ2

i )
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où µi =
1
h
[YiK(x−Xi

h
)], alors,

E(µ2
i ) = E(

1

h2
Y 2K2(

x−Xi

h
))

= E(
1

h2
E(Y 2/X1)K

2(
x−Xi

h
))

=
1

h2

∫
ϕ(X1)f(X1)K

2(
x−X1

h
)du

où ϕ(X1) = E(Y 2/X = X1)

On considère le même changement des variables z = (x−X1)
h

donc dz = −du
h

pour démon-

trer que :

E(µ2
i ) =

1

h

∫
ϕ(x− zh)f(x− zh)K2(z)dz

Puisque la fonction ϕ est borné, la densité f continue et le noyau K est à support compact,

alors, il existe une constante C telle que :

E(µ2
i ) ≤

C

h

La preuve de ce lemme est basée sur l’inégalité d’Hoeffding , pour laquelle alors, pour

tout ∀ϵ > 0 et pour tout δ2 on a :

P[
1

n
|

n∑
i=1

∆i| > ϵ] ≤ 2 exp(
−nϵ2

4δ2
)

En prenant

ϵ = ϵ0

√
log n

nh

pour tout ϵ0 > 0 à

P [|ĝ(x)− Eĝ(x)| > ϵ0

√
log n

nh
] ≤ 2 exp(

−nϵ20h log n

4nhC
)

≤ 2 exp(
−ϵ20 log n

4C
)

≤ 2n
−ϵ20
4C
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Donc
n∑

i=1

P [|ĝ(x)− Eĝ(x)| > ϵ0

√
log n

nh
] ≤

n∑
i=1

2n
−ϵ20
4C

Il suffit de choisir ϵ20
4C

> 1 pour que la série converge d’après la série de Rieman. Pour

f̂(x) la démonstration est similaire à celle qui précèdé de f̂(x) − Ef̂(x) = O(
√

logn
nh

)

■
Lemme 4

Sous les hypothèses du lemme précédent

∃ δ > 0, tel que
n∑

i=1

P [|f̂(x)| < δ] < ∞ (2.8)

Démonstration du Lemme 4

le Lemme 3 entraîne en particulier la convergence presque complète de f̂(x) vers f(x).

Ainsi, pour tout ϵ > 0 on a

n∑
i=1

P[|f̂(x)− f(x)| > ϵ] < ∞

On remarque que

f̂(x) ≤ f(x)

2
=⇒ |f̂(x)− f(x)| ≥ f(x)

2

On peut écrire, alors

P[|f̂(x)| ≤ f(x)

2
] ≤ P[|f̂(x)− f(x)| > f(x)

2
]

Donc
n∑

i=1

P[|f̂(x)| ≤ f(x)

2
] ≤

n∑
i=1

P[|f̂(x)| ≤ f(x)

2
] < ∞

Il suffit maintenant de prendre δ = f(x)
2

■

2.3 Convergence en moyenne quadratique
Théorème 2

Sous les conditions suivantes :
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(H1) Les fonctions r et f sont 2 -fois continûment différentiables au voisinage de x .

(H2) La densité f de la variable explicative est strictement positive au point x .

(H3) Le paramètre de lissage est tel que :

limn→+∞ hn = 0 et limn→+∞ nhn = ∞

(H4) Le noyau K est d’order 2 , borné et intégrable.

(H5) La variable réponse est telle que :|Y | < M < ∞

on a

E[r̂(x)− r(x)]2 = B2(x)h4
n + V (x)

1

nhn

+ o(h4
n) + o(

1

nhn

) (2.9)

où

B(x) =
∫
t2K(t)dt

2
(g

(2)(x)−r(x)f (2)(x)
f(x)

) et V (x) =
∫
K2(t)dt (ϕ(x)−r2(x))

f(x)

Démonstration La démonstration se fait par un calcul séparé des deux parties : partie

biais et partie variance. En effet, l’erreur quadratique peut être exprimer

E[r̂(x)− r(x)]2 = [E(r̂(x))− r(x)]2 + V [r̂(x)]

On considère le développement usuel de 1
z

:

1

z
= 1− (z − 1) + ...+ (−1)p(z − 1)p + (−1)p+1 (z − 1)p+1

z
,∀z ̸= 0,∀p ∈ N∗

Une application de ce développement pour z = f̂(x)

E(f̂(x))
et p = 1 nous permet d’écrire

r̂(x) =
ĝ(x)

Ef̂(x)
[1− f̂(x)− Ef̂(x)

Ef̂(x)
] +

(f̂(x)− Ef̂(x))2

(Ef̂(x))2
r̂(x) (2.10)

Ceci implique que,

Er̂(x) =
Eĝ(x)
Ef̂(x)

− A1

(Ef̂(x))2
+

A2

(Ef̂(x))2
(2.11)
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où

A1 = Eĝ(x)(f̂(x)− Ef̂(x)) et A2 = E[(f̂(x)− Ef̂(x))2r̂(x)]

Pour calculer le terme A1 on utilise l’indépandance puis l’équidistribution des couples

(Xi, Yi) donc :

A1 = Cov(ĝ(x), f̂(x)) =
1

(nh)2

n∑
i=1

Cov(YiK(
x−Xi

h
), K(

x−Xi

h
))

=
1

h
E[Y

1

h
K2(

x−X

h
)]− 1

n
E[Y

1

h
K(

x−X

h
)]E[

1

h
K(

x−X

h
)]

A1 =
1

nh
(g(x)

∫
K2(t)dt)− 1

n
(g(x)− o(1))(f(x)− o(1)) (2.12)

=
1

nh
g(x)

∫
K2dt+ o(

1

nh
) (2.13)

Concernant maintanenant le terme A2, puisque Y est bornée et puisque K est positif, on

peut borner sûrement r̂(x) par une constante C, et arriver ainsi à

|A2| ≤ CV(f̂(x))

donc

A2 = O(
1

nh
) (2.14)

E[r̂(x)]− r(x) = ((Ef̂(x))−1Eĝ(x)− r(x))− (Ef̂(x))−2Cov(ĝ(x), f̂(x))(2.15)

+((Ef̂(x))−2E(f̂(x)− Ef̂(x))2r̂(x) (2.16)

Comme la variable Y est borné, on peut trouver une constante C > 0 telle que r̂(x) ≤ C.

D’où,
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E[r̂(x)]− r(x) = ((Ef̂(x))−1Eĝ(x)− r(x))− (Ef̂(x))−2Cov(ĝ(x), f̂(x))

+((Ef̂(x))−2V (f̂(x))2O(1)

Pour la partie dispersion nous inspirons de techniques de Sarda et Vieu (2000) et de Bosq

et Lecoutre (1987) et en vertu de l’expression 2.10, nous déduisons que

V([r̂(x)] = (Ef̂(x))−2V[ĝ(x)]− 2(Ef̂(x))−3(Eĝ(x))Cov(ĝ(x), f̂(x)) (2.17)

+(Ef̂(x))−4(Eĝ(x))2V(f̂(x)) + o(
1

nhn

) (2.18)

Finalement, le Théorème 2 est une conséquence des lemmes suivants :

Lemme 5

Sous les conditions du Théorème 2 on a

E(f̂(x)) = f(x) + h2
n

f (2)(x)

2!

∫
t2K(t)dt+ o(h2

n) (2.19)

E(ĝ(x)) = g(x) + h2
n

g(2)(x)

2!

∫
t2K(t)dt+ o(h2

n) (2.20)

Démonstration du Lemme 5

E[f̂(x)] = E[
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)]

=
1

nhn

E[
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)]

=
1

hn

E[K(
x−X1

hn

)]

=
1

hn

∫
K(

x−X1

hn

)f(X1)dX1

le changement des variables t = x−X1

hn
donc

E[f̂(x)] =
∫

K(t)f(x− thn)dt
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on utilise le développement de Taylor

f(x− thn) = f(x) + thnf
(1)(x) + t2

h2
n

2
f (2)(x) + o(h2

n)

d’où

E[f̂(x)] = f(x) +
h2
n

2

∫
t2K(t)f (2)(x)dt+ o(h2

n)

Pour la deuxième équation

E[ĝ(x)] = E[
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi]

=
1

nhn

E[
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi]

=
1

hn

E[K(
x−X1

hn

)Y1]

=
1

hn

E[K(
x−X1

hn

)E[Y1|X = X1]]

=
1

hn

∫
K(

x−X1

hn

)f(X1)r(X1)dX1

=
1

hn

∫
K(

x−X1

hn

)g(X1)dX1

le changement des variables t = x−X1

hn
donc

E[ĝ(x)] =
∫

K(t)g(x− thn)dt

on utilise le développement de Taylor

g(x− thn) = g(x) + thng
(1)(x) + t2

h2
n

2
g(2)(x) + o(h2

n)

Ainsi

E[ĝ(x)] = g(x) +
h2
n

2

∫
t2K(t)g(2)(x)dt+ o(h2

n)
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Corollaire 1

Sous les conditions du Théorème 2 on a

(Ef̂(x))−1E[ĝ(x)]− r(x) = B(x)h2
n + o(h2

n) (2.21)

Démonstration du Corollaire 1 On a

(Ef̂(x))−1E[ĝ(x)]− r(x)

=
g(x) + h2

n

2

∫
t2K(t)g(2)(x) + o(h2

n)

f(x) + h2
n

2

∫
t2K(t)f (2)(x) + o(h2

n)
− r(x)

=
g(x) + h2

n

2

∫
t2K(t)g(2)(x) + o(h2

n)− r(x)[f(x) + h2
n

2

∫
t2K(t)f (2)(x) + o(h2

n)]

f(x) + h2
n

2

∫
t2K(t)f (2)(x) + o(h2

n)

=
g(x) + h2

n

2

∫
t2K(t)g(2)(x) + o(h2

n)− r(x)[f(x) + h2
n

2

∫
t2K(t)f (2)(x) + o(h2

n)]

f(x) +O(h2
n)

=
g(x) + h2

n

2

∫
t2K(t)g(2)(x)− r(x)[f(x) + h2

n

2

∫
t2K(t)f (2)(x)]

f(x)
+O(h2

n)

=
h2
n

2

∫
t2K(t)(

g(2)(x)− r(x)f (2)(x)

f(x)
) +O(h2

n)

Lemme 6

Sous les conditions du Théorème 2 on a

V[ĝ(x)] =
1

nh
f(x)ϕ(x)

∫
K2(t)dt+O(

1

nhn

) (2.22)

avec ϕ(x) = E[Y 2|X = x]

Démonstration du Lemme 6 on a

V[ĝ(x)] = V[
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi]

=
1

n2h2
n

V[
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi]

=
1

nh2
n

[E[K2(
x−X1

hn

)Y 2
1 ]− (E[K(

x−X1

hn

)Y1])
2]
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Il est clair que
1

h2
n

(E[K(
x−X1

hn

)Y1])
2 = (E[ĝ(x)])2 = O(h4)

D’où

V[ĝ(x)] =
1

nh2
n

E[K2(
x−X1

hn

)E[Y 2
1 /X = X1]] +O(

1

nhn

)

=
1

nh2
n

E[K2(
x−X1

hn

)E[Y 2
1 /X = Xi]] +O(

1

nhn

)

=
1

nh2
n

∫
K2(

x−X1

hn

)f(X1)ϕ(X1)dX1 +O(
1

nhn

)

le changement de variable t = x−X1

hn
et on utilise la continuité de la fonction f(x)ϕ(x)

pour arriver à

V[ĝ(x)] = 1
nhn

f(x)ϕ(x)
∫
K2(t)dt+ o( 1

nhn
)

Lemme 7

Sous les conditions du Théorème 2 on a

Cov(ĝ(x), f̂(x)) =
1

nhn

g(x)

∫
K2(t)dt+ o(

1

nhn

) (2.23)

Démonstration du Lemme 7 On a

Cov(ĝ(x), f̂(x)) = Cov(
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi,
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xj

hn

))

=
1

n2h2
n

Cov(
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)Yi,
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xj

hn

))

=
1

nh2
n

[E(K2(
x−X1

hn

)Y1)

−E(K(
x−X1

hn

)Y1)E(K(
x−X1

hn

))]

En vertu du calcule précèdent, (voir le lemme 2) on peut conclure

1

h2
n

[E(K(
x−X1

hn

)Y1)E(K(
x−X1

hn

))] = O(1)
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Ainsi,

Cov(ĝ(x), f̂(x)) =
1

hn

[E(K2(
x−X1

hn

)E[Y1/X = X1] +O(
1

nhn

)

=
1

nh2
n

[E(K2(
x−X1

hn

)E[Y1/X = Xi] +O(
1

nhn

)

=
1

nhn

∫
K2(

x−X1

hn

)g(X1)dX1 +O(
1

nhn

)

On considère le changement des variables usuelle t = x−X1

hn
et on utilise la continuité de

la fonction g(x) pour arriver à

Cov(ĝ(x), f̂(x)) =
1

nhn

g(x)

∫
K2(t)dt+ o(

1

nhn

)

Lemme 8

Sous les hypothèses (H1)-(H2) et (H4) on a,

V [f̂(x)] =
1

nhn

f(x)

∫
K2(t)dt+ o(

1

nhn

) (2.24)

Démonstration du Lemme 8 on a

V[f̂(x)] = V[
1

nhn

n∑
i=1

K(
x−Xi

hn

)]

=
1

n2h2
n

V[
n∑

i=1

K(
x−Xi

hn

)]

=
1

nh2
n

[E[K2(
x−X1

hn

)]− (E[K(
x−X1

hn

)])2]

Il est clair que
1

h2
n

(E[K(
x−X1

hn

)])2 = (E[f̂(x)])2 = O(1)
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D’où

V[f̂(x)] =
1

nh2
n

E[K2(
x−X1

hn

)] + o(
1

nhn

)

=
1

nhn

∫
K2(

x−X1

hn

)f(X1)dX1 + o(
1

nhn

)

Le changement des variables t = x−X1

hn
et si on utilise la continuité de la fonction f(x)

pour arriver à

V[f̂(x)] =
1

nhn

f(x)

∫
K2(t)dt+ o(

1

nhn

)



Chapitre 3

Régression Non-Paramétrique

Vectorielle

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats obtenus dans le chapitre précédent au

cadre vectoriel.

3.1 Le modèle non-paramétrique

Soit le model de régression vectorielle suivant :

Yi = r(Xi) + ϵi (3.1)

Où ;

Yi : la variable aléatoire à expliquer (réel).

Xi : la variable aléatoire explicative à valeur sur Rp

p un entier strictement positif.

ϵi : variable aléatoire centrée indépendante de X .

L’estimateur à noyau pour la fonction r est :

r̂(x) =
ĝ(x)

f̂(x)
, x ∈ Rp (3.2)

26
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où ĝ(x) = 1
nhp

∑n
i=1 YiK(x−Xi

h
) et f̂(x) = 1

nhp

∑n
i=1 K(x−Xi

h
)

3.2 Convergence presque complète

Hypothèses : Le modèl r est renforcé par les conditions :

— (H1) r et f sont k fois continument dérivable autour de x.

— (H2) x étant un point fixé de Rp

f(x) > 0

(f est la densité de x)

— (H3)

lim
n−→∞

h = 0et lim
n−→∞

nhp

log(n)
= ∞

Ou h est le paramètre de lissage

— (H4) K est borné et intégrable et à support compact, pour tout p-uplet d’entier

positifs (i1, i2, ..., ip)

— (H5) K véreifie :

T (i1, i2, ..., ip) =

∫
Rp

ui1
1 ...u

ip
p K(u1, ..., up)du1, ..., dup

∀j ∈ 1, ..., p on a :

Tk(j) =

∫
Rp

uk
jK(u1...up)du1...dup

et

0 < |
∫

tkK(t)dt| < +∞

— (H6)

|Y | < M < ∞
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Théorème 3

Sous les hypothèses précédentes on arrive à

r̂(x)− r(x) = O(hk) +O(

√
log(n)

nhp
) en(p.co) (3.3)

Preuve. [Preuve de théoréme] La preuve est trés similaire du celle du théoréme 3 en nous

contenant d’insister sur les parties de la démonstration pour lesquelles l’aspect multi-

dimentionnel. Dans cette preuve c désigne une constante, et
∫
Rp K(u)du = 1 et rf = g

Le résultat final sera prouvé dés que seront vérifées les 5 propriétés suivant :

E(ĝ(x))− g(x) = O(hk) en(p.co) (3.4)

E(f̂(x))− f(x) = O(hk) en(p.co) (3.5)

E(ĝ(x))− ĝ(x) = O(

√
log(n)

nhp
) en(p.co) (3.6)

E(f̂(x))− f̂(x) = O(

√
log(n)

nhp
) en(p.co) (3.7)

∃ϵ > 0,
n∑

i=1

P(f̂(x) ≤ ϵ) < ∞ en(p.co) (3.8)

r̂(x) =
ĝ(x)

f̂(x)

Et ĝ(x) = 1
nhp

∑n
i=1 YiK(x−Xi

h
) et f̂(x) = 1

nhp

∑n
i=1 K(x−Xi

h
) On a :

E(ĝ(x)) =
1

hp
E[Y K(

x−X

h
)] (3.9)
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En conditionant par rapport à X on arrive à :

E(ĝ(x)) =
1

hp

∫ +∞

−∞
r(u)K(

x− u

h
)f(u)du, z =

x− u

h
(3.10)

E(ĝ(x)) =
∫ +∞

−∞
g(x− zh)K(z)dz (3.11)

g(x− zh)− g(x) =
k∑

j=1

(−h)j

j!

∑
i1+...+ip

(Tk(i1, ..., ip)[
∂jg

∂xi1
1 ...∂x

ip
p

](z) +O(hj)) (3.12)

On utilise la condition (5), on trouve :

E(ĝ(x))− g(x) =
(−h)k

k!

k∑
j=1

[
∂kg

∂xk
j

](x)Tk(j) +O(hk) (3.13)

ceci achève la preuve.

E(ĝ(x))− g(x) = O(hk)

Pour montrer 3.5 on suit les mèmes ètapes que 3.4 on arrive à :

E(f̂(x))− f(x) =
(−h)k

k!

k∑
j=1

[
∂kf

∂xk
j

](x)Tk(j) +O(hk) (3.14)

ceci achève la preuve.

E(f̂(x))− f(x) = O(hk)

Pour 3.6 on a besoin du lemme 1

si on applique ce lemme aux variables :

∆i =
1

hp
(YiK(

x−Xi

h
)− EYiK(

x−Xi

h
))

|∆i| ≤
c

hp
(3.15)
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car K et Y sont bornés V(∆i) = E(∆2
i )− (E(∆i))

2 et E(∆i) = 0

on a

E(µ2
i ) ≤

c

hp
(3.16)

on applique maintenant le lemme :

P[E|ĝ(x)− g(x)| > ϵ] ≤ 2 exp(−nϵ2hp

4c
) (3.17)

si on pose :

ϵ = ϵ0

√
log(n)

nhp

on arrive finallement :

P[|E(ĝ(x))− g(x)| > ϵ0

√
log(n)

nhp
] ≤ 2n−cϵ20 (3.18)

on peut choisir ϵ0 > 1√
c

D’où le résultat.

Pour 3.7 il suffit de reprendre les calcul précédents de 3.6

P[|E(f̂(x))− f(x)| > ϵ0

√
log(n)

nhp
] ≤ 2n−cϵ20 (3.19)

Pour 3.8 il suffit de poser ϵ = f(x)
2

pour que

f̂ ̸= 0 en(p.co)

Des résultats précédents on arrive à

r̂(x)− r(x) = O(hk) +O(

√
log(n)

nhp
)
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3.3 Convergence en moyenne quadratique
Théorème 4

Sous les conditions suivantes :

— (H1) r et f sont k fois continuement dérivables autour de x

— (H2) x étant un point fixé de Rp

f(x) > 0

— (H3)

lim
n−→∞

h = 0 et lim
n−→∞

nhp = ∞

— (H4)

Kest borné intégrbale positif symétrique et à support compact

— (H5)

ϕ(u) = E(Y 2/X = u) est continue au point x

— (H6)

|Y | < M < ∞

Théorème 5

Convergence en moyenne quadratique ponctuelle multi-variée sous condition de déri-

vabilité. considérons le modéle (H1) avec k = 2 et supposons que les conditions (H2),

(H3), (H4), (H5) et (H6) soient réalisées.

On a

E[r̂(x)− r(x)]2 = B2(x)h4 + V (x)
1

nhp
+ o(h4 +

1

nhp
) (3.20)

où

B(x) =
1

2f(x)

p∑
j=1

TK(j)([
∂kg

∂xK
j

](x)− [r(x)
∂kf

∂xK
j

](x)) (3.21)
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V =

∫
Rp

K2(t)dt
(ϕ(x)− r2(x))

f(x)
(3.22)

Preuve du Théorème 5 On considère comme toujours que K est unitaire (i.e K est d’in-

tégrale 1). le résultat énoncé va découler des 2 résultats suivants :

Er̂(x)− r(x) = B(x)h2 + o(h2) (3.23)

et

Vr̂(x) = V(x)
1

nhp
+ o(

1

nhp
) (3.24)

Preuve de 3.23 concernant ce terme de biais notons que le résultat 2.11 reste valable dans

cadre multidimensionnel en reprenant les preuves de 2.12 et 2.14 et en les adaptant à notre

cadre multivarié on arrive à

A1 =
1

nhp
g(x)

∫
Rp

K2(t)dt+ o(
1

nhp
) (3.25)

et

A2 = O(
1

nhp
) (3.26)

Finalement 3.23 découle directement de 2.11, 3.13, 3.13, 3.25 et 3.26. Preuve de 3.24 la

première chose consiste à établir , en suivant les même que pour démontrer 2.17 que l’on

a

V(r̂(x)) =
V(ĝ(x)
(Ef̂(x))2

−4
Eĝ(x)Cov(ĝ(x), f̂(x))

(Ef̂(x))3
+3V(ĝ(x))

(Ef̂(x))2

(Ef̂(x))4
+o(

1

nhp
) (3.27)

Ensuite ,il suffit de reprendre les preuves de 3.6 et 3.7 et d’utiliser la condition (H5) qui

va permettre de préciser les constantes Ainsi on arrive à :

V(ĝ(x) =
1

hp
f(x)ϕ(x)

∫
Rp

K2(t)dt+ o(
1

nhp
) (3.28)
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V(f̂(x) =
1

hp
g(x)ϕ(x)

∫
Rp

K2(t)dt+ o(
1

nhp
) (3.29)

quant à la Covariance , elle se calcule de manière analogue et nous avons

Cov(ĝ(x), f̂(x)) =
1

hp
g(x)

∫
Rp

K2(t)dt+ o(
1

nhp
) (3.30)



Chapitre 4

Application sous R

Soient un échantillon (Xi, Yi), i = 1, ..., n et Yi = r(Xi) + ϵi avec ϵi : v.a centré indepen-

dant de Xi et

r(x) = E(Y/X = x) =

∫
yf(x, y)dy

fX(x)
(4.1)

est la fonction de regression, où fX(x) est la densité de la variable X . Nous avons vu que

r(x) est estimé par la quantité :

r̂(x) =

∑n
i=1 YiK(x−Xi

h
)∑n

i=1 K(x−Xi

h
)

=
Φn,X(x)

fn,X(x)
(4.2)

Il dépend de la taille de l’échantillon n, du noyau K et de la fenêtre h

Dans la suite de ce chapitre, On peut écrire notre modèle sous forme :

y = r(x) + ϵ,

et nous étudions les deux cas :

— Régression linéaire : y = 1 + 2x+ ϵ

— Régression non linéaire : y = exp(x) + ϵ

Dans chaque modèle :

1) X est de loi normale centré de variance σ2 = 0.2 . 2) ϵ un terme d’erreur de loi N(0; 1).

3) Etudier les cas suivents : a) Paramètre de lissage h fixe et n varié, noyau normal (noyau

34
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à support non compact)

b) Paramètre de lissage h fixe et n varié, noyau d’epanechnikov (noyau à support com-

pact)

c) n fixe, h varié et noyau normal

d) n fixe, h varié et noyau d’epanechnikov

4.1 Régression linéaire

Soit le modèle linéaire

y = 1 + 2x+ ϵ

4.1.1 Paramètre de lissage h fixe et n varié, noyau normal (noyau à

support non compact)

Dans ce cas, on choisit le paramètre de lissage h = n
−1
5 (fixé), n varié (n = 50; 100; 500)

et K est un noyau gaussien : K(t) = 1√
2π

exp(−t2

2
)

Code R

n=50 ♯ taille de l

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E ♯ Mod

♯ Noyau Normale K(t) c

K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(−0.5 ∗ t2)

♯ param

h = nm.2

♯ Initiation

s=100 ♯ taille de l

a=min(X) ♯ borne inf

b=max(X) ♯ borne sup
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x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=numeric(n)

fn=numeric(s)

♯ Densit

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

♯ Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn ♯ R

op=par(mfrow=c(1,3))

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

♯ ♯ ♯ Pour n =100♯ ♯ ♯

n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)
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for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

♯♯♯♯ Pour n =500♯♯♯♯

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)
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4.1.2 n fixe, h varié et noyau normal

Dans cette section, nous prenons le paramètre de lissage dans l’intervalle ]0 ; 1[ et avec

des tests graphique en va diterminer le paramètre h optimal (au sens graphique). On fixe

la taille de l’échantillon n = 250 et le noyau K est normal, l’estimation obtenue avec les

valeurs de h varié de 0 :1 à 0 :9 sont données dans la figure. Il est clair que la valeur de h

optimale est de h = 0 :7 (ligne 3, colonne 1)

Code R

n=250 ♯ taille de l’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

♯ Noyau Normale K(t) cíest une densitée

K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(−0.5 ∗ t2)

♯ paramètre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

♯ Initiation

s=100 ♯ taille de l’intervalle [a,b]

a=min(X) ♯borne inf
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b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=array(dim=c(n,s,9))

fn=array(dim=c(s,9))

W=array(dim=c(n,s,9))

Hn=array(dim=c(s,9))

♯ density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])

fn[j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])

♯ fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*Y[i]

Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])

Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]

♯ Graphes

x11() ♯ nouvelle fenettre graphique

op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=" ",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

par(op)
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4.1.3 Paramètre de lissage h fixe et n varié, noyau d’epanechnikov

(noyau à support compact)

Dans ce cas, on choisit le paramètre de lissage h = n
−1
5 (fixé), n varié (n = 50; 100; 500)

et K est un noyau d’epanechnikov : K(t) = 3
4
(1− t2)ß|t|≤1

Code R

n=50 ♯ taille de l

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E ♯ Mod

♯ Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) c

K = function(t)ifelse(abs(t) < 1, (3/4) ∗ (1− t2), 0)

♯ param

h = n−.2

♯ Initiation
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s=100 ♯ taille de l

a=min(X) ♯ borne inf

b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=numeric(n)

fn=numeric(s)

♯ Densit

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

♯ Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn ♯ R

op=par(mfrow=c(1,3))

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

♯ ♯ ♯ Pour n =100♯ ♯ ♯

n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)
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fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

♯♯♯♯ Pour n =500♯♯♯♯

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)
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4.1.4 n fixe, h varié et noyau d’epanechnikov

Dans cette section, nous prenons le paramètre de lissage dans l’intervalle ]0 ; 1[ et avec

des tests graphique en va diterminer le paramètre h optimal (au sens graphique). On fixe

la taille de l’échantillon n = 250 et le noyau K d’epanechnikov, l’estimation obtenue avec

les valeurs de h varié de 0 :1 à 0 :9 sont données dans la figure. Il est clair que la valeur

de h optimale est de h = 0 :7 (ligne 3, colonne 1)

Code R

n=250 ♯ taille de l’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=1+2*X+E

♯ Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) cíest une densitée

K = function(t)ifelse(abs(t) < 1, (3/4) ∗ (1− t2), 0)

♯ paramètre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

♯ Initiation

s=100 ♯ taille de l’intervalle [a,b]

a=min(X) ♯borne inf
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b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=array(dim=c(n,s,9))

fn=array(dim=c(s,9))

W=array(dim=c(n,s,9))

Hn=array(dim=c(s,9))

♯ density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])

fn[j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])

♯ fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*Y[i]

Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])

Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]

♯ Graphes

x11() ♯ nouvelle fenettre graphique

op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=" ",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,.2,lwd= 2)

par(op)
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4.2 Régression non linéaire

Soit le modèle non linéaire

y = exp(x) + ϵ

4.2.1 Paramètre de lissage h fixe et n varié, noyau normal (noyau à

support non compact)

Dans ce cas, on choisit le paramètre de lissage h = n
−1
5 (fixé), n varié (n = 50; 100; 500)

et K est un noyau gaussien : K(t) = 1√
2π

exp(−t2

2
)

Code R

n=50 ♯ taille de l

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E
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♯ Noyau Normale K(t) c

K=function(t)(1/sqrt(2*pi))* exp(−0.5 ∗ t2)

♯ param

h = n−.2

♯ Initiation

s=100 ♯ taille de l

a=min(X) ♯borne inf

b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=numeric(n)

fn=numeric(s)

♯ Densit

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

♯ Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn ♯ R

♯ Graphes

x11()♯ nouvelle fenettre graphique

op=par(mfrow=c(1,3))

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’l’,col=4, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

♯♯♯♯♯Pour n =100 ♯♯♯♯

n=100
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X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’l’,col=4, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

♯♯♯♯♯Pour n =500

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)
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Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’l’,col=4, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

4.2.2 n fixe, h varié et noyau normal

Code R

n=250 ♯ taille de l’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y = exp(x) + E

♯ Noyau Normale K(t) c’est une densitée

K=function(t)(1/sqrt(2*pi))*exp(−0.5 ∗ tr)

♯ paramètre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)
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♯ Initiation

s=100 ♯ taille de l’intervalle [a,b]

a=min(X) ♯borne inf

b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=array(dim=c(n,s,9))

fn=array(dim=c(s,9))

W=array(dim=c(n,s,9))

Hn=array(dim=c(s,9))

♯ density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])

fn[j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])

♯ fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*Y[i]

Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])

Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]

♯ Graphes

x11() ♯ nouvelle fenettre graphique

op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=" ",type=’l’,col=2, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd= 2)

par(op)
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4.2.3 Paramètre de lissage h fixe et n varié, noyau d’epanechnikov

(noyau à support compact

Dans ce cas, on choisit le paramètre de lissage h = n
−1
5 (fixé), n varié (n = 50; 100; 500)

et K est un noyau d’epanechnikov : K(t) = 3
4
(1− t2)ß|t|≤1

Code R

n=50 ♯ taille de l
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X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E ♯ Mod

♯ Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) c

K = function(t)ifelse(abs(t) < 1, (3/4) ∗ (1− t2), 0)

♯ param

h = n−.2

♯ Initiation

s=100 ♯ taille de l

a=min(X) ♯ borne inf

b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=numeric(n)

fn=numeric(s)

♯ Densit

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

♯ Fonction Hn(.)

W=numeric(n)

Hn=numeric(s)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn ♯ R

op=par(mfrow=c(1,3))

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=50",type=’l’,col=2, lwd= 2)

abline(1,2,lwd=2)

♯ ♯ ♯ Pour n =100♯ ♯ ♯
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n=100

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=100",type=’l’,col=2, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

♯♯♯♯ Pour n =500♯♯♯♯

n=500

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y=exp(X)+E

h = n−.2

V=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i]=K((x[j]-X[i])/h)

fn[j]=sum(V)/(n*h)

W=numeric(n)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i]=K((x[j]-X[i])/h)*Y[i]



4.2. RÉGRESSION NON LINÉAIRE 53

Hn[j]=sum(W)/(n*h)

Rn =Hn/fn

plot(x,Rn,xlab="x", ylab="Rn(x)", main="n=500",type=’l’,col=2, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

4.2.4 n fixe, h varié et noyau d’epanechnikov

Code R

n=250 ♯ taille de l’échantillon

X=rnorm(n,0,2)

E=rnorm(n)

Y = exp(x) + E

♯ Noyau D’EPANECHNIKOV K(t) c’est une densitée

K = function(t)ifelse(abs(t) < 1, (3/4) ∗ (1− t2), 0)

♯ paramètre de lissage h

h=seq(.1,.9,length=9)

♯ Initiation
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s=100 ♯ taille de l’intervalle [a,b]

a=min(X) ♯borne inf

b=max(X) ♯ borne sup

x=seq(a,b,length=s) ♯ Intervalle [a,b]

V=array(dim=c(n,s,9))

fn=array(dim=c(s,9))

W=array(dim=c(n,s,9))

Hn=array(dim=c(s,9))

♯ density fn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) V[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])

fn[j,k]=sum(V[,j,k])/(n*h[k])

♯ fonction Hn(x)

for(k in 1 :9)

for(j in 1 :s)

for(i in 1 :n) W[i,j,k]=K((x[j]-X[i])/h[k])*Y[i]

Hn[j,k]=sum(W[,j,k])/(n*h[k])

Rn=array(dim=c(s,9))

for(k in 1 :9) Rn[,k]=Hn[,k]/fn[,k]

♯ Graphes

x11() ♯ nouvelle fenettre graphique

op=par(mfrow=c(3,3))

for(k in 1 :9)

plot(x,Rn[,k],xlab="x", ylab="Rn(x)", main=" ",type=’l’,col=2, lwd= 2)

lines(x,exp(x),lwd=2)

par(op)
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