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Introduction générale

Les équation aux dérivées partielles interviennent dans de nombreux do-
maine de physique, qui comprennent les problémes de diffusion, les phéno-
menes de propagation. Ces équations différentielles n’ont généralement pas
de solutions analytiques et une résolution numérique de ces équations est
alors nécessaire.

Une équation aux dérivées partielles est une relation liant une fonction de
n variables & ses dérivées partielles f(z, v,y 9", ...,y™) = 0. L’ordre de
I’équation est donné par l'ordre le plus élévé des dérivées partielles appa-
raissant dans 1’équation.

Il s’agit ensuite de proposer des méthodes efficaces pour résoudre des FDPs,
avec une précision relativement acceptable et suffisante, le probleme posé. La
résolution dite numérique, est généralement fournit des solutions approches
on approximations basées sur la simplification du probléeme étudié. Notons
que les méthodes numériques passent toujours par des discrétisations des
problemes analytiques en des problémes numériques et qu’il existe une infi-
nité des méthodes de discrétisation d’une équation. Nous ne pouvons jamais
les énumerer toutes mais les plus couramment utilisées pour la résolution
des équations aux dérivées partielles sont :

la méthode de différences finies,

la méthode de volumes finies,

w d =

la méthode d’elément finies,
4. la méthode des caractéristiques.

Mais dans cet mémoire, nous intérissons d’expliquer les deux méthodes (dif-
férences finies et volumes finies) aprés de donnée quelques notions sur les
equations aux dérivées partielles qui soit une rentrer a notre mémoire.



Chapitre 1

Quelque notions sur les
équations aux dérivées
partielles

1.1  Généralisation

1.1.1 Notation
1.1.1.1 Dérivées partielles du premier ordre.

Soit u € C1(£). On utilisera les notations suivantes pour la dérivée par-
tielle de uw en z € Q.
Comme = = (z;)1<i<n, O0 NOte.

g—;(x), Oz, u(z), Oju(x) ou ug, (x) la dérivée partielle de u par rapport a
la composente z;, ou i =1,2,...,n.
1.1.1.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur.

Pour les dérivees partielles d’ordre supérieure d’une fonction u € C*(9)
on utilisera les multi-indices. Un multi-indice est un élément o« € N. Pour
tout multi-indice o on définit

laly,
D%(z) := 0%u(z) : 9

= (0% e
Oz ....0z)"

ou |a| :== > a; < K est la longueur de «

1.1.1.3 Dérivées totales.

La dérivée totale ou simplement la dérivée d’une fonction u € C1(€)
en un point z € Q est notée Du(x) Par définition, la dérivée totale est
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une application linéaire de R™ dans R. Cette application linéaire peut étre
identifiée a un vecteur de R™ qu’on appelle aussi le gradient de u en z, noté

Vu(z). On a
Vu(z) = (g;(x)>1<i<n

1.1.2 Concepts de base et définitions

Définition 1.1.1. Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équa-
tion faisant intervenir une fonction inconnue u définie de R™ dans R, les va-
riables z, ¥/, ..., avec ses dérivées partielles uy, uy, ..., Upz, Ugy, Uyy, .... Donnent
une écritur de fagon générale de I'equation différentielle :

F@, Yy oy Uy Uy Uy oy U,y Ugyyy ) = 0 (1.1)

L’équation (1.1) est considérée dans un domaine Q de R™*1,
Les solutions de ’équation aux dérivées partielles (1.1) sont les fonctions qui
vérifient cette équation dans ()

Exemples :
Ugy + Uy =y (1.2)
Uge + 2y2u$y + 3zuy, =1 (1.3)
(ua)? + (uy)? =1 (1.4)
Ugz — Uyy = 0 (1.5)

Les équations u(z,y) = (z + y)3 et u(z,y) = sin(z — y) sont toutes les deux
des solution de (1.5)

Définition 1.1.2. L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est 'ordre
de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé intervenant dans I’équation.

Exemples :
* Les équations (1.2),(1.3),(1.5) sont d’ordre 2.
* L’équation (1.4) est d’ordre 1.

Définition 1.1.3. Une EDP est linéaire si ’équation est linéaire par rap-
port aux dérivées partielles de la fonction inconnue u.

Exemples :
* Les équations (1.3),(1.5) sont linéaires.

* L’équation (1.2),(1.4) sont nonlinéaires.
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Définition 1.1.4. Une équation aux dérivées partielles quasilinéaire est li-
néaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction
U.

Exemples :

* L’équation (1.2)est quasilinéaire.

Définition 1.1.5. Une équation aux dérivées partielles linéaire homogene
est vérifiée pour u = 0 (si elle est écrite de fagon usuelle, le second membre,
ne contenant ni u ni ses dérivées partielles, est identiquement nul).

Exemples :

* L’équation (1.5) est linéaire et homogene.

On étudiera essentiellement les équations aux dérivées partielles linéaires
du second ordre car ce sont les équations les plus fréquemment rencontrées
dans les problemes de la physique mathématique.

On sait bien que la solution générale d’une équation différentielle linéaire
d’ordre n dépend de n constantes arbitraires. Dans le cas des équations aux
dérivées partielles linéaires d’ordre n on a la propriéeté suivante :

Théorém 1. [1] La solution générale d’une équation différentielle linéaire
d’ordre n dépend linéairement de n fonctions arbitraires.

Considérons par exemple, ’équation linéaire homogene
En intégrant par rapport a y, on obtient :
uz(,y) = f(x) (L.7)

En intégrant ensuite par rapport a x et en notant g est une primitive de la
fonction arbitraire f, on obtient :

u(z,y) = g(x) + h(y) (1.8)

Les fonctions g et h sont deux fonctions quelconques.

En pratique, parmi toutes les solutions possibles, on en cherche une qui
vérifie des conditions supplémentaires.

Dans les problémes issus de la physique, ces conditions sont, en général,
imposées sur le bord du domaine € et s’appellent conditions aux bords.
On utilise aussi le terme de conditions aux limites.
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1.1.3 Classification des EDPs

On distingue trois grandes catégories d’équations aux dérivées partielles :

1. Les équations de type elliptique dont le prototype est I’quation de
Poisson donnée par
n
0%u
~Au(z) = =Y S5 (@) = f(@)
—~ O
=1 1
Pour tout x = (z1,...,z,) € @ C R", ou f : Q@ — R est une fonction
donnée.
L’inconnue est la fonction v : Q — R

2. Les équations de type parabolique dont le prototype est ’équation de

la chaleur
oT (x,t)

ot
Pour tout z € Q C R™,et t > 0. L’inconnue est la fonction
T :Q2x]0,400[— R

3. Les équations de type hyperbolique dont les prototypes sont :

— AT(x,t) =0

- I’équation de transport :

((;::(a;, )+ agz =0
pour tout £ € Q C R, tout t >0 et oua € R
- I’équation des ondes
0%u 0%u
o2 0~ 52

pour tout z € Q C R, tout t > 0

(x,t) =0

Pourquoi les appellations elliptique, parabolique et hyperbolique ?

Au d’epart, elles proviennent du fait que si ’on considére une E.D.P. exacte-
ment d’ordre 2 (c’est & dire faisant intervenir des dérivées partielles d’ordre
2 et 1) a coefficients constants, du type

0%u 0%u 0%u ou ou

+B-— +C-5+D—+E

Ai =

avec A, B, C, D, E et XA dans R donnés. Alors cette E.D.P. se fait avec la
maniére swivante :
A = B+ 4AC
Si:
A < 0 — EDP elliptique,
A = 0 — EDP parabolique,
A > 0 — EDP hyperbolique.
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1.2 Exemples

Exemple 1.2.1. l’équation de Laplace :

—Au(z) =f(z), xe€Q
=0, xe€00

u(z)
Exemple 1.2.2. l’équation de Poisson :

—Au(z) =0, xeQ
u(z) =glx), xe€N

Exemple 1.2.3. l’équation de la Chaleur :

w(t,z) — Au(t,z) =0, t>0,x€
u(t, x) =0, t>0,x€N

Exemple 1.2.4. l’équation des Ondes :

uy(t,x) — Au(t,z) =0, t>0xe
u(t, x) =0, t>0,x€00
u(0, x) =g(x), x€Q
w (0, ) =h(z), xe€

1.3 Equations aux dérivées partielles du premier ordre

Définition 1.3.1. Une équation dans laquelle figure une fonction f de plu-
sieurs variables indépendantes x1,....,x, et des dérivées partielles du 1¢"
ordre de f par rapport a ces variables, c¢’est-a-dire une équation de la forme
af af >
Flzy, . zon, f,—,....—— =0
(b 5 nf8x17 ,8.%”
est dite une équation aux dérivées partielles (en abrégé : EDP) du 1¢" ordre.
Toute fonction f(z1,...,z,) qui satisfait identiquement a cette équation est
une solution de celle-ci
Dans le cas de deux variables x, y, on a :

1 31 )

F<x7y7f7ax7ay_
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Exemple 1.3.1.

of B
3 = V= f(@y) = e(y)
Exemple 1.3.2.
O _ 0= fla,y) = o)
8y - 7y - (P
Exemple 1.3.3.
o — g)
or g

Si ¢ est intégrable et G est I'une de ses primitives, alors a%( flx,y) —

G(z)) =0, d’ou f(x,y) = G(z) + ¢(y).

Remarque 1.3.1. La solution générale d’une équation aux dérivées par-
tielles du 1°" ordre dépend d’une fonction arbitraire.

Soit le systeme diférentiel

dd% = SOl(mayl?y%---,yn)
dyn _
dr T %Dn(xayhy%---;yn)

de solution générale

Y1 = fl(xaclac% '-'Cn)7 vy Yn = fn(xaclac% "'7Cn) :

Si ces équations peuvent étre résolues par rapport a cq, o, ...c,, , On
peut écrire

®1(I79173/27-~-71/n) = O

q)n(xvyhy%'“uyn) = Cp

Les fonctions &4, ..., ®,, constantes si I’'on remplace yi, ¥, ..., y,, par
les solutions du systeme sont dites intégrales premieres du systeme. En
général, on appelle intégrale premiere d’un systeme diférentiel toute
fonction de x, y1, ¥, ..., Y, qui se réduit & une constante si ’on remplace
Y1,Y2, .-, Yo par une solution du systeme. Si & est une telle intégrale
premicre, on a donc

O(z, p1(x), ..., on(x)) = constante
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Si le systeme diférentiel :

% = gpl(xvyhy%“-?yn)
dyn —
dr gpn(xvyhy%”'ayn)

admet n intégrales premieres indépendantes, alors la solution géné-
rale est définie implicitement en égalant ces intégrales premieres a n
constantes arbitraires.

Soit le systeme diférentiel :

d

ﬁ = fl(x7y7 Z)
’ d

é = f?(x7y7 Z)

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ® soit une
intégrale premiere de ce systeme est

O(x,y(x), z(x)) = constante

donc
00 0B dy 00 d:
Or Oy dr 0z dx
ou encore
oe 09 0o
871’ + aiy‘f1<I7y7z) + E'f?(xayvz> - O

c’est I’équation aux dérivées partielles associée au systeme diférentiel.
Par conséquent, on a

proposition 1.3.1. [1] Une fonction ®(z,y,z) est une intégrale pre-
miere d’un systeme diférentiel si et seulement si elle est solution de
I’équation aux dérivées partielles associée.

Définition 1.3.2. Soit f une fonction de deux variables. Une équation
aux dérivées partielles linéaire du 1¢" ordre est une relation de la forme

0 0
P(x,y, Z)ai + Q(z,v, z)a‘;j = R(x,y, 2)

ou P, Q, R sont des fonctions de x, y, z défnies sur un ouvert de R?
Soit z = f(x,y) une solution de I’équation précédente. Posons

(I)(l’,y,Z) = f($>y> -z
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.On a
8@_8f 8@_(‘9f 0P

- - 4 - - ) el
or Oz’ 0Oy 0Oy 0z
L’équation précédente s’écrit
0P 0P 0P
P(z,y, z)g + Q(x,y, z)a—y = R(z,vy, z)a—y =0

Or ' P(z,y,2) 9y  P(x,y,2) 0z

Cette équation aux dérivées partielles peut étre considérée d’apres
ce qui précéde, comme associée au systeme diférentiel

92  Q(z,y,2)0% | Rz,y,2)0® _

dy _ Q(z,y,2)
dz  P(z,y,2)
’ dz  R(v,y,2)
dv  P(x,y,2)
ou sous forme plus symétrique
dx dy dz

P(z,y,2) Q(z,y,2) R(z,y,2)

Ce systeme est appelé systéme caractéristique de ’équation aux déri-
vées partielles. Des lors, on a

proposition 1.3.2. [1] Les solutions de l’équation aux dérivées par-

tielles :
of of

P(xai%z)% + Q(l“,y,z)@ = R(a:,y,z)

sont définies par
O(z,y,2) =0

ou © représente l’intégrale premiere la plus générale du systéme carac-
téristique :

dx dy dz

P(z,y,2)  Q(z,y,2) R(z,y,z)

Remarque 1.3.2. Comme ® s’exprime au moyen de deux intégrales
premieres indépendantes ®1 et Oy donc lintégration de [’équation aux
dérivées partielles se trouve ramenée a la recherche de deux intégrales
premieres de son systeme caractéristique.
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1.4 Equations aux dérivées partielles du 2° ordre

Définition 1.4.1. Soit f une fonction de deux variables x et y. On
appelle équation aux dérivées partielles du 2eme ordre, une relation de

la forme
af of 2*f *f *f
F |z, , =0
"0x’ Oy’ 0x2’ Oxdy’ Oy?

Exemple 1.4.1.
*f f of
922 =0=% ox (820) = or Ox =90)

fx,y) = zg(y) + h(y)

ou g et h sont des fonctions arbitraires.

d’ou

Remarque 1.4.1. La solution d’une équation auxr dérivées partielles
du 2éme ordre dépend de deuz fonctions arbitraires.

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre
de la forme :

02z 0z 0z 0z Oz

o) s W) g ) = F (s 5o 5] (19
ou z = f(x,y) est la fonction inconnue et a, b, ¢, F sont des fonctions
données dans un domaine D C R2. On cherche une solution z de 1’équa-
tion ci-dessus en supposant que la valeur de z sur une courbe ainsi que
celle de ses dérivées % ,g—; sont connues. Autrement dit, (PROBLEME
DE CAUCHY) on cherche une solution z de cette équation connaissant
z et la dérivée normale % (c-a-d., le produit scalaire du gradient de
z par le vecteur normal unitaire). Une caractéristique pour ’équation

ci-dessus est une courbe dans D satisfaisant a 1’équation diférentielle :

a(?i) — 2 (gi) +e=0 (1.10)

L’équation (1.9) est dite du type :

(i) hyperbolique dans D si en tout point de D, b*—ac > 0. Dans ce cas,
on peut résoudre I’équation (1.10) localement ce qui montre que
par tout point passent deux caractéristiques réelles. On montre
que la transformation

—b+Vb% — ac
§= T4y

a
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—b—Vb*—ac

n= r+y
a

ou a # 0, ramene I"équation (1.9) & une équation du type

0%z 0z 0z
agan - F (5:7%% af’(?n)

Exemple 1.4.2. L’équation des cordes vibrantes :

Pz 0%
ox2 o2
ot z(x,t) est le déplacement du point d’abcisse x a l'instant t.
C’est une équation hyperbolique (a = 1,b = 0,¢ = —k?). Elle se
généralise a trois dimensions spaciales en l’équation des ondes :
Pu  Pu Pu 0%
ot =k
oxr?  0Oy? 022 ot?

(ii) parabolique si b> — ac = 0. Dans ce cas, les deux caractéristiques
sont confondues. Supposons que a # 0 et posons

b
§=-r+y
a
’ b
n=-——x+y
a
L’équation (1.9) s’écrit
0z Dz 0z
T _F hutadded
852 <€’n727 867 an>

et s’appelle forme canonique de type parabolique.
Exemple 1.4.3. L’équation de la chaleur :

0z 0%z
ot~ “on2
ou t est le temps, z est la température d’un corps et o une constante.
C’est une équation parabolique (a = o*,b = c=0).
(iii) elliptique si b* — ac < 0. Dans ce cas, les caractéristiques sont
imaginaires. Si a # 0, la transformation
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1.5 Formulation variationnelle des EDPs

Dans cette section on va chercher 'existence et la solution unique
du probleme aux limite suivant :

—Au =f dans 2

(1.11)
U =0 sur OS2

1.5.1 Quelques diffénition

1. HY(Q) est un espaces de Sobolev. Soit Q un ouvert de R™, on
définit H'(Q2) comme :

H'(Q) = {u € Lz(Q)/gg € L*(Q), pouri =1, ..,n}
2. On appelle H}(Q2) 'adhérence de C(2) dans H'(2) , ce qu’on

note aussi : H}(Q) = C?(Q)HI(Q).

3. C(Q) est un espace des fonction tests a support compact inclus
dans €.

1.5.2 Le principe

Le principe de I'approche (Méthode) variationnelle pour la résolu-
tion des EDPs est de remplacer I’équation par une formulation equiva-
lente dite variationnelle obtenue en intégrant I’'équation multipliiée
par une fonction quelconque dite fonction teste
Comme est les nécessaire du procede a des intégrations par partie dans
I’établissement de formulation variationnelle, nous commencons par
donner quelque resultat éssentielle

Formule de Green : Soit {2 un ouvert borné de R™ dont le bord
(ou la frontiere) est noté 9€2. On suppose aussi que {2 est un ouvert
réguliere de classe C' | u € H?*(Q) et v € H'(Q2), alors

/QAU(ZL‘)U(ZL‘)dl' = —/QVu(x).VU(x)dx + /asz g:;(x).v(m)ds

ou % = n.grad u, est la dérivée normale de u sur 0f) , c-a-d.,
0
%(:p) =n(z).Vu(x), =z €N

Pour montrer 'existence et 1'unicité de solutions aux problemes
(1.11), on utilise le théoréme de Lax-Milgram suivant :
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Théorem 2. [2] Soit E un espace de Hilbert réel et a : E x E — R,
une forme bilinéaire
continue, c-a-d.,

M > 0,Vu,v € E, |a(u,v| < M||ul|||v],
et coercive, c-a-d.,

Ja > 0,Vu € B, |a(u,u| > af|ul?,

Sil: E — R est une forme linéaire continue c-d-d., v — 1(v)
est linéaire et 3C > 0,Yv € E,|l(v) < Clv||, alors la formulation
variationnelle :

trouver u € E tel que Yv € E, a(u,v) = [(v)

admet une solution unique dans E. En outre, cette solution dépend
contintiment de la forme linéaire 1.

Par ailleurs, lorsque les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont
satisfaites et si en outre la forme bilinéaire a est symétrique (a(u; v)
= a(v; u)), alors u est 'unique solution du probléeme de minimisation
suivant :

trouver u € E tel que J(u) < J(v),

ou J est définie pour v € E par

J(v) = ;a(v,v) T

La solution u est caractérisée par

J(u) = min .
(U) UEIEIJI(lv)

Réciproquement, si v € E est un point de minimum de J(v), alors u
est I'unique solution de la formulation variationnelle ci-dessus.
1.5.3 Application

Problémes de Dirichlet
Etant donné un ouvert 2 borné de classe C!, de frontiere 92, on cherche
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une solution au probléme de Dirichlet avec conditions aux limites ho-
mogenes,

—Au =f dans 2

(1.12)
U =0 sur Of)

ou f € L*(Q) une fonction donnée.

1°7¢ étape : Construction la formulation variationnelle
On utilisons la formule de Green ; on multiplie I’équation —Au = f par
une fonction test ( v) et on intégre sur 2

/Q—(Au)vdx:/vadx

Puis on efectue une intégration par parties (formule de Green), ce calcul
est formel pour le moment et sera justifé ci-dessous,

/Vu.Vvdx—/ —ds—/fvdm
) o0 On

ol ds est la mesure superficielle du bord 0€2 . On souhaite que u et v
soient dans un méme espace de Hilbert E et que v = 0 sur le bord 0f2
, d’ou

/Vu.Vvdm:/fvdx
Q Q

Une condition sufisante pour que [, Vu.Vudz ait un sens est Vu, Vv €
L2(2) il suffit de considérer composante par composante. Par hypo-
these, f € L*(Q) donc pour que [, fvdr ait un sens, il suffit que
v € L2(Q) ). L’idée est de choisir lespace E = H}(Q) et celui-ci va
en outre nous permettre de faire disparaitre 'intégrale sur le bord ci-
dessus. Des lors, la formulation variationnelle de ce probléeme est

trouver u € Hé(Q),VvHé(Q),/ Vu.Vudr = / fuvdz (1.13)
Q Q

2¢me étapes :
Pour montrer que cette formulation variationnelle admet une solution
unique, on applique le théoreme de Lax-Milgram avec

a(u,v) = / Vu.Voudz, l(v) = / fvdx
Q Q
* Pespace H}(Q) est de Hilbert muni de la norme

lullm ) = [Vullrz@)
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* @ est une forme bilinéaire sur H}(Q2) x H}(Q).
* La continuité de a résulte de 'inégalité de Cauchy-Schwarz

la(u,v)| = ‘/ Vu.Vudz
Q

< [Vullez@)- IVllez @) < llufla@)- vl @

* a est coercive. En effet

a(u, ) :/Q|Vu]2da:: Va2

D’apres l'inégalité de Poincaré, il existe une constante C' > 0 tel
que :
ulliz@) < Cil[Vulliz )

c-a-d.,
/u2dx < C’l/ |Vul*dz.
Q Q
Comme
i e :/Q(|Vu|2+u2)dx < (C’l—i-l)/Q|Vu|2dx.
alors il existe une constante C'= —— tel que :

1+ C1
Vu € HY(Q), a(u,u) = /Q Vul?de > Cllul g

*[ est linéaire sur H}(Q) et sa continuité résulte aussi de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

Vo e BYQ), W)= [ fods] < [ 17lolde < oo
Puisque H} < (inject)L?(Q2), on a :
[vl[rz < Giflollmy  aveeCr >0

Alors
1()] < Gl FIL2 o]l

D'ou :
()] < Clv|lu

* a est symétrique :
a(u,v) = [ Vu.Vudz
= Jo Vu.Vudx

= a(v,u)
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Par le théoreme Lax-Milgram, il existe une solution unique u de pb
(1.11), et de plus, on a (grace la symeétrige de a)

J(u) = min J(v)

1
veH;

avec

J(v) = ;/|Vu|2dx—/fvdx



Chapitre 2

Meéthode Différences finies.

2.1 Introduction

La méthode des différences finies est une méthode d’approximation
des équations différentielles ordinaires et des équations aux dérivées
partielles. Sa formulation est basée sur le calcul approché de fonctions
dérivées apparaissant dans les équations différentielles. Comme les fonc-
tions dérivées sont exprimées par le développement limité de Taylor, la
méthode des différences finies est développée a partir de cette formule.
La méthode trouve son champ d’application principalement dans la ré-
solution des différents types d’équations de type elliptique, parabolique
et hyperbolique et qui constituent 'objet de ce chapitre.

2.2 Le développement limité de Taylor

La série de Taylor est basée sur le résultat mthématique suivant :
toute fonction u(z) peut étre exprimée a l'aide d’un polyndéme ayant
un nombre infini de termes. C’est le développement en série de cette
fonction autour d’un point connu zy voisin de x :

(x — x¢

@=ao)f S ) 10 (1 — o))

w(z) = u(xg)+(z—x0)u’ (20)+ U (x)+..+

n!

2.3 La meéthode des différences finies

Soit wu(z) une fonction continue et dérivable de classe C* | Par
définition de la dérivée de u , on a :

vy u(r+ Ax) —u(z)
() = AI;;IEO Ax '

Si Az est petit, le développement de Taylor de u(z + Ax) donne :
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2 3 n
u(z+Az) = u(x)+Axu'(x)+A;u"(x)+AéUu"’(x)+..+AgC' u™ (2)+0(Ax).
n!

2.3.1 Expression des dérivées premiéres par la méthode des
différences finies

a) différences finies en avant :

Le développement de Taylor de u(xz + Ax) donne comme suite :
u(r + Az) = u(z) + Azu/(x) + 0(Ax) Alors

by u(r 4 Az) —u(x)
v{w) = Az

b) différences finies en arriére :

Le développement de Taylor u(z — Az), donne :
u(x — Az) = u(x) — Azu/(z) + 0(Ax)
u(z) —u(z — Ax)

v(w) = Az

c) différences finies centré :

La somme de ces deux schémas présidantes, nous donne le schéma
centré suivant :
u(r + Ax) —u(rx — Ax
o) — M A7) (e~ Ax)
2Ax

2.3.2 Expression des dérivées secondes par la méthode des
différences finies

Les schémas aux différences finies de seconde ordre peuvent étre
construits en manipulant des développement de Taylor

a) Différences finies centrée :

On pose : x — Az, z,x + Ax

Le dévloppement de Taylor pour z — Az etz + Ax est

1 AmQ " 2
u(rx — Az) = u(x) — Axu'(z) + — U () + 0(Azx7)........ (1)

u(x + Azr) = u(z) + Axu/(x) + A;u”(x) + 0(Az?)......... (2)
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(D) +(2) = u(z—Az)+u(z+Az) = 2u(z) + Ax?u" (z) +0(Azx?)

_ u(r + Azx) — 2u(z) + u(zr — Ax)
Ax?

= u" ()
b) Différences finies en avant :

pour z,x + Az, x + 2Ax
Le dévloppement de Taylor est écrit :

u(z+2Ax) = u(x)+2Amu’(m)—I—ZAxQu"(x)—I—...—|—QA? u™(x)......... (3)
n!

(2)x—2+(3) = u(z+2A7)—2u(z+Az) = —u(z)+Ar*u" (z)+0(Az?)
" u(z + 2Az) — 2u(x + Az) + u(z)
uilz) = Ax?
c) Différences finies en arriére :

pour r — Az, — 2Ax
On considere le développement de Taylor :
u(r) — 2u(r — Az) + u(x — 2Ax)

u'(z) = A2 + 0(Az?)

2.3.3 Expression des dérivées d’ordre supérieur par la mé-
thode des différences finies

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noeuds
voisins de z. Le nombre de points nécessaire a 1’écriture du schéma s’ap-
pelle le stencil. Par exemple, un schéma aux différences finies d’ordre
3 pour la dérivée premiere :

Pour x + Az, x — Az, z + 2Ax

Du(z + Az) = u(x) + Axd/(z) + A;u”(a:) - Agu"’(x) + 0(Az?)
Qu(r — Az) = u(r) — Azu'(z) + A;u”(m) - Agu'"(x) + 0(Ax?)

1A%,

A 3
B)u(e +2A1) = u(r) + 28au (2) + ~—u"(x) 88T

u” (x) + 0(Ax?)

ooy —u(x 4 2Ax) 4 6u(x + Az) — 3u(r) — 2u(r — Ax) 3
u'(x) = cAx + 0(Ax”)
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2.3.4 Expression des dérivées croisées par la méthode des
différences finies

92y

Bady de la fonc-

Déterminons une approximation de la dérivée croisée
tion u(z,y).

La principe est toujours basé sur les déveleppoments de Taylor :

u(x + Az, y + Ay) = u(r,y) + Azu'(z) + Ayu'(y)+

1) )
AxAyaaxgy + A—Iu (x) —I—ATyu"(y) + 0(Ax?) + 0(Ay?)

2) u(e — Az,y — Ay) = u(zy) — Azu/(z) — Ayu'(y)+
Ay + 850" () +55 " (y) + 0(Aa?) + 0(Ay?)

3) wlx — Ax,y — Ay) = u(zy) — Axu/(x) — Ay (y)+
AzAy 2 + A2 (z) +28u"(y) + 0(Az?) + 0(Ay?)

2 u(r — Az, y + Ay) = u(zy) — Az (z) + Ay (y)—
AwAyZa + 520" () + A" (y) +0(A7%) + 0(Ay?)

En effectuant une combinaison linéaire des quatre équations précé-
dentes (1) 4+ 2) —3) —4)), on obtient :

Pu  u(z+Az,y+ Ay) —u(z — Az,y — Ay) —u(x — Az, y + Ay) + u(ex — Az, y — Ay)

oxdy 4AzAy

2.4 Résolution un EDP elliptique par la méthode des
diférences finies

soit €2 un domaine bornée de R” et f une fonction aussi réguliere
que nécessaire de 2 a valeurs dans R. Nous cherchons u solution de
I’équation de Laplace :
Pu 0%u .
Au:O(:)W 8220 Vae,y € Q C R", (2.1)
Utilisant 1’équation de différences finies centrées, les dérivées secondes
s’écrivent
Pu  u(r+ Ax,y) — 2u(z,y) + u(z — Az Y ()
ox? Ax? h

Pu u(z,y+ Ay) —2u(z,y) +ulz,y — Ay @)
o = A
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Posons u(x;, y;) = w; ;

2 J J J

1) = e

(1) Ox? Ax?

2) = Pu  ul™t—2ul +ul!
oy? Ay?

Substituant les équation (1)et (2) dans I’équation (2.1) on obtient :

J J J Jj+1 J Jj—1

Au = Ax? Ay?

() x Ax? = ul, — 2ul +ul | +

On pose r = ﬁ—”yf ,d’ou
() = (24 2r)u] = ulyy +uly +r (ug+luf_l>
1

ul = 2+ [Ugﬂ +ul g+ (ui“ui‘l)}

On peut étre representée le schéma DF pour 1’équation de Laplace
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<>

Ax Ax

i-1 i i+1

FIGURE 2.1 — Shémat DF de I’équation de Laplace

1. Conditions aux limites de frontiére
suivant les valeurs composé sur les frontieres du domaine de la
fonction recherchée, il existe les condition aux limites suivantes :

(a) Type de Dirichlet :Les valeurs de la fonction sont connues
sur les frontieres

(b) Type de Neuman :Les valeurs de la dérivée de la fonction
sont connues sur les frontieres

ou  ultt— i1 —1
— =t —a=u" =20Ay +ul”
y 2Ay ’ !
ou 1
u{ = 72“ s {ugﬂ + ug_l +7r (u{“ug_lﬂ

On remplace la valeur de la dérivée %Z dans 1'équation ] ,
on obtient

J

u 011 (uz_l + uzﬂ +2rul ! + 2raAy>
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Ax

<>

Ax

i-1

i+1

+2raldy =0

FIGURE 2.2 — Schéma DF de Laplace au conditon de Neumann

2.4.1 Le Probléeme de Dirichlet

Considérons I’équation différentielle suivante :

—Au(z) =
u(0) =« et

ou f est une fonction continue.
Le maillage est construit en introduisant N + 1 noeuds xi avec ¢ =
0,1,..., N, régulierement espacés avec un pas Az . La quantité u; dési-

gnera la valeur de la fonction u(x) au noeud x;.

,x € [0,1]

L’équation a résoudre s’écrit, sous forme discrete en chaque noeud z; :

9%u

72 =
ox;

f(mz) =

Approximons la dérivée seconde de u au moyen d’un schéma centré a

l'ordre 2 :

u"(xi)

u(z; + Ax;) — 2u(x;) + u(z; — Axy)

Ax?
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L’équation discrétisée est ainsi :

2u(z;) — u(x; + Axy) — u(z; — Axy)

= fi, pour 1 wariant de

(2 -1 0 ... 0| w | [ fi+va/ar ]
1 I .
Ax? B
0 0 -1 2 -1 UN-2 .fN—Q
i 0 0 0 -1 2 i _UN,1 ] L fN,1+5/Ax_

Il ne reste alors plus qu’a résoudre ce systeme linéaire par des techniques
standard de factorisation ( méthodes de Gauss LU ou méthode de
Choleski LLT )

2.5 Résolution un EDP parabolique

Soit a résoudre I’équation de la chaleur

2
du _ 0 (2.2)
ot 0x?

avec a € R fixe .

A cette EDP s’ajoute deux conditions aux limites aux extrémités
de la barre u(0,t) = wug,u(l,t) = up, ainsi qu'une condition initale
u(z,0) = ug
Pour résoudre le probleme en utilise les méthodes suivantes :

1. Méthode explicite

est une méthode direct parmet d’évaluer les dérivées de la fonc-
tion u a linstant ¢(j) et ¢(j + 1) On a :

ou o u(z,t 4 At) —u(w,t)
IRV ALY
B At
P*u u(r + Az, t) — 2u(x, t) + u(x — Az, t)

1 a N-1
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On remplace (I)et (II) dans 'équation (2.2) et on trouve le sché-

mas :

u:

J

(3

i+1
ul ™ —
At
Donc
Jj+1 J
U — Uy
_ alAt
On pose r = £55
i+1
U‘ZH
D’ou
j+1
Uz
T
Ax

B alt ; .
A2

, 'équation c’est écrit :

J J J
aui—l-l — 2u; +uy

Ax?
(Ug+1 - 2“5 + Ug—l)

J— pnd J J
— U = TUq — 2ruy + Tu_

J J J J
T — 2rug 4wy + g

rufﬂ +(1- 27‘)uf + ru{,l

i+

GO

1-2r

Ax

FIGURE 2.3 — Schéma explicite pour résoudre EDP parabolique

Ay
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2. Méthode implicite Cette méthode est basée sur I’évaluation des
dérivées partielles de la fonction u(z,t) a (t=j) et (t=7+1),
on a:

Pour I'évaluation de (7,7 + 1)
j

141
ou  ulth —

ot At
et 1 1 1
0%u _ wll —2ul ™ 4wl

0x? Ax?

On remplace les deux égalitées dans ’équation (2.2), on obtient :

+1 j +1 +1 +1
w ™t —ul wlyy — 2wl +ull
At Az?
On pose r = ozA— donc
i+1 1 i+1 +1
wl ™ =l =l = 2rud T 4l

D’ou

(1+2r)u ™ = r(ulfy +ully) +u]

Le schéma de cette méthode est comme suite :

i+

Ay

Ax Ax 1

i-1 i i+1

FIGURE 2.4 — Schéma implicite puor résoudre EDP parabolique
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Les valeurs numérique de la fonction u(z,t) sont obtenues a tra-
vers la résolution d’un systéme d’équation linéaire établier par le
schéma implicite, la méthode adaptée généralement pour résoudre
ce systeme d’équation est méthode itérative

(a) la méthode de Gauss -Siedel
On a

uj+1)(k+1) 1

(k)
B T ]

Jj+1 Jj+1 J
[T(uiﬂ +uply) + g

3. Méthode Crank - Nicolson :
La méthode de Crank-Nicolson est un algorithme simple permet-
tant de résoudre des systemes d’équations aux dérivées partielles.
Cette méthode rermet d’évaluer les valeurs numériques de u(z, t)
par la moyenne a Uinstant (j), (7 + 1), c’est a dire :

Ju « *u, . 0%u
ot 2

os(i) + 5ot + 1)

On remplase les dérivées partielles par leurs approximations déja
établies pour avoir I’équation numérique suivante :

J+1 J J J J J+1 J+1 J
i U QUi — 2u gy i Uity —2u; Uy
At 2 Ax? Az?
_ alt )4 : .
Posons r = g5 ,0n trouve I’équation :

(1+ 2r)u{ =(1- 27‘)u§+1 — rufill + rujfll + u§+1 + ru{_l

i

Le schéma de cette méthode est :
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Ay

Ax Ax

i-1 i i+1

FIGURE 2.5 — le schéma numérique de Crank - Nicolson.

2.6 Reésolution un EDP hyperbolique

On a le probleme différentielle :

0%u o
o = o (2:3)

avec !

- les condition aux limites :
x u(x =0,t) = fi(t)
* u(x =xf,t) = fo(t)
- les condition initiale
x u(z,t =0)=g(x)
* Gi(e,t=0) = gs(z)

2.6.1 Les méthode de résolution

1. La méthode explicite
On fait I'évaluation des dérivées partielles a I'aide des différence
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finies d’ordre(2).
a linstant (7) :
Pu uwlth = 2wl 4l

o At2
0%u _ ugﬂ — 2! +ul_,
ox? Ax?

On remplace les deux équations dans (2.3), on obtient,

- . - . , ,
wT = 2ul 4l =1 (uZH — 2u + uf_l)

cat)?
Az

avec r = (
D’ou

gL g J J Jj-1
w ' =rulg + (2= 2r)u] Frul_ — )

Ceci le schémat explicite de ’équation EDP hyperbolique

a l'instant j =1 :

Le probléeme remarqué dans ce schéma est 1’évaluation de u qui
fait Papparaissant des termes (u)) .

Pour éliminer ce probléme, on fait 'aproximation de la dérivée de
la condition initiale & I'instant (j+1) et (7 —1) a l’aide de schéma
DF de 1°"¢ order centré

ou Tt — ! (2:)
a0~ o) AL 2%
Pour j =1, on a
u? — 9
z2At L= go(zy) = ug = uf — 2Atgo(x;)

et
2 _ 1 1 1 0
uy = rup + (2= 2r)u; +ru_g — u;

On fait remplacer 'aproximation de la condition initiale dans
I’équation précédente,on trouve :

up = rui g+ (2= 2r)u; 4+ ruj_ — ui — 2Atgo(x;)

donc

)

r T
uf = Suiy + (L= r)ul + Suiy — Atga(;)

Pour j > 0,on utilise le schéma explicite de ’'EDP hyperbolique



CHAPITRE 2. METHODE DIFFERENCES FINIES. 31

2. La méthode Grank-Nicolson ,
On fait 'évaluation de la dérivée ( %) a la moyenne entre l'ins-
tant (j + 1)et 'instant(j)
(j+1)>

1 0%u
2 0x2

(j+1))

J+1 J Jj—1 2 J J J J+1 J+1 J+1
= 2w tug o CF <Ui+1 — 2u; +u; 4 Wify —2u; + uil)

0*u ,0%u  Pu o2 (1 0*u

2 Yo T o " |2 922

()

0%u
)
o 9

= — —
ot? 2

0w C? [ 9%u
ox?

a laide des différence finies d’ordre(2) :

At? 2 Ax? Ax?

C2 A2

SA.z > on obtient

On pose r =
(1+ 2l =7 (ulyy +uly +of i) + (2 - 200 —ul ™!

Ceci le schéma de Grank-Nicolson de I'équation EDP hyperbo-
lique



Chapitre 3

Méthode volumes finis.

Les méthodes de volumes finis (VF) sont adaptées aux équations de
conservation et utilisées en mécanique des fluides depuis plusieurs dé-
cennies. Le principe consiste a découper le domaine €2 en des volumes de contréle,
on integre ensuite I’équation de conservation sur les volumes de controle,
on approche alors les flux sur les bords du volume de controle.

3.1 volumes finis pour les problemes de diffusion
stationnaires

3.1.1 Cas de la dimension 1

On considére le probléme suivant

—u'(z) = f(z) ,Vx€]0,1]

(3.1)
w(0) = wu(l) = 0

ou f € C([0,1]). Les conditions aux limites considérées ici sont dites
de type Dirichlet homogene (le terme homogene désigne les conditions
nulles).
On ne se donne plus des points mais des volumes de controle (k;),i =
1, N avec k; =];_12,Tis1/2[ , et on note h; = ;412 — T;_1/2 . Pour
chaque volume de contrdle k;, on se donne un point z; € k; =]z;_1 /25 Tit1/2 [.
On pourra consideérer par exemple (mais ce n’est pas le seul point pos-
sible) : @; = 1/2(%i41/2 + Ti—1/2)
On integre 'équation (3.1) sur K; :

/$i+1/2 _u//(x)dx _ /$i+1/2 f(x)dm

i—1/2 i—1/2
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et On pose f; = hi [i+1/2 f(x)dr on obtient :

Ti—1/2
—Ul(l’i+1/2) — Ul($i71/2> = hzfz; 1= 1, c. ,N (32)
Cette équation est un bilan de flux. La quantitéF; s2 = —u(Tiy1)2)

est le flux de diffusion en ;1 /9.Pour la premiere maille (i = 1), on
obtient plus particulierement :

—U,((I,’g/g) + U,(O) == hlfl (33)
et pour la derniere (i = N), :
—u'(1) + ' (zy_1/2) = hn fn (3.4)

On cherche donc a approcher les flux —u/(2;11/2) aux interfaces ;112
des mailles. Notons que 'opérateur a approcher est ici d’ordre 1, alors
qu’il était d’ordre 2 en différences finies pour la méme équation.

On se donne une inconnue par maille (ou volume de contrédle ¢ ), qu'on
note wi, et on espere approcher ainsi la valeur u(xi). On approche
u'(2;41/2) par le quotient différentiel

U($i+1/2) — u(z;)

hiy1/2

Le schéma numérique s’écrit donc :

_ui+1—ui+ui_ui—1:hifi 1=2,... N =1 (3.5)
hi—i—l/? hi—1/2

Pour la premiere et N — 2éme equations, on tient compte des condi-

tions aux limites de I’équation(3.1), et on u/(0) (resp. u/(1)) par %x/lz)

M), ce qui donne comme premiere et derniére équations du

resp.
( p hnti/2
schema numeérique :

Uy — U Uy

— + =h 3.6

h3 /2 hi /2 1h (3.6)

SN TN N b (3.7)
hn—1/ hyi1/2

3.2 Cas de la dimension2ou 3

On considére maintenant le probléeme de Laplace en dimension 2 ou
3, sur un ouvert borné Q de R? avec d = 2 ou 3, avec conditions aux
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limites de Dirichlet homogenes :

—Au(z) = f(x) : sur§l

(3.8)

u(z) = 0, surof)
ou f est une fonction de 2 sur R, et 02 désigne la frontiere de 2.
On suppose maintenant que 2 un ouvert polygonal de R?, et on se
donne un maillage I' de 2, c.a.dire, en gros, un découpage de €2 en
volumes de controle polygonaux K. En intégrant I’équation(3.1) sur

K, on obtient :
/ —Audx :/ fdx.
K K

Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation :

- Vu(x)ngdy(x) :/Kf(:v)d:v.

oK

ou dy(x) désigne 'intégrale par rapport a la mesure uni-dimensionnelle
sur le bord de 'ouvert €2, et oul ng désigne le vecteur normal unitaire a
0K extérieur a K. Comme K est polygonal, on peut décomposer 0K en
arétes o qui sont des segments de droite, et en appelant &x I'ensemble
des arétes de OK, on a donc :

— > | Vung,dy(z) = / f(z)dz
ocg, 9 K

ol ng , désigne le vecteur normal unitaire a o extérieur a K (noter que
ce vecteur est constant sur o).

On cherche donc maintenant a approcher la dérivée normale Vu.ng ,
de maniére consistante sur chaque aréte ¢ On se donne donc des incon-
nues discretes notées (ux)K € I', qui, on l'espere vont s’avérer étre des
approximations de u(xg) . Pour une aréte 0 = K|L séparant les vo-
lumes de contrdle K et L, il est tentant d’approcher la dérivée normale
Vu.ng, par le quotient différentiel

u(rr) — u(rk)

dk. 1,

ou dg,, est la distance entre les points xx et xr. Cependant, cette
approximation ne pourra étre justifiée que si la direction du vecteur
défini par les deux points zx et xy est la méme que celle de la normale
Ny, c.a.d. sile segment de droite xx xp, est orthogonal a 'aréte K|L.
Pour un maillage triangulaire & angles strictement inférieurs a m/2 ceci
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est facile a obtenir en choisissant les points xx comme intersection des
médiatrices du triangle K, voir Figure 3.1

dic L

FI1GURE 3.1 — Exemple de volumes de contréle pour la méthode des volumes
finis en deux dimensions d’espace

On se placera ici dans ce cas, et on verra plus loin d’autres possibilités.

on approche donc Vu.ng, par % et en notant |o| la longueur

de l'aréte o, on approche :

[, Vu(x)ngdy(z) par Fg, = |a|% , pour tout 0 € £k et pour
tout K € I’
Le schéma volumes finis s’écrit donc

Ea'EﬁKFK,o = ‘K‘fK (39)

ol |K| est la mesure de K, et fx = + [, f(z)dz, et ot les flux numé-
riques Fx, sont définis (en tenant compte des conditions limites pour
les arétes du bord) par :

—|o[*= si o= K|L
FK,O’ = u’ ) (310)
—lo[g& st 0 CON et o€k

ou di,, = distance entre zx et o
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3.3 Schéma volumes finis pour un probleme ellip-
tique en une dimension d’espace

On considere le probléme suivant

—u"(z) = f(x) ,]0,1]

(3.11)
w@0) = u(l) = 0

Définition 3.3.1. On appelle maillage volume finis de I'intervalle [0,
1] un ensemble de N mailles (k;)i—1 n telles que k; =|2;_1/2, Tip1/2[ »
avec Ty = 0< T3 < .. < Tj—1/2 < Tigr2 < oo < TN41/2 = 1 , et on
note h; = ;1172 — Ti—1/2. On se donne également N points (x;);=1 n
situés dans les mailles K;. On a donc
0= Ti2 < X1 < T3/2 <. < Ti—1/2 <z < Tit1/2 < ... < TN+1/2 = 1.
On notera hjii2 = @iy1 — o35 et h = max;—1 n hijy1/2 et pour des
questions de notations on posera également zo =0 et xyy 1 =1 .

3.3.1 Schéma volumes finis

On integre ’équation (3.1) sur K; , et on obtient :

—U(ir1/2) — W (@i1y2) = /K f(x)dz

i

On pose .
fi:hi/mf(x)dx

On introduit les variables discretes (u;);—1 n, une par maille qui de-
vraient etre de bonne approximations de u(x;).
On a le schéma suivante :

Fi+1/2 - F’i71/2 = hifi7 =1, N (3-12)

ou Fi /o appelé le flux numérique en ;4o devrait étre une bonne
approximation de —u/'(41/2).

Le principe de la méthode des volumes finis est d’arriver a écrire les
flux numériques en fonctions des variables discretes (u;).

On pose alors

Uiy — Uy .
E+1/2:—m 71217...,N

Uy Uun
F1/2 = _m FN+1/2 = _hN+1/2
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pour tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet homogenes
u(0) = u(1) = 0. On peut aussi écrire :

Uit+1 — Uy

Fipp=——2—— i=0,...,N+1 (3.13)
hit1y2
en posant
Ug = UN+1 = 0 (314)
On peut écrire le schéma sous forme matricielle
AU =) (3.15)
avec
1 -1 .
(AU); = +— |7 (uip1 — ug) + (w; —uia)|, bi=fi,i=1,...,N
hi | hitv1y2 hi—1/2

3.3.2 Analyse mathématique du schéma

proposition 3.3.1. [6/ Si f € C([0,1]) et la solution ezacte u €
C2([0,1]) alors le schéma wvolume finis (3.12) a une ungiue solution

Preuve : Si f; =0 ,le schéma peut s’écrire

— Lyl : 1=1,...,N
hiv1/2 hi—1y2

avec ug = uys1 = 0. En multipliant par u; et en sommant de i =
1,..., N on obtient :

N N
Uit1 — U Ui — Uj—1
I R e L
i=1 hi+1/2 i=1 hi71/2
En effectuant un changement d’indice sur la deuxieme somme, on ob-
tient :

N N-1
Ui+1 — Uy Ui+1 — Uy
=1 hi+1/2 i—1 hi+1/2

En regroupant les termes , on a donc

iV: (i1 — wi)? u? i ui —0
i=1 hi+1/2 hl/? hN+1/2

Ceci démontre 'unicité de (u;) et donc 'existence puisque le systéme
est carré d’ordre N. On rappelle qu'une matrice A est inversible ssi son
noyau est réduit au vecteur nul.
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Définition 3.3.2. (Erreur de consistance sur le flux)Soit u :
[0,1] — Rsolution du probléeme (3.11). On se donne une subdivi-

sion de [0, 1]. On appelle Fj 1/ = —u/ (254172 le flux exact en ;41/9

et Fj b2 = _%;ZW I’approximation du flux exact utilisée pour
. . Ui —U;

construire le flux numérique F 1/, = —ﬁ

On dit que le flux numérique est consistant d’ordre p s’il existe C' € R,
ne dépendant que de u telle que 'erreur de consistance sur le flux,
définie par : B )

Ri+1/2 = Fz‘+1/2 - Fi+1/2 (3-16)
vérifie

|Rit1/2| < ChP (3.17)
Preuve : utiliser des développements de Taylor.

Lemme 1. [6] (Consistance des flux) Soit u € C*([0,1]) solution
du probléeme (3.11).Le flux numérique Fii /o = —“;L%l_/:’ est consistant
d’ordre 1. Plus précisément il existe C ne dépendant que de u telle que

Uerreur de consistance sur le flux définie par (3.16) vérifie :

u(wi1) — u(;)

hiv1y2

< Ch (3.18)

|Rit1j2] = | — ' (|Tis1/2) +

Preuve : utiliser des développements de Taylor.

Définition 3.3.3. (Conservativité des flux).On dit que le schéma
volumes finis est conservatif si lorsque l'on considére une interface
Zit1—2 entre les 2 mailles K; et k; 1 le flux numérique entrant dans
une maille est égal a celui sortant de 'autre

C’est gréace a la conservativité et a la consistance des flux qu’on va
montrer la convergence du schéma volumes finis.

Théorém 3. [7] (Convergence du schéma volumes finis))Soit
u € C*([0,1]) solution du probléme (3.11) .On pose e; = u(w;) —
u,, 1 =1,....,N ete = eyy1 =0 .1 existe C > 0 ne dépendant
que de u telle que

1.
N (o )2
ZWSChQ (3.19)

=1

N
S e? < Ch (3.20)

i=1
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3.
max lei] < Ch (3.21)

(On rappelle que h = supi:L_,_?Nhi.)
Preuve :Ecrivons le schéma volumes finis :

Fioipp—Fiap=hifi

et I’équation exacte intégrée sur la maille K;
Fz‘+1/2 - Fi—1/2 = hif;

En les soustrayant on a :

Fi+1/2 — Fij1)2 — Fz‘—l/z +Fi12=0
En introduisant R; i/ = Fiﬂ/g — EH/Q on obtient :
Fi+1/2 — Fij12 — Fi—1/2 +Fi12=—Riy10+ Ri1)0

ce qui s’écrit encore, au vu de la définition de e;,

1 1
—hi(eiﬂ —ei)+
i+1/2

A (e —ei_1) = —Rip1y2 + Ri_1)2
i—1/2

On multiplie cette derniere égalité par e; et on somme de 1 a N :

N N
1 1

> ———(ei—e)ei+y (ei—ei-1) Z Riy1/0€ +ZR1 1/2€i
o hivye = hic1y2

ce qui s’écrit encore
N 1 N-1 1 N-1

- (eir1—ei)eit Y (Cit1—€i)eiy1 = Z Riy12€i+ ) Riv1po€in
o hitye 20 Nivy2 i=1 i=0

En réordonnant les termes, on obtient, en remarquant que ey = 0 et
EN+1 = 0:

ez
- ) Z Rz+1/2 Cir1 — ez)

l+1/2 =0

SMZ

Mais

N 2 2
Z (€z+1 th+1/2 <€z+1 €; >

i=0 hz+1/2 i=0 hz+1/2

De plus,R;11/2 < Ch (par le lemme 1). On a donc

% . (€i+1 - 2

i hz‘+1/2

Mz

eH-l ) ]
g
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et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

N o, N2 /N
elJrl ) < Ch <Z (€Z+1 el) ) (Z hi+1/2>
i=0

i=0 hz+1/2 i=0 hz’+1/2

1/2

Mz

1/2
Or(Zf\LO hiﬂ/g) / =1, on en déduit que :

ﬁ: (eiy1 —e)® < Ch (i (@i-i—l_ei)z)l/2

hit1/2 iz i

et donc v
Z ez—i—l - 61) < Ch

=0 Z+1/2
On a ainsi démontré (1).
pour(3)
i N
leil =1>_ej — el < D lej — ejl
j=1 J=0
Donc

j=0 hj+1/2

N (e — e;0)? 1/2 N 1/2
les| < | Y ~—L——— <D gy
J=0

d’ou (3), et (2) s’en déduit immédiatement.

Comparaison des méthodes

On remarque que les différences finies sont particulierement bien adap-
tées dans le cas de domaines rectangulaires ou parallélepipédiques, pour
lesquels on peut facilement définir des maillages structurés (cartésiens
dans le cas présent) c.a.d. dont on peut indexer les mailles par un ordre
(i,j) naturel.

Dans le cas de domaines plus complexes, on maille souvent a l'aide
de triangles (ou tétraedres) et dans ce cas la méthode des différences
finies ne se généralise pas facilement. On a alors recours soit aux vo-
lumes finis, dont on vient de donner le principe, que nous aborderons
ultérieurement.



application numérique

L’objectif de cet exemple est d’appliquer la méthode de différences
finies pour résoudre le probleme suivant :
0? 0?u
871'7; + a7 =0 avecx € [0,1], y € [0,1] (3.22)

avec les conditions limites de frontiére :

u(0,y) =u(l,y) =u(z,0) =0 wu(z,1)=4z(1 —z)

Nous utilisons 'approximation suivant de la dérivée par rapport () et
basant sur les différences centrées de u(z,y) :

Pu(x,y)  ulr+ Az,y) —2u(z,y) +u(z — Az, y)

p— .2
0x? Ax? (3:23)
Méme étape pour la dérivée par rapport (y) :
Pulr,y) _ ulx,y+ Ay) — 2u(x,y) +u(z,y — Ay) (3.24)

0y? Ay?
Pour programmer cette rnéthode, nous optons cette notation :

Ggu(az): I —2u) +u(z]_, ot 82u(y)_ wl T — 2ul + u(al !
0x? Ax? 0y? Ay?

(3.25)
Alors 'expresion finale de I’équation (3.22) avec la notion précédente
s’exprime sous la forme :
Pu  0u ; 1 ; ; 1 1

—t—=0=u = —— (u  Fu_ + T el avec 1 =

Ox2 ay i 2<1+T> ( i+1 i—1 i i )
Pour résoudre cette équation, on introduise le processuse itératif sui-
vant :

N
Ay?

] =

(k)
(it oy )

1
l?(l +7)

L’organigramme correspondant a résolution générale
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Expression de la solution par
chaque schéma des MDF

Valorisation de I'erreur

FIGURE 3.2 — L’organigramme de résolution

Donc on va programmer cette méthode itérative sous MatLab
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c1c
clear all
h=1,/3;
®0=0;
xf=1;
0=0;
yF-;
eps=0,01
x=0:h:xf;
w=0:h:
nx=xf /h+1;
ny=yT /h+1;
gx=0:ﬂx:l;
y=0:ny:1l;
r={dx,/dy)2;
npx=nx+1;
npy=ny+1;
u=zeros{npy,npx);
Err=1;
for i=l:npy
uli,1)=24=x{i)*{(1-x{i));
uli,npx)=0;
end
for i=1l:npx
u(l,ig=c05(2*x(i}};
uinpy,il=cos(2%x{1))*s1n{2);
end
for i=2:npy-1
for j=2:npx-1
uli,ji=1.0;
end
end
ui=u;
k=0
while(Err=eps)
k=k+1
for i=2:npy-1
for j=2:npx-1
g ud(i,jo=0.25%Cu(i-1,3)+u(i+1, §+u(d, J+10+u(i,J-12D;
en
end
Err=sqrt(sum{sum{ul-u).A2));
u=uo
end
Uexact=zeros (npx,npyJ);
for i=l:npx
for j=l:npy

. Uexact(i,j)=cos(2*x(i))+sin(2*y(i));
en

end

zak=Uexact '-u

mesh(x,y,u)

FI1GURE 3.3 — Programe de résolution en MatLab



Conclusion

Se trouve dans cet mémoire des méthodes numériques utilisant pour
la résolution des équations aux dérivées partielles si les méthodes ordi-
naires sa marches pas comme sa sefait dans les intégrations numériques.
Alors nous détaons trois méthodes pour se finomene (EDP).

La méthode de différences finies est la plus ancienne et peut étre la base
des méthodes numériques d’approximation des équations différentielles
ou des équations aux dérivées partielles, alors 'apprentissage d’une telle
méthode va permettre I’étudiant de comprendre la base mathématique
des méthodes numériques.

La méthode de volumes finis est parmi les méthodes les plus univer-
selles. D’un autre cotée, y’a beaucoup de groupes de recherche a travers
le monde qui travaillent dans cette méthode riche.

L’avantage de cette technique sur les différences finies est qu’elle s’adapte
facilement a des géométries complexes qui interviennent dans de nom-
breux problemes industriels. La difficulté essentielle réside dans 1’esti-
mation des flux aux frontieres de chaque volume de contrdle lors de la
mise en oeuvre de cette technique
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