NP A | ST -S| P PP S ST S
République Algerlenne Democrathue et Populaire

et S ) g ) e 313503
Ministere de I’Enseignement Superleur et de la Recherche
Scientifique

Centre Universitaire Salhi Ahmed- Naama
Institut des sciences et technologies
Département de Mathématiques et Informatique

(J

C.U.N

Bolaly ynuoaolall j< gl
CENTRE UNIVERSITAIRE DE NAAMA

Meémoire de fin d’études

En vue de ’obtention du diplome de Master
En : Mathématiques

Spécialité :Probabilités, Statistique et Application

Intitulé

Processus de Markov et propriétés

Présenté par :
GUETTAF Abdelkader

Soutenu : Juillet 2022
Devant le jury composé de :
Dr.MEKKI Slimane MCB C-Univ Naama Présédent

Dr.LATTI Fethi MCB C-Univ Naima Examinateur
Dr.BELAIDI Mohamed MCA C-Univ El-bayadh Encadreur

Année universitaire 2021/2022




Remerciements

Jaimerais en premier lieu remercier ALLAH qui m’a donné la volonté et le courage
pour achever ce travail
Je tiens a remercier tout d’abord & mon encadreur : Dr. Blaidi Mohamed qui m’a
proposé le sujet
Je le remercie pour son aide, sa patience, son soutien, ses conseils et pour tout
Pattention qu'il a portée a ce travail

Je tiens a remercier aussi les membres de jury : Dr. MEKKI Slimane et Dr. LATTI Fethi
d’avoir accepté évaluation de ce travail

J'adresse un grand merci a toute ma famille qui a toujours été présente lorsque j'enai eu besoin,

en particulier & mon pére, ma mére

Enfin, je remercie toutes les personnes qui ont participé de pres ou de loin a la réalisation de

ce travail.




Abréviations et Notations

EDS :

Equations différentielles stochastiques.

un ensemble.

une tribu de parties de ).

une mesure de probabilité sur (€2, F).

Un espace des temps.

Un espace des états.

Présque stirement pour la mesure de probabilité P.
Présque slirement.

variable aléatoire réel.

Espace des fonction intégrable.

Espace carré de variables aléatoires définies sur {2.
Mouvement Brownien.

min(t, 7).
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Introduction

La théorie des processus aléatoires concerne I’étude mathématique de phénomenes
physiques, biologiques ou economiques évoluant dans le temps, et dont 1’évolution est de

caractere aléatoire, c’est-a-dire non prévisible avec certitude.

Les processus de Markov sont largement utilisés dans 1’ingénierie, la science et la
modélisation, la prédiction des plusieurs domaines tels que la médecine météo, physique,biologic,
commerciale etc, les processus de Markov portent le nom de leur découvreur, Andrei
Markov, 1906.

En mathématiques, un processus de Markov est un processus stochastique possédant la
propriété de Markov, qui nécessite des études dans des domaines aléatoires, qui sont
exprimé par des variables aléatoires X;,¢ € I, ou ’ensemble des indices I peut-étre
IN¢, Z R?, un ensemble fini, etc.

Pour le cas des indices unidimmensionels / = IN(Z) et I = R on utilise aussi le nom pro-
cessus stochastiques (a temps discret. respectivement continu). Un domaine trés vaste qui
englobe de nombreuses situations en théorie des processus de Mrkov, la construction d’un
processus. Notre étude consiste a donner une vue générale qui permette de synthétiser des

différentes situations par des définitions, proprietés et des théoremes.
Ce mémoire est structuré en quatres chapitres.

Le premier chapitre traite des concepts de base de calcule stochastiques pour voir
quelques notions, et difinitions des filtrations, processus stochastiques, mouvement brown-

ien, martingales, et la formule d’Itd.

Dans le deuxieme chapitre nous avons présenté les notions de base de processus de
Markov, ainsi chaines de Markov a temps discret et processus de Markov continus et ces

propriétés.

La troisieme partie de ce travail détermine les solutions d’équations différentielles
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stochastiques par les processus de Markov.

La quatrieme chapitre comporte les parties suivantes : les simulations du marche
aléatoire, mouvement brownien standart et arithmétique et mouvement brownien géométrique

que présenté un solution d’équations différentielles stochastiques.



CHAPITRE 1

Généralités sur le calcul stochastiques

Ce chapitre présente la notion générale de calcul stochastique. On décrit d’abord les pro-
cessus stochastiques, leurs définitions , mouvement Brownien et la notion des martingales

et la formule d’It6 .

Dans le chapitre, on considerera un espace probabilisé (€2, F, P), espece mesurable
(E,€) etun ensemble T'de R, .

1.1 Filtration

Définition 1.1.1 Une filtration (F;)i<r de (2, F) est une famille croissante de sous-
tribus de F, pour s <t
Fs CF CF,

la filtration canonique de processus X; est donner par :
FX=0(X,,0<s<), teT,

c’est la plus petite o-algebre par rapport laquelle X est mesurable pour tous 0 < s < t.

L’espace (0, F, (Fi)er, P) est appelé espace probabilisé filtré.

Remarque 1 La filtration est dite :
1. Continue droite si F; = Ny Fs.

2. Satisfait les conditions habituelles si elle est continue droite et si J contient tous

les ensembles P-négligeables de F .
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Définition 1.1.2 Une variable aléatoire T : €2 — R est un temps d’arrét par rapport a
F sipourtoutt > 0 {T <t} € F;

En d’autres termes, I’ensemble des w € () tels que 7T'(w) < ¢ est un ensemble F;-

mesurable.

1.2 Processus stochastiques

Un processus stochastique est un modele mathématique qui permet de décrire le com-
portement, a tout moment aprés linstant initial (par exemple ¢, = 0), d’un phénomene

aléatoire. Nous précisons cette notion dans la définition suivante :

Définition 1.2.1 Un processus stochastique (ou fonction aléatoire) est une famille de
variables aléatoires X = (X;)ier définies sur un méme espace de probabilité (0, F,P), a
des valeurs dans I’espace mesurable (E, £) et est indexé par un paramétre t appartenant

al’ensemble T :
X:TxQ—=FE

(t,w) — Xy (w)
Remarque 2 (i) T' = N le processus est temps discret,

(ii) T = [0, a] tel que a > 0 le processus est a temps continue.

Un processus dépend de deux parametres : X;(w) dépend de ¢ (en général le temps) et de

I’aléatoire w € € :

ePour ¢ € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur 1’espace de proba-
bilité (Q, F, P);

ePour w € Q fixé ,t € T — X;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée tra-
jectoire du processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires

mesurables, continues, dérivables ou encore plus régulieres.

Définition 1.2.2 Le processus (X,)er est dit adapté a la filtration X = (F;)er si pour
toutt € T, X, est F;-mesurable.

Définition 1.2.3 Un processus X = (X)ier est dit a accroissements indépendants si
pour tous

1 <...<tpdansT lesva. X, — Xy, ..., Xy, — X, | sont mutuellement indépendantes.

Définition 1.2.4 Un processus X = (X;)ier est a accroissements stationnaires si la loi
de Xy.y — Xy ne dépend pas de 6, pour toust,0 € T'tq. 0 +t e T.
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1.2.1 Processus croissant

Définition 1.2.5 Un processus A = (A;,t > 0) est un processus croissant si Ay = 0 et

t — Ay est une fonction croissante, c’est-a-dire
A(w) € Ay(w),VE < s, p.s.

Sauf mention du contraire, les processus croissants sont pris continus a droite.

Un processus V' = (V;,t > 0) est dit a variation bornée sur [0, 7] si
ti

n—1
Supz ’V;fiﬂ - ‘/tz’ < K?
=1

le supétant pris sur les subdivisions 0 < to < ... <t; < t;11 < t.

Un processus V' = (V;,t > 0) est dit a variation finie sur [0, 7] si

n—1
Supz ’Wi+1 - ‘/;51 < o9,
b=

le supétant pris sur les subdivisions 0 < ¢t < ... < t; < t;41 < t. Un processus
V = (V;,t > 0) est dit a variation finie s’il est a variation finie sur [0, 7’| pour tout ¢. Il est

alors la différence de deux processus croissants (et réciproquement)

1.2.2 Processus Gaussiens

Définition 1.2.6 Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X;,t >

0) est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si

n
Vn,Vt;, 1 <1 < n,Va;, E a; X, est une v.a.r.gaussienne.
i=1
Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa covariance. Un espace
gaussien est un sous-espace (vecteur fermé) de L?() formé par v.a.r. gaussien centré.
L’espace gaussien généré par le processus gaussien est L2(€2) produit par v.a.r. est centré
(X: — E(Xy),t > 0), soit le sous-espace est formé par une combinaison linéaire de ces

variables centrales et de leurs limites moyennes quadratique.

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 Un processus B = (0, F, (Fi)i>0, (Bt)i>0,P) a valeurs réelles est ap-

pelé mouvement brownien si :

10
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(i) By =0, P—p.s.
(ii) V 0 < s < t, la variable aléatoire By — B, est indépendante de F.
(iii) V 0 < s < ¢, B; — B estde loi N(0,t — s).

Autrement dit, le processus B part de 0, ses accroissements sont indépendants du
passé et sont de loi normale centrée et de variance égale a la longueur de ’intervalle de

temps.

Définition 1.3.2 Lorsque (F;)i>o est la filtration naturelle de (By)i>o, on dit que B est

un mouvement brownien naturel.

De plus, on appelle B un F;-mouvement brownien si B € L°(F;) et pour tout
0 < s <t <T,lavariable B, est indépendante de la tribu du passé avant s,
soit o( By, u < s).

Définition 1.3.3 Soit B un mouvement Bownien, b et o deux constantes. Le processus

1
X; = Xpexp { (b - 502) t+ aBt}

est appellé Brownien géométrique. Ce processus est aussi appellé processus "log-normal".

En effet, dans ce cas

1
In X, = {b— éaz}t—i-aBt—i—lnx

et la variable qui est a droite suit une loi normale.

1.4 Martingales

Pour 7' = R ou IN on considere (£2, (F;):er, P) un espace de probabilité filtré.

Définition 1.4.1 Une famille M;,t € T, est une martingale si M; € L', (M,) est adapté
et
E(M|Fs) = Mg, pour tout 0 < s <t.

1.4.1 Martingale locale

Définition 1.4.2 Un processus adapté continu M = (M;);>o tel que My = 0 est une
martingale locale (continue) si il existe une suite croissante (1,,)nen, de temps d’arrét

tendant vers oo et, pour tout n, le processus arrété M soit une martingale. On dit que

(T,,) réduit M.

Si M est un processus adapté non nul en 0, on dit que c’est une martingale locale si
M; — M, Iest.

11



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LE CALCUL STOCHASTIQUES

Plus généralement, lorsque M, # 0, on dit que M est une martingale locale si M; =

My + Ny, ou le processus N est une martingale locale issue de 0.

On sait que si (X', ..., X™) est un (F;)-mouvement brownien 2 valeurs dans R",
alors (X', X7), = 1y_;t. Le théoréme suivant, dd a P. Lévy, dit que la réciproque est
également vraie, ce qui fournit une caractérisation importante et simple du mouvement

brownien.

Théoréme 1.4.1 (Lévy). Soient M*, ..., M™ des martingales locales continues nulles en
0 telles que
(M', M7y, = Lypt, 1<i,j<n,t>0.

Alors (M, ..., M™) est un (F;)-mouvement brownien a valeurs dans R™.

En particulier, si M est une martingale locale continue nulle en 0 telle que (M), =t

pour tout t > 0, alors M est un (F;)-mouvement brownien.

Le théoreme suivant (de Dambis-Dubins-Schwarz) nous dit que toute martingale

locale continue peut s’écrire comme mouvement brownien "changé de temps".

Théoreme 1.4.2 (Dambis-Dubins-Schwarz). Soit M une martingale locale continue telle
que My = 0.

11 existe alors un mouvement brownien B tel que My = By, .

Les inégalités suivantes relient une martingale locale continue avec sa variation

quadratique. Pour tout processus X, on note X;" = sup |Xj|.
s€[0,t]

Théoreme 1.4.3 (Burkholder-Davis-Gundy). Soit p > 0 un réel. Il existe des constantes

0 < ¢, < C, < oo telles que pour toute martingale locale continue M nulle en 0,

]

810\”@

E[(M)&] < E[(MZ)"] < C,E[(M)

Par conséquent, pour tout temps d’arrét T’ et toute martingale locale continue M nulle

en (),
].

Démonstration Soit p > 0 et soit M/ une martingale locale continue nulle en 0. D’ aprés le

N ol

| <E[(M7)"] < GE[(M)

rors

pE[(M)

théoreme de Dambis-Dubins-Schwarz (théoréme|[1.4.2)), il existe un mouvement brownien
B tel que M; = By, De plus,B est un (Gr)-mouvement brownien pour une nouvelle
filtration (G,) qui est continue a droite et compléte, et pour tout ¢, (M), est un (G7)-temps
d’arrét (car pour tout 7 > 0, {(M); < T} = {Tr > t} € Fr. = Gr). O

1.4.2 Semimartingales

On se fixe (Q, F, (Ft)ier, P) espace de probabilité filtré.

12
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Définition 1.4.3 On appelle semimartingale (continue) un processus adapté X, s’écrivant
Xt - X() + Mt + V;t

ou M est une martingale locale et V' un processus a variation finie, nuls en 0, continus

adaptés.

Théoreme 1.4.4 Soit X une semimartingale continue. Il existe une unique semimartin-

gale continue Z telle que

t
7, = o +/ Z.dX,. (1.1)
0

Cette unique solution est Z = £(X), ou

E£(X), = exp (Xt - %(X)t) | (12)

On se met dans un espace de probabilité filtré (2, F, (F;),P) dont la filtration est

continue a droite et complete.

Théoréme 1.4.5 (Girsanov). Soit (L;,t > 0) une martingale locale continue telle que
Ly = 0 et que E(E(L)s) = 1. Supposons que Q est une mesure de probabilité sur
(Q, Fuo) telle que Q = E(L), ® P. Alors pour toute P-martingale locale continue M, le
processus

M — (M, L) est une Q-martingale locale continue.

1.5 La formule d’Ito

La formule d’Itd est I’outil de base du calcul stochastique, qui montre que la fonction
de type C? de p semi-martingales continues est toujours une semi-martingale continue, et

exprime explicitement la décomposition de cette semi-martingale.

Théoréme 1.5.1 (formule d’Ité) Cas multidimensionnel : Soient X', ..., X" des semi-

martingales continues, et soit F : RY — R une fonction de classe C*. Alors

F(X,) = F(X,) +Z / (X dX! + Z / axzaxa )A(X, XY,

on Xy = (X}, ..., XN), vt > 0.

Démonstration Dans le cas ou N est quelconque, la formule de Taylor donne
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N
1 k,l
+3 D ai(XE, — Xp)(X, - X))
kl=1

avec

0*F ol O*F
inff ———(X)<g" < sup ———
x€ln; axkaxl( ) - gn’z - me[}i 8J]k8$l( >’
ou I,; = [X5, Xh ] x ... x [XX, XY | (bien sir, il faut remplacer [ X}, Xk | par
i ey ap, ] 2% £ : p tprar, ) P
[th%ﬂ,Xt’%] si XE, > Xt’%+ _)- On utilise le méme argument pour conclure. O

Démonstration de théoreme Soit £(X) le processus défini dans (I.2)). Par la for-

mule d’Itd
1 1

Comme (X ) = e*°, on voit que £(X) est une solution de (T.T). Pour montrer I’ unicité,
on pose Y; = exp(—X;+3(X)). Par la formule d’Itd, Y est une semimartingale continue

telle que

1 1
dY; = =YidX, + SYid(X), + SYid(X), = —YidX, + Yid(X),.

D’autre part, soit Z une semimartingale continue vérifiant (I.1]), alors par la formule d’in-

tégration par parties (qui est en fait un cas spécial de la formule d’1td),

Ad(Y,2Z,) = YidZ, + ZdY, + d(Y, Z),
= }/tthXt - ZthXt + Zt}/td<X>t - }/;th<X>t = O

Donc Y, Z, = Yy Z, = 1, autrement dit, 7, = Yit =E(X);. O

14



CHAPITRE 2

Processus de Markov

2.1 Généralités

Les processus de Markov sont des processus stochastiques intéressants pour simuler de
nombreux phénomenes de notre vie quotidienne et sont donc un outil simple pour simuler
des systemes d’espace d’états discrets ou la probabilité de tout comportement futur, qui
est actuellement connu, ne peut étre déterminée par tout ce qui concerne le passé dépend

uniquement sur t (et non sur les instants s et t+s)

Définition 2.1.1 Un processus (X;)i>o est markovienne, si

Pty = 2pa/[Xey = 1] 00X, = 2]) = P([Xe 0 = 200 /[X = 21])

2. ¥V s,t, et pourtous x,y € E, P([Xi1s = y|/[Xs = x]) ne dépend que de t (et non

des instants s et t + s).

Notation 1 Nous posons P, , = P([Xi1s = y]/[Xs = z]) = P([X: = y]/[Xo = z]) et
P(t) = (Pay(t))eyek-

Nous posons aussi 7(t) = Px, (vecteur ligne de composantes
() = P([X¢ = ).

Propriété 2.1.1

1. P(t) est une matrice stochastique, i.e P, ,(t) > 0 et Z Poy(t) =1V a
Yy

15
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2. VsetVt, P(s+t)=P(s)P(t).
3. VsetVt, 7(s+1t)=m(s)P(t).

Preuve 2.1.1

1. P, ,(t) € [0,1] car c’est une probabilité. En plus de la ligne x correspondant a la loi
P)[()fozm] etona:
prvy(t) = ZP[XOZZ]([Xt =y]) =1
Y Yy
2. Pour calculer P, ,(t + 5) = PXo==l([X,, . = y]), on va utiliser la différence il indique

qu’il peut étre occupé a le temps t :

_ P([Xo =] N [Xigs = 9))
P([Xo = =J)

PO (Xey = )

d’aprés la définition[2.1.1} on a
Poy(t+s) 27333 ~
zeE

qui est le coefficient (x,y) de la matrice produit P(t) x P(s).

3.my(t+5) =P([Xprs =y)) = > _P([Xise = y)/[X, = 2]) P([X, = 2])

zelR

,(t+s) ZP

zel

c’est-a-dire

Suivant la nature de 1’espace des états et I’espace du temps, les processus de Markov se

divisent en quatre catégories comme indiqué dans le tableau en-bas :

16



CHAPITRE 2. PROCESSUS DE MARKOV

Espace des états
Espace de temps — -
Discret Continu
Discret Chaine de Markov discrete | Processus de Markov discret
Continu Chaine de Markov continue | Processus de Markov continu

TABLE 2.1 — Les catégories du processus de Markov

2.2 Chaines de Markov a temps discret

Définition 2.2.1 on appelle chaine de Markov a temps discret un processus stochastique
a espace d’état discret et a temps discret et qui vérifier la propriété d’absence de mémoire
c-a-d :Un processus stochastique { X, }nen @ valeurs dans I’espace mesurable (E, E) est

markovien si et seulement s’il vérifie la propriété de Markov
P(Xn-‘rl = ]|Xn = iaXn—l = ZAn—l; ceey XO = ZO) = P(Xn—i-l = ]|Xn — Z)

pour tout n € IN, pour tout état j et pour toute suite d’états i, ..., 7,_1,¢ pour lesquels
la probabilité conditionnelle a un sens . On peut alors définir la probabilité de transition

d’un état ¢ vert un état j , par P;;
Pij — P(Xn = j|Xn1 = 1), Vn € N

La matrice de transition P — [P;;]; jer est une matrice carrée d’ordre fini ou infini.

2.2.1 Matrice de transition et graphe d’une chaine de Markov

Définition 2.2.2 on appelle matrice de transition, la matrice P = (P; ;)ijcr

Pio ,J0 Pio WJ1 Pio 2J2

p— Pi17j0 Pihjl /Pimé

la matrice de transition P de la chaine discret (X,,) est une matrice carrée, constituée

par les probabilités de transition . elle vérifie les propriétés : pour tout couple (7, j) de E :
0<Py; <1

pour tout ¢z € E ona
> Pii=1

JEE
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CHAPITRE 2. PROCESSUS DE MARKOV

Lien avec les graphes.

La matrice de transition d’une chaine de Markov houmogéne finie peut étre associée a un

graphe dont les sommets sont les états. Deux états 7 et j sont reliés par un arc

: Pl J)
@

Exemple 1 On dispose de statistiques, de tableaux de chires, indiquant qu’il fait beau 50

facon naive de prédire le temps est la suivante
P(beau) = P(mauvais) = 0.5

La justification est la loi des grands nombres : I’hypothése de base est que le climat du
lendemain est indépendant du climat des autres jours. Malheureusement, on constate en
examinant les chiffres qu’il y a 3 fois plus de chances que le climat du lendemain reste le
méme que celui d’aujourd’hui (plutot qu’il ne change). On représente ce modéle par le

diagramme

0.25

0.25
FIGURE 2.1 — Représentation des transitions pour le temps qu’il fait d’un jour au suivant.

ou encore par la matrice

0.75 0.25
0.25 0.75

2.2.2 Classification des états

On dit qu’un état j est accessible de I’état ¢ s’il existe un n > 0 tel que PZ-(;-@) > (. Cela
veut dire que si on est dans I’état 7, la probabilité d’atteindre j éventuellement n’est pas

nulle. Notez que : est toujours accessible de <.
Deux états ¢ et j communiquent si chacun est accessible de I’autre. On note cela i < J.

La communication est une relation d’équivalence : c’est réflexif et symétrique, et aussi

transitif.

Les classes d’équivalence forment une partition de I’espace d’états F.

On les appelle les classes de communication.
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CHAPITRE 2. PROCESSUS DE MARKOV

La chaine est irreductible si tous les états communiquent (une seule classe d’équivalence).

On peut représenter une chaine de Markov a espace d’états discret par un graphe orienté.
Les états sont les sommets, les transitions de probabilité positive sont les arcs, et on peut

aller de 7 a j en n étapes s’il y a un chemin de ¢ a j de longueur n.

Exemple 2
1/2 1/2 0
P=1|1/2 1/4 1/4
0 1/3 2/3
1/2 1/4 2/3

FIGURE 2.2 — Représentation de chaine irréductible.

Ici, tous les états communiquent. La chaine est irréductible.

Exemple 3
1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 0 1

1/4

FIGURE 2.3 — Représentation du classes de chaine .

Ici, on a trois classes : {0, 1}, {2}, et {3}. L’état 2 est transitoire et I’état 3 est absorbant.
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CHAPITRE 2. PROCESSUS DE MARKOV

Définition 2.2.3 Pour chaque état i, soit f; la probabilité que si on part de i, on va y
revenir ultérieurement. L’état i est dit récurrent si f; = 1 (on est certain d’y revenir) et

transitoire si f; < 1.

2.2.3 Distribution stationnaire

Définition 2.2.4 Une distribution (vecteur stochastique) ™ = (mgy, 71, ..., T,) est dite sta-
tionnaire par rapport a la matrice stochastique P si et seulement si elle est constante
dans le temps i.e.

T=7P 2.1

Cette condition s’écrit de maniere équivalente (P — Id) = 0. Elle traduit le fait que si la
chaine de Markov est initilisée avec la distribution 7(0) = 7, alors le vecteur stochastique

7(t) est constant pour t = 0, 1,2, ....

Exemple 4 Soit la matrice stochastique

12 0 1/2
P=] 1 0 0
1/4 1/4 1/2

Le calcul se fait en résolvant le systeme lineaire (2.1)). Les équations linéaires de ce sys-
teéme ne sont pas linéairement indépendantes car en les additionnant membre a membre,
on obtient I’identité triviale 1 = 1. Il faut donc compléter ces équations par la condition

o + ™1 + ... + m, = 1, ce qui donne sur I’exemple {4

1 1
57T0+7T1+27T2 = To
1 —
a2 =TT
1 1 _
5T + 5T = T2

7T0+7Tl+7'('2 =

Les calculs donnent 7 = (4/9,1/9,4/9).

2.3 Processus de Markov continus

2.3.1 Régime transitoire

Contrairement a ce qui se passe avec les chaines de Markov a temps discret, nous
n’avons pas ici un historique complet du processus : nous I’observons a un moment donné,
nous pouvons en choisir autant que nous voulons, et en attribuer autant que nous voulons,
mais la notion « d’unité de temps » n’a plus de sens ici, et la matrice P = P(1) ne permet

pas de déterminer P(t) pour tout ¢.
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CHAPITRE 2. PROCESSUS DE MARKOV

L idée est alors de considérer P(h) lorsque h — 0.
Gracea P(t +h) = P(t)P(h) = P(h)P(t)eta P(0) = I,ona:
P(t+h) - P(t)

= P(t P(h
/ (== = p(h)
., . .. . ) (h) =1 p
Sous réserve d’existence des limites, si on pose A = }ILIII(I) — = P (h),onaalors :
*)
P'(t) = P(t)A = AP(t) et P(0) = I.

Cette équation différentielle matricielle admet 1’unique solution :

“+o00

tn
P(t) = GtA = E —'An
n:
n=0

/

On détermine donc A a partir de la famille (P(t)),,, (A = P (0)), mais a son tour,
seule la connaissance de A permet de trouver tous les P(t) (P(t) = ') . La matrice A
est appelée le générateur infinitésimal du processus.

On pose A = (ayy)syecp- Alnsi, a,, = }Lmé%
—

oSix#£Yy, a,, > 0et P, (h) = az,h+ 0(h).
oSix=y, a,, < 0etP,,(h) =1+ a,,h+0(h).

On aici, pour tout v € F, Z a;, = 0 (la somme sur chaque ligne de A vaut 0).
zeE

Propriété 2.3.1 Pour tout état © € E, le temps passé dans x avant de le quitter suit une
distribution exponentielle £(\;) avec Ay, = —a, . = Zax,y.
y#z

Preuve 2.3.1 Si T, désigne ici le temps passé en x avant de le quitter, on a :
P([T, >t+h])=P([T, >t+ h]/[T, > t])P([T, > t]).

On a dans le temps d’aprés I’homogénéité :
P ([T, > t+h]/[T, > t]) = P ([T, > h).
Ainsi, si on pose G.(t) = P ([T, > t|), on obtient :

Go(t+ h) = G4(t)G(h) avec Gy(h) = Py (k) + o(h) =1+ ay zh + o(h).
donc
w =G, (t)(az. + 0—}?)) et, en faisant h — 0, il vient :

G (t) = app x Go(t) avec G,(0) =1,
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CHAPITRE 2. PROCESSUS DE MARKOV

soit Gy(t) = ™™ et P([T, <1]) = 1 — e, O

L’évolution d’un processus de Markov en temps continu peut &tre vue comme la

répétition de deux étapes :

une étape (distribution exponentielle) est maintenue pendant un certain temps ;
quand on quitte cet état, on choisit I’état qu’on quitte, cette destination ne dépend pas du
le temps passé dans cet état ne dépend pas non plus de notre cheminement vers cet état.

On notera la probabilité que P, , quitte I’état x et entre dans I’état y.

Gy
Propriété 2.3.2 : Pour tout (x,y) € E* tel que x # y, Pry = —2 ., (€t prr = 0).

DY

zF#x

Preuve 2.3.2 Ona, si A\, = —a,, = Z Qg 2
zF#x

P([Xein # 2]/[Xe = 2]) = Ach + o(h).
et, poury # z :

P([Xipn = yl/[Xi = 2]) = azyh + o(h) = PyyAch + o(h).

., . y . a/ )
d’aprés la définition de P, ,. C’est donc bien que P, ,, = ; L = Z g,z O

x zF#x

2.3.2 Régime permanent

Rappelle que, si 7(t) est la loi de X, c’est-a-dire 7(t) = (7, (t)).cr telle que
(1) = P([X; = x]),ona:

7(t) = 7(0)P(t).
On a alors 7(t) = 7(0), V ¢t > 0 et en dérivant I’équation précédente, on obtient :
7(0)P'(t) = 7#(0)P(t)A = 7(t)A = 7(0)A = 0.

Si (X;) converge en loi et si 7(c0) = lim 7(t), alors 7 est distribution stationnaire du

t—4o00
processus.
Ona (7A), = E Tplyy = g Tyly gy AVEC Ay, = — E ay,, ainsi :
el TH#Y TH£Y
7 A = 0 équivaut a g Tyl y = E Tyly o
THY £y

Cette relation transforme 1’équilibre du flux en y (Z Tx aw> en régime permanent

TFY
et sortie y (Z ﬁyay,x) .

TFY
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2.4 propriété de Markov

Définition 2.4.1 Soit E un espace d’états discret. Une matrice P = (P(x,y)),ycp est

une matrice de transition sur E (on dit aussi markovienne ou stochastique) si

P(z,y) >0, ZP(x,y) =1

yekE

Une suite de v.a (X,,)n>0 est une chaine de Markov sur E de matrice P et de loi initiale

7o si, pour tous n dans N et X ..., X, dans E, on a
]P(XO = To, - - ,Xn, = .I'n) = 71'0(1‘0)P($0, ZL‘l)P(fEl,l‘Q) c. P(xn,l, l’n)
Par récurrence, (X,,)n>0 est une chaine de Markov sur E de matrice P si et seulement

P(Xo =20, , Xpn,=Zn, Xpn11 =y) = P(Xo = z0,..., Xp,= T,) P(zp, y).

La Définition [2.4.1] équivaut a la Propriété de Markov suivante, qui indique I’indépen-

dance du passe et du futur d’une chaine de Markov sachant son état présent.

Théoréme 2.4.1 (Proprieté de Markov) Soit (X,,),>0 une chaine de Markov de matrice
P.
Pourn>0etBe F,etx € FetAc Fona

P(B, X, =z,0,A) =P(B, X,, = x)P.(A).
Ceci donne les formulations conditionnelles
P(B,0,A|X, =z) =P(B|X, =2)P(A), P(0,A|B, X,, = )P,(A).

La chaine translatée (Xy)r>0 = (Xnik)k>0 est une chaine de Markov de matrice P et de
loi initiale 71, = L(X,,) et conditionnellement a X,, = x c’est une chaine de Markov de

matrice P issue de x et indépendante de F,, C’est a dire de (X, ... X,).

Démonstration : La théorie de la mesure permet de se limiter a considérer A dans U Fi.
k>0
On peut alors écrire :
A={(Xo,...,Xy) € E}, B={(Xo,...,X,) € F}

La définition donne :

P(B,X,=x)= Y molxo)P(xo,21)... P(xn_1,),

(00 sTn—1,2)eF

P(A)= > Pla,z1)P(x1,2) ... P(te_1a,),
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P(B, X, = x,0,4) = > molwo)Plag, 1) ... Plag, x)

(20se-sn—1,T)cF
(T, Tnt1,Tnik)eE

XP(.I" I‘n+1) e P(I}H,kfl, xn+k)7
et un changement d indices évident donne la formule, qui exprime que (X,..., X,) et
(Xp+x)k>0 sont independants sachant X,, = x. En partuculier

P(X,zo, .- Xpik = Thy Xnaks1 = y) = P(Xpxo, - ., Xk = 2x) P(ag, y)

et (X,+x)k>0 est une chaine de Markov de matrice P issue de 7,

Ainsi, conditionnellement a X,, = =z, le futur de la chaine apres n est donnée par
une régénéralion depuis = indépendante du passé avant n. Passé et futur sont ici pris au
sens large : B et 6, A peuvent conenir des informations sur x,, dépassées par le fait que
X, ==

Tout ceci est illustré dans la figure 2.4 pour T = n O
Indépendants ™ 2
X, cond.d Xy = x Markov dﬂ matrice Pl
/’j T~ V
& Or(Xidizo = (Xrakdiz0
(Xgsiinis Xr) 7 h
I r
o\ r
f.’-\ / \ I '\\
Xr=x - o A Foo !
/ o ~ I 1 !
4 ! v "*\ I N ’i'
% s s %\ i
\v,’ 1 \i
0 l T k

—

Futuraprés T |——

o Passé avant T }—

FIGURE 2.4 — Propriété de Markov forte. Les états successifs de la chaine (X, x)r>0 sont
représentés par les e et sont interpolés linéairement, et 7' est un temps d’arrét

Ces formules sont compactes, ont des interprétations riches, et s’étendent facilement,

par exemple pour f et g positives ou bornées on a

E(f(X(), e ,anl, Xn)g<Xn, Xn+1, Xn+2, .. )|Xn = :c)
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=E(f(Xo,..., Xn-1,2)|Xs = 2)E,(g(z, X1, X2, ...)). (2.2)

Nous allons les étendre en remplacant n € IN par un certain type d’instant aléatoire.

2.5 Temps d’arrét et Propriété de Markov forte

Un temps d’arrér est un instant aleatoire que / on peut voir arriver en temps réel en
observant la chaine, et donc ou I’on pourrait prendre une décision (telle que de S’arréter

de jouer) sans connaitre le futur.

La notion de temps d’arrét intervient de fagon essentielle dans I’étude des processus
stochastiques. Nous donnons ici les principaux résultats les concernant, du moins pour les

temps d’arrét a valeurs entieres. Donnons en une définition precise

Définition 2.5.1 (Temps d’arrét et son passé) Une v.a.T a valeurs dans IN U {oo} est un

temps d’arrét si [’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

{T'=n} e F, Vnel;
{T'<n}eF, VYnel;
{T >n}eF, Vnel,

La tribu des événements du passé d’un temps d’arrét [’ est définie par

Fr={Be€Fs:BN{T =n} e F, ¥n>0}
Fr={BeF.:BN{T' <n}eF, ¥Vn>0}

L’équivalence des définitions utilisant {T" = n} avec celles utilisant 7' < n découle

aisément de

{T<ny= U {T=k{T=n}={T <n}—{T<n-1},

0<k<n

et la définition de temps d’arrét utilisant {7" < n} est bien équivalente a celle utilisant son

complementaire {7 > n} = Q — {T" < n}.

Sur {T" = n} on pose Xy = X, et Oy = 0, etsur {T' < oo} ona
O0r(Xn)nz0 = (X140 )n>0
A={(Xo,X1,...) € B} = 0pA={(Xr, X141,...) € E}.
Donc
Xr:w e {T < oo} = Xr(w) = Xre(w).

et pour tout B € Fr on peut déterminer si cet w est dans B uniquement en considérant
Xow), ..., Xr(w).
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Exemple 5 Si T est un temps déterministe, C’est a dire si
dne NU{oo}, P{T =n} =1
, alors T’ est un temps d’arrét, et Fpr = F,.

Nous donnerons d’autres exemples, non triviaux, de temps d’arét aprés le théoreme
fondamental suivant, illustré dans la figure Al signifie que les enoncés du théoreme
[2.4.T] et de ses corollaires, tele (2.2) Sont encore vrais remplacont n par un temps d’arrét

T, conditionnellement a {7" < oo}.

Théoreme 2.5.1 (Propriété de Markov forte) Soit (X,,),>¢ une chaine de Markov de
matrice P. Pour tout temps d’arrét’T' et B € Fretx € Fet A€ Fona

P(T < o0, B, Xr =x,00A) =P(T < 00, B, Xy = z,070A)P,(A)
. Ceci donne les formulations conditionnelles
P(B, Xy = 2,00 AT < 00) =P(B, Xy = 2,00 A|T < 00)P,(A),
P(B,07|T < 00, X7 =2) =P(B,|T < 00, X7 = x)P,(A),

P(0r AT < o0, B, X, = z) = P(A).

Conditionnellement a T' < oo , la chaine translatée 07 (Xy)r>0 = (Xrix)k>0 est une
chaine de Markov de loi initiale L(X7|T < 00) et de matrice P, et conditionnellement a
T < ooet X7 =z, C’est une chaine de Markov de matrice P issue de x indépendante de
Fr, et en particulier de (T, X, ..., Xr).

Démonstration :On a

P(T < o0, B, Xy = x,0pA) =Y P(T =n,B, X, ==z,0,A)

n>0

et comme B € Fr et donc par définition
{T=n}NBeF,
le théoréeme implique
P(T'=n,B, X, =xz,0,A) =P(T =n,B, X,, = z,0,A)P,(A)

et on conclut en sommant la série ainsi obteue. O

Remarque 3 Ainsi, un dernier temps d’atemie. un temps d’obtention d’un maximum,
etc,... ne sont typiquement pas des temps d’arrét, car la connaissance du futur qu’ils

impliquent fait qu’ils ne conviennent pas pour appliquer la Propriete de Markov forte.

26



CHAPITRE 3

Processus de Markov et équations différentielles
stochastiques

Ce chapitre consiste a une introduction a la théorie des équations différentielles
stochastiques. On étudie seulement les ingrédients essentiels de la théorie, a savoir la
notion des solutions fortes et faibles, existence et unicité de solution d’une équation dif-
férentielle a coefficients lipschitziens, ainsi que la propriété de Markov forte de cette

solution.

3.1 Solutions faibles et fortes

Les équations différentielles stochastiques (EDS) peuvent étre vues comme des équa-
tions différentielles, ou comme des équations intégrales dans lesquelles interviennent des
intégrales stochastiques par rapport a un mouvement brownien. Elles ont été¢ d’abord
étudiées par Itd, dans le but de construire les diffusions (c’est-a-dire, processus continus
et fortement markoviens dont les générateurs sont des opérateurs différentiels du second

ordre). C’est d’ailleurs dans ce but qu’il avait introduit le calcul stochastique.

Un point de vue plus moderne consiste a voir les EDS comme des équations dif-
férentielles ordinaires, perturbées par un bruit aléatoire. Typiquement, on consideére une
équation différentielle de la forme 3 (£) = b(t, y(t)), que 1’on écrit sous forme différen-
tielle dy; = b(t, y;)dt. On la perturbe en ajoutant un bruit de la forme 0B, ou B est un

mouvement brownien, et ¢ > 0 est une constante (qui représente I’intensité du bruit).
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On obtient 'EDS dy; = b(t, y;)dt + od By, ¢’est-a-dire sous forme intégrale

t
Y+ = Yo + / b(S, ys)ds + UBt
0

Plus généralement, on peut autoriser a dépendre du temps ¢ et de 1’état au temps ¢, c’est-

a-dire 0 = o(t, y,), de sorte que I’EDS devienne

t t
Yt = Yo + / U(Sa ys)st + / b(S, ys)ds'
0 0

On se donne une définition formelle (et multidimensionnelle).

Définition 3.1.1 Soient d > 1 et m > 1 des entiers, 0 : R, X R? — R? mesurables

S0y L) >

I’EDS suivante que I’on appelle E(o,b) :
dXt — (t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt

On dit que E(o, b) admet une solution s’il existe :
— un espace probabilisé filtré (2, F, (F;),P) dont la filtration est continue a droite et
complete ;
— sur cet espace, un (F;)-mouvement brownien B = (B',... B™)

— un processus X = (X1, ..., X) qui est (F;)-adapté et continu, tel que

t t
Xi=Xo+ / (s, Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds;
0 0

c’est-a-dire pour tout 1 <1 < d,

t
0

m t
X=Xy /0 o (s, X,)dBI + / bi(s, X.)ds.
j=1

Lorsque de plus Xy = = € R? on dira que (2, F, (F;),P, B, X) est une solution de
E.(0,b).
Définition 3.1.2

(i) On dit qu’il y a existence faible pour E(o,b), si pour tout x € RY, il existe une
solution de E,(0,b).

1. La condition que et b soient localement bornées assure que les intégrales f(f o(s,Xs)dBs et

fot b(s, Xs)ds sont bien définies. Il arrive, par un abus de notation, que I’on s’intéresse a des EDS dont
les coefficients et b ne sont pas localement bornés, mais pour lesquelles ces intégrales sont encore bien
définies.
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(ii) On dit qu’il y a unicité faible pour E(c,b) si pour tout v € RY, toutes les

solutions de E,(c,b) ont la méme loi.

Exemple 6 On s’intéresse a I’EDS
dX; = sgn(X;)dBy,

o sgn(u) = Liyso0y — Liu<oy pour u € R.
On se donne un espace de probabilité ﬁltreﬂ (Q, F, (F), P) sur lequel est défini un

(Fi)-mouvement brownien [3 avec 5y = x € R. On pos

B, - /0 " sgn(8,)d.

Le théoreme de Lévy nous dit que B est un mouvement brownien issu de 0. Comme
By = x + fg sgn(fBs)ds, on voit qu’il y a existence faible pour notre EDS, qui posséde
la propriété d’unicité faible, car d’aprés le théoreme de Lévy (théoreme[l.4.1|du chapitre

[1), toute solution de E,(o,b) est un mouvement brownien issu de x.

Exemple 7 (Résolution par le théoréeme de Girsanov). On s’intéresse a I’EDS
dXt — dBt ‘I— b(t, Xt)dt,

oub: R, xR — R est une fonction mesurable bornée.

Soit X un (F;)-mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité
filtré (Q, F, (F1),P). Soit QQ la mesure de probabilité sur F, telle que pour tout t > 0,

t 1 t
O = [ o 00X~ 1 [ 56, X)d5 ) o
0 0

la probabilité Q est bien définie, au moins sur I’espace canonique du mouvement brownien|.
On pose B, = X; — f(f b(s, Xs)ds. D’aprés le théoréme de Girsanov, (B;) est un (F)-

mouvement brownien standard sous Q. Donc (0, F, (F;), Q, B, X) est une solution.

Exemple 8 (Résolution par changement de temps). On s’intéresse aa I’EDS
dXt = U(Xt)dBt,

oi o : R =)0, 1 est une fonction continue.

2. Rappelons que la filtration est toujours supposée d’étre complete et continue a droite.
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On se donne un espace filtré (0, F, (F;),P) et un (F;)-mouvement brownien (J;) avec
Bo = = € R. On pose M; = f(f %dﬁs. Ainsi, (M ), = f(f %ds, qui est continu et
strictement croissant. Comme est récurrent, on voit que (M ), = 00 p.s.

Soit 7(t) = inf{s : (M), > t}. Donc (M ),;y = T((M);) = t. D’aprés le
théoreme de Dambis-Dubins-Schwarz (théoreme du chapitre , By = M) est un

(Frw))- mouvement brownien.

si H est un processus continu adapté, alors

7(t) t
/ H,dM, = / H, (o dM, ).
0 0

On pose

(t) 7(t) t
Xy =0 =2 +/ dps = x +/ o(Bs)dMg = x +/ o(X)dBs.
0 0 0
Donc (2, F, (Frw)), P, B, X) est une solution.

Définition 3.1.3 (i) On dit que ’EDS FE(0,b) a la propriété d’unicité trajectorielle
si, deux solutions X et X associées au méme espace (Q, F,(F;),P) et au méme mou-

vement brownien B telles que X, = Xo p.s., sont indistinguables, ¢’est-a-dire P(X; =
X, Vt>0)=1

(ii) Fixons un espace filtré (Q, F,(F;),P) (dont la filtration est continue a droite
et complete) et un (F;)-mouvement brownien B. On dit que X est une solution forte de

E(o,b) si elle est adaptée par rapport a la filtration canonique de B.

Exemple 9 Considérons I’EDS suivante :
dXt = Sgn(Xt)dBt,

On a vu existence et unicité au sens faible pour cette EDS dans I’exemple |6} Il n’y a, en
revanche, pas d’unicité trajectorielle pour cette EDS. En effet, si X est une solution de
I’EDS avec Xy = 0, alors —X est aussi une solution (en rappelant que fot lip,—0ydBs =
0).

[Cette EDS n’a pas de solution forte. Si X est une solution issue d’une valeur déter-

ministe, il est connu que la filtration canonique de B coincide avec celle de | X|, qui est

strictement plus petite que celle de X ]
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Exemple 10 Considerons I’EDS suivante :
dXt - /\XtdBt

avec A € R. On sait d’aprés le théoreme du chapitre[l|\qu’il y a unicité trajectorielle

. . A2
pour cette EDS, et que pour tout x, I'unique solution forte de E, (o, b) est X; = ze*Pt=7t,

On verra que les coefficients de cette EDS satisfont les conditions du théoréme [3.2.1]

pour unicité trajectorielle d’une EDS.

Le théoreme suivant, que I’on admettra sans preuve, relie les différentes notions

d’existence et d’unicité.

Théoreme 3.1.1 (Yamada-Watanabe) S’il y a existence faible et unicité trajectorielle,
alors il y a aussi unicité faible. De plus, dans ce cas, pour tout espace filtré (0, F, (F;),P)
et tout (JF;)-mouvement brownien B, il existe pour chaque © € R? une (unique) solution

E.(0,b), qui est forte.

3.2 Coefficients lipschitziens

On établit dans cette section existence forte et unicité trajectorielle pour une famille
importante de coefficients. Durant toute la section, on émet I’hypothese suivante sur les

coefficients.

Hypotheése 3.2.1 Les fonctions o et b sont continues sur R, x R% et lipschitziennes en
la variable x :

il existe une constante K €0, oo| telle que

|O'(t,ZL’) - U(tay)| < Kl‘x - y‘

b(t, ) — b(t,y)| < Kslz —y|, Vt>0,Vr,ye R

Théoreme 3.2.1 Sous I’hypothése il y a unicité trajectorielle pour FE (o, b). De plus,
pour tout espace filtré (), F, (F;), P) et tout (F;)-mouvement brownien B, il existe pour

chaque © € R® une (unique) solution de E,(o,b), qui est forte.

Remarque 4 (i) Le théoréme entraine en particulier qu’il y a existence faible pour E(o, b).
La propriété d’unicité faible découlera de [’unicité trajectorielle et du théoreme de Yamada-

Watanabe.

(ii) Il est possible d’affaiblir I’hypothese Par exemple, I’hypothése de continu-

ité en la variable t n’intervient essentiellement que pour majorer sup |o(t,x)| et
te[0,T)
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sup |b(t,z)| pour x et T fixés. On peut aussi "localiser" I’hypothese sur le caractére
t€[0,T]
lipschitzien de et b (la constante K dépendra du compact sur lequel on considere t et

x,1), a condition de conserver une condition de croissance linéaire
lo(t,z)| < Ka3(L+4[z]),  [b(t, 2)] < Ky(1+ [x]).

Lemme 3.2.1 Soit E/ un espace de Banach, et ® : ' — E une application contractante,

c’est-a-dire pour tous v,y € E, || ®(z) — ®(y) |< p ||z —y |, ot p < 1. Alors il existe
un unique point fixe de ®, c’est-a-dire, un unique élément x* € E tel que x* = ®(z*). De

plus, pour tout x € E, ®"(x) — x*.

2. unicité Evi , 1 ussi u int fixe,
reuve du lemme 3.2.1] I’ unicité est évidente, car si y* est aussi un point fixe, alors

2" =y |[=] ®(z7) = @(y") |<p | 2" =y~

Pour I’existence, soit o € F quelconque, et on pose x,, = ®"(z). Par hypothese,

,etdonc x* = y*.

pour tous z,y € F,

| @™ (x) —@"(y) | <pll @ Hz)— 2" (y) |
< p? || "R (x) — 2" (y) ||

< <ptfle—yll,

ce qui entraine que

k

I nin =2 | <D N @ai = @i ||
=1

k
= | 2" () — " (o) |
i=1

k
< P (o) — o |
i=1
pn
< — 1| @ —
=1-, | (o) — 20 |,
qui tend vers 0 (quand n — ©0), uniformément pour tout k. Donc ( x,,) est une suite de

Cauchy, qui converge vers une limite, notée z,, € F.

Dans l’identité x,,,; = ®(z,), on fait n — oo : commeest de toute évidence con-

tinue, on obtient x., = ®(z,). Par unicité, ona z,, = z*. O
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On fixe maintenant des réels a > 0 et T > 0. Soit £, 7 ’espace des processus U adaptés

et continus sur [0, 7] tels que E[(UT)?] < oo, ou U = sup |Us|. Soit

s€[0,t]
U = sup (e"VE[(UF)?). 3.1)
te[0,7)
On vérifie facilement que (E, 7, || . ||) est un espace de Banach.

Lemme 3.2.2 Soit U € E,r, et soit B un (F;)-mouvement brownien issu de 0. Posons
M, = [ U,dB; et V; = [ Uyds. Alors

C

M ||<
| H—\/E

U1,
o ¢ €]0, oo est une constante numérique.

preuve du lemme D’aprés I’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (théoreme

du chapitre , il existe une constante numérique 0 < ¢ < oo telle que pour tout ¢ € [0, T,

E[(M})?] < cE[(M),] = ¢ / E[|U.)d, < ¢ / E[(U7)?ds,

de sorte que

ce qui entraine ’inégalité pour ||U|| (en élargissant la valeur de la constante ¢ si néces-

saire). Pour montrer la deuxieme inégalité, on remarque que

t S
vfgz/ 0| / 4.,
0 0

et donc pour tout A > 0,

t
d3:2/ \Us| |Vs|ds,
0

t t 1 t
(V)2 < 2/ U] [Vilds < /\/ des+x/ V2ds.
0 0 0
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On tire comme plus haut,
e ME[(V))?] < 2 1U1* + L V2.
¢ ~ 2a 2a)

En prenant \ = H(remarquons que [|[V]| < T||U|| < o0), ceci implique que
V|2 < WYL et donc ||| < 14, .

Lemme 3.2.3 (Lemme de Gronwall). Soient N > 0, a > 0 et b > 0 des réels. Soit
h : [0, N] — R, une fonction mesurable et bornée telle que h(t) < a +b fot h(s)ds,t €
[0, N1. Alors h(t) < ae® pour tout € [0, N].

preuve du lemme Posons H (t) = a + bfot h(s)dsetG(t) =a+b [ fot H(s)ds,
t € [0, N]. Par hypothese, on a, pour ¢ € [0, N],

h(t) < H(t) < G(t).

On constate que G est de classe C', avec
(e BG(t)) = —be "G (t) 4+ e "G (t) = —be "G (t) + be P H(t) < 0,

on voit que e”G(t) < G(0) = a, cest-a-dire que G(t) < ae®. 1l sut alors de rappeler que
h<G. 0

preuve du théoreme Pour simplifier I’écriture, on ne traite que le cas ou
d=m=1.

Unicité trajectorielle : Soient X et X deux solutions (sur le méme espace, avec le
méme mouvement brownien), telles que Xy = XO. Fixons M > 0.

Posons :
T =inf{t > 0|1 X,| > M ou |X,| > M}, inf ¢ = oo.

Pour tout ¢,

tAT tAT
Xt/\T = XO —+ / 0-(8, XS)dBS + / b(sa Xs)d87
0 0

et on a une équation similaire pour Xala place de X. En faisant la différence entre ces

deux équations, et a I’aide de I’inégalité (a + b)? < 2a? + 2b?, on obtient
E [lXtAT - Xt/\7'|2:|

2
<2E

/0 (5. X)) — o(s, X)JdB.| | + 28 /0 T b(s, X.) — b(s, X.)ds

|
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Par linégalité de Burkholder-Davis-Gundy (théoreme du chapitre [T)), il existe une
constante numérique c telle que E[| X;x, — X, ~r|?] est majorée par

cE UOW o (s, X,) — 0(3,X8)|2ds} + 2E {t /OW |b(s, X) — b(s,f(s)|2ds] :

(on a appliqué I’'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le deuxiéme terme.)
A I’aide de Ihypothese pour tout N > 0O et tout ¢ € [0, N],

tAT tAT
E || Xiar — X,Wﬂ <cE [/ K? X, — Xs|2ds] +2NE U K* X, — Xs|2ds}
0 0

t
= (C-i- 2N)K2E {/0 |XS — XS|21[077-]<S)d8}

t
< (c+2N)K’E { / | Xonr — Xwﬁds] .
0

Donc si h(t) = E[|X;n, — Xiar|?], alors pour tout t < N, h(t) < C f(f h(s)ds, ou
C = (¢ + 2N)K? Comme h est bornée (majorée par 4M?), il résulte du lemme de
Gronwall que . = 0 sur [0, N].

Donc X0, = Xyn, pour ¢ € [0, N]. En faisant M — oo et ensuite N — 00, on

obtient X; = X, p.s. Les deux processus étant continus, ils sont indistinguables.

Existence : On construit la solution par la méthode de Picard. Soient 7" > 0 et a > 0. On
se met dans I’espace £, r muni de la norme || . || qui est définie dans (3.1)). Soit = € R.

Considérons I’application : £, 7 — FE, r définie par

(X)) = x+/0tcr(s,X3)st /Ot b(s, X,)ds.

[Le fait que ® est une application a valeurs dans E, r est une conséquence du lemme

Par définition,
(ID(X)t—CD(Y)t:/O[a(s,Xs)—a(s,Ys)]st—F/o b(s, X,) — b(s, Y2)|ds.

On applique le lemme [3.2.2] aux deux intégrales a droite de 1’identité. Pour la premiere
intégrale, on prend U; = o(t, X;) — o(t,Y}) et par ’hypothése [3.2.1}

E[(U7)"] < K*E{[(X = Y);*},
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ouencore ||U|| < K||X —Y||. Pour la seconde intégrale, on prend U; = b(t, X, )—b(t,Y),
alors E[(U;)?] < K*E{[(X — Y);]*} etdonc |U|| < K||X — Y||. Par conséquent,

c 1

\/5+E

Prenons a susamment grand pour que K (\/% + %) < 1, et donc @ est une application con-

[9() = ®(V)]| € =KX = Y]+ KX Y] = K(Z=+ )| Y],

tractante sur £, 7. D’aprés le lemme elle a un unique point fixe, qui selon I’unicité
trajectorielle (démontrée ci-dessus) est la seule solution sur [0, 7] de E,(o,b), qui est
forte. Comme 7" est quelconque, on a prouvé I’existence d’une solution forte de F, (o, b),
en s’appuyant sur le fait que la restriction sur [0, 7] de I’'unique solution sur [0, T"]

(avec T' > T') est nécessairement I’unique solution sur [0, 7. O

La preuve du théoreme [3.2.1] permet également d’établir la continuité de la solution

par rapport aux conditions initiales.

Théoreéme 3.2.2 Supposons que I’hypothése est satisfaite. Pour tout x, notons X* =
(X[, t > 0) l'unique solution (nécessairement forte) de E.(c,b). Alors lorsque a est suff-

isamment grand, on a

sup (e~ VE{[(X* = XV)it}) < Cla, K)la

>0

ou C(a, K) est une constante ne dépendant que de (a, K). En particulier, si a est grand
et T > 0 est quelconque, Uapplication x — X définie sur R? a valeurs dans E, 7 est

continue (et méme lipschitzienne).

Démonstration : Fixons pour I’instant a > 0 et T > 0. Soient X(©) = 2, Y(©) = 4 et

t t
X =g +/ o(s, X™)dB, —i—/ b(s, X™)ds,
0 0

t t
Y =y / o(s, Y\M)dB, + / b(s, Y")ds.
0 0

D’aprés (la preuve du) théoreme , XM 5 X7 et Y™ — XV (dans E,7).

D’autre part,

t
Xt(n+1) B Y;(n—‘rl) —z—vy + / [O'(S, Xs(n)) — 0’(3’ }/;(n))]st
0

t
o [ s, X0~ bs, VI,
0
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de sorte que, d’aprés le lemme

1
[ X0 = Y < o = gl K (= + )X =Y.

Sle

Quand a est susamment grand,k = +K (7 + 1) < 1. Soit a, = || X™ — Y]], alors

an+1 < |x —y| + ka,. Par itération, cela nous donne

et < |2 =yl ko —y| + Kap < o o=yl K+ a.
Jj=0

,etontire | X™ —Y ™| < lf:? .D’o le théoreme, avec C(a, K) = .

Or,ap = |z—y
(]

Exemple 11 Soient o € R et § € R des réels. Considérons I’EDS sur R :
dXt = OéXtdBt + 5Xtdt

Le théoreme|[3.2.1| garantit unicité trajectorielle de I’EDS. On s’intéresse a I'unique solu-
tion de cette EDS avec condition initiale X, = x € R. Dans le cas particulier ou 3 = 0,
la solution de dX; = aX,;dB; (avec Xy = x) est la martingale exponentielle
X, = ze*B5t,

Dans le cas général, la solution est X; = xeo‘BtJr(fB_aTQ)t (un prix bien doté a été
décerné a cette solution). Ce processus, souvent utilisé pour modéliser le cours d’une ac-

tion en mathématiques financiéeres, porte le nom du "mouvement brownien géométrique".

3.3 Propriété de Markov et diffusions

On ne s’ntéresse désormais qu’au cas homogene, a savoir que lorsque les coefficients

dépendent seulement du parametre espace :
o(t,z) =o(x), b(t,x) = b(x). (3.2)

On fixe un espace filtré (2, F, (F3), P) dont la filtration est continue a droite et com-
plete, et un (F;)-mouvement brownien B. Comme dans le théoréme[3.2.2} on note
X?® = (X}, t > 0) I'unique solution de E, (o, b) si I’hypothese est satisfaite.

Théoreme 3.3.1 (Propriété de Markov forte). Sous I’hypothése la famille
(X x € RY) est fortement markovienne : si T est un temps d’arrét fini p.s., et si F

C(Ry,RY) — R, est mesurable, alors
E[F (X%t > 0)|Fr] = E[F(X/,t > 0)] avec y = X7.
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Remarque S Le théoreme nous dit que pour tout temps d’arrét fini T, la loi condition-
nelle du "futur" (X7_,,t > 0) connaissant le passé (et le présent) Fr est la loi de X par-
tant de X1, qui ne dépend que du présent a instant T'. Dans le cas particulier o0 = 1d,
b = 0, le théoreme se réduit a la propriété de Markov forte du mouvement brownien,

formulée de maniere légerement différente.

Démonstration : Par définition,

T+t T+t
Xi,, - X;ﬁ—/ o(Xf)st+/ b(XT)ds,  t>0.

T T

Notons Y; = X7, ety = X7. Alors

T+t t
Y=y + / o(XY)dBg +/ b(Ys)ds, t>0.
T 0
Soit Bt(T) = Bpyy— Bp,t > 0, qui est un mouvement brownien indépendant de F. Pour
tout processus continu adapté /, on a
T+t t
H,dB, = / Hp, o dBD.
T 0

Donc Y, = y+ fot o(Yy)d D4 fo 5 )ds. Ceci implique que conditionnellement a
la tribu Fr, (2, F, (Fro), P, B( ), Y’) est une solution pour I'EDS E, (o, b). D’autre part,
(Q, F,(F),P, B, X¥) est également une solution de E, (o, b). Par unicité faible (qui est
une conséquence du théoreme de Yamada-Watanabe), la loi conditionnelle de Y sachant
Fr, est identique a celle de XVY. |

On s’intéresse aux processus fortement markoviens et a trajectoires continues, du
type considéré dans le théoreme[3.3.1] Il est important de pouvoir attacher des martingales

locales a ces processus.

Théoréme 3.3.2 Soit f : R? — R une fonction de classe C?. Soit

L d
52 Z 8:1:1(9:5] Z bi(w c%vZ (3-3)

ou o* désigne la transposée de la matrice . Si X est une solution de E(o,b), et si o et b
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sont continues, alors

X - %0 - | LR(X)ds, 0,

est une martingale locale continue.

Démonstration : Par la formule d’Itd,

t d ) ' t d 82 ' '
F) =10 + [ 30 i+ [0 axig;j (X)X, X7,

0 =1 i=1 j=1
Ainsi,
: : ! of
f(Xy) = martingale locale continue + e (Xs)bi(Xs)ds
0
1
+§/ Z Z axzax] Z oin(Xs)oju(X;)ds
¢
= martingale locale continue + / Lf(Xs)ds
0
D’ou le résultat cherché. O

Remarque 6 (i) Dans le théoréme si f € C? (de classe C* a support compact),
alors
f(Xy) — f(Xo) — fg Lf(X)ds est une martingale (car une martingale locale continue

M telle que E( sup |M;|) < oo, Vt > 0, est une martingale).
s€0,t]

(ii) Sous I’hypothese X est un processus de Markov fort. On traduit alors
le théoreme en disant que L est le générateur infinitésimal (qui est un opérateur
différentiel du second ordre) du processus de Markov X. Le processus X permet de don-
ner une approche ou une interprétation probabiliste de nombreux résultats analytiques
concernant I’opérateur L. Ces liens entre probabilités et analyse ont été une motivation

importante pour l’étude des équations différentielles stochastiques.

(iii) Sous I’hypothése “ 5.2.1} X est un processus fortement markovien et continu tel
que pour toute | € C%, f(X;)— fo L f(X)ds soit une vraie martingale, on L est
I’opérateur différentiel du second ordre défini dans (3.3)). On dira que X est une diffusion
(homogene), de coefficient de diffusion o et de coefficient de drift b. Les EDS apportent

une construction explicite de diffusion.
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Application

4.1 Marche aléatoire sur 7

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soient la suite (¢;);c; de variables aléatoires de

Bernoulli indépendantes telles que
Ple,=1)=p=1—p=Ple=—1),Vt

et ou [ est un ensemble dénombrable.
Soient maintenant le suite (X;);c; des variables aléatoires indépendantes. On définit la
relation

X1 =Xi+ 641, X0 =0=¢p

La marche aléatoire sur Z c’est la suite de variables aléatoires (X;);c; lorsque I = IN
et quand X; € Z,Vt.

La marche aléatoire sur Z est un processus de Markov.

Le figure {4.2] représente une trajectoire possible pour une marche aléatoire ott n = 100 :

nombre des étapes et le nombre de pas de la marche est ¢ = 1

eCode R

## Marche aléatoire
n<-100 #nombre des étapes
X<-seqg(0,1,1/n)

X
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1 0.72 0.73 0.7

f
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TRUE) )

n, replace

uln)
#compute cumulative sum

72<-c (0, sample(c(-1,1),size

plot (X, Z, type
Y<-cumsum (Z)
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FIGURE 4.1 — Trajectoire d’un échantillon d’événement Bernoullien

plot (X, Y, type="1",Ylim= c(-7,7),main
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Marche aléatoire
(D —]
< —
N —
g _
F‘:J _
(EII |
[ [ [ [ | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 10
X

FIGURE 4.2 — Trajectoire de marche aléatoire sur Z

4.2 Simulation d’un mouvement Brownien standard

On considere un mouvement Brownien { X (¢)} ou ¢ € [0, 1]. On commence par discré-
tiser ’intervalle de temps [0, 1] en 501 points équidistant. On utilise ensuite la propriété
des accroissements Gaussiens pour simuler chaque accroissement. La fonction cumsum

calcule les sommes cumulées et permet de générer une trajectoire.

eCode R

# Simulation de mouvement brownien standard
# Discretisation du temps
temps<-seq (0, T, length=p+1)

pas.temps=1/500

# Simulation des acccroissements
B.acc=rnorm (500, sd=sqgrt (pas.temps))

# Simulation d’une trajectoire
B.sim=c (0, cumsum(B.acc))

"

plot (temps,B.sim, type="1", xlab="Temps")
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CHAPITRE 4. APPLICATION

©
o

B.sim

-0.2

-0.6

| | | | | |
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Temps

FIGURE 4.3 — Trajectoire de mouvement brownien standard sur I’intervalle de temps [0,1]

4.3 Trajectoire moyenne des movements browniens

Nous allons simulé maintenant 300 trajectoires indépendantes de mouvements Browniens

et souhaitons vérifier que la trajectoire moyenne empirique est proche de 0.

eCode R

# Trajectoire moyenne des mouvements browniens
n.sim<-300 # Nombre de trajectoires
n.point<-201 # points de discretisation
temps<-seq (0,1, length=n.point)
pas.temps<-1/(n.point-1)
pas.temps # [1] 0.005
B.acc<—-matrix (rnorm((n.point-1)*n.sim, sd=sqgrt (pas.temps)),
nrow=n.sim)
B.sim<-matrix (NA,ncol=n.point,nrow=n.sim)
for(i in l:n.sim)

B.sim[i, ]=c (0, cumsum (B.acc[i, ]))
dim(B.sim) # [1] 300 201
B.mean<-apply (B.sim, 2, mean)
plot (temps,B.sim[1, ], Xlab="temps", type="1", Ylab=

"Mouvement brownien",Ylim=c(-2,2))
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CHAPITRE 4. APPLICATION

title ("un échantillon de 15 trajectoires")
for(i in 1:15){lines(temps,B.sim[i+1,])}
lines (temps,B.mean, lwd=2, col="red")

legend(0.1,-1.5,c("trajectoire moyenne"),col=c ("red"), lwd=2)

Mouvement Brownien
0
l

| | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

temps

FIGURE 4.4 — Trajectoire de mouvement brownien

un échantillon de 15 trajectoires

Mouvermeaent Brownien
(]
|

0 —I traiectoire rrlmwn.nnﬂ

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

temps

FIGURE 4.5 — Trajectoire moyenne d’un échantillon de 15 Trajectoires
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CHAPITRE 4. APPLICATION

4.4 Le mouvement brownien arithmétique (avec un drift)

Sous (iii) dans la remarque[6] du chapitre précédent.

eCode R

# Mouvement Brownien arithmétique
mu<-0.08; sigma<-0.2

T<-1

n<-2710

n # [1] 1024

X0=0.1

dt=T/n

dt # [1] 0.0009765625
t=seqg (0, T, by=dt)

X=c (X0, muxdt+sigmaxsqgrt (dt) xrnorm(n, mean=0, sd=1) )
Xt=cumsum (X)

plot (t,Xt,xlab="time", type="1")

o
o

Xt
0.3
1

0.1

0.0 02 04 06 08 1.0
time

FIGURE 4.6 — Trajectoire de mouvement brownien arithmétique

Donc la trajectoire réprésente un mouvement brownien a forte volatilité.

On peut tracer un autre avec une faible en choisis o = 0.02.
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CHAPITRE 4. APPLICATION

Xt

0.14
|

0.0 02 04 06 08 1.0
fime

FIGURE 4.7 — Trajectoire de mouvement brownien arithmétique

On remarque que la trajectoire va changer avec une faible volatilité.

Donc il y’a que I’évolution croissant avec une tendance.

4.5 Le mouvement brownien géométrique

Remarquons en particulier que, si la valeur initiale X est strictement positive, la solution
le reste en tout temps ¢ > (0. Le mouvement brownien géométrique est utilisé dans le
célebr emodele de Blacket Scholes en mathématiques financieres. La raison de 1’appari-
tion de ce processus tient a une hypothése économique d’indépendance des rendements

successifs

th - Xt1 th - th th - Xt

Xy Xy, X

sur des intervalles de temps disjoints : sur la forme explicite de X;, on voit que cette
hypothese correspond a la propriété d’indépendance des accroissements du mouvement

brownien.

Code R

# Mouvement Brownien géométique
mbg<-function (X0, mu, sigma, t0,t,n) {
delta<-(t-t0)/n
w<-numeric (n+1)
tseg<-seq(t0,t, length=n+1)
for (i1 in 2:(n+1))
wli]<-w[i+l]+rnorm(l) xsqgrt (delta)

s<-X0xexp ( (mu—-sigma”2/2) * (tseg-t0) +sigmax*w)
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CHAPITRE 4. APPLICATION

X<-ts (s, start=t0,delta=delta)
return (X)
}
b<-mbg (X0=1, mu=1l, sigma=0.5, t0=0, t=1, n=1000)
plot (b)
FHAFH A A AR EHH
mu=0.16; sigma=0.2; p0=40; t0=0; T=1/12 # 1 moi
nt=50; n=2"(8)
# Générer n trajectoires
dt=T/n; t=seq(0,T,by=dt)
X=matrix(rep (0, length(t)*nt), nrow = nt)
for (i in 1l:nt) {X[i, ]=mbg (X0=p0,mu=mu, sigma=sigma,t0=t0,
t=T,n=n) }
# plot
Ymax=max (X); Ymin=min (X) # bornes pour les prix sommés
plot (t,X[1,],t="1",Ylim=c(Ymin, Ymax), col=1, Ylab=
price p(t)",Xlab=time t")
for (i in 2:nt) {lines(t,XI[i,], t="1", Ylim=c(Ymin, Ymax),
col=1i)}
mean (X[,n+1]) xexp (-muxT) #[1]1=40.07193

1o
o

2.0

1.5

1.0

0.0 02 04 06 08 1.0
Time

FIGURE 4.8 — Trajectoire de mouvement brownien géométeique
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CHAPITRE 4. APPLICATION
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FIGURE 4.9 — Mouvement Brownien géométeique de 50 trajectoires

Donc la prévision au moyenne est 40.07
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Conclusion

Nous avons donné quelques notions et propriétés intéressantes parmi lesquelles
I’étude des processus de Markov comme solution d’une équation différentielle plus pré-
cisément stochastiques (EDS), et par suite on a montré ces propriétés qui sont utile pour
les prédictions dans plusieurs domaines par exemple des phénomenes physiques mod-

élisés par des équations différentielles stochastiques.

Les perspectives de développement de ce travail concerne I’étudier dans des espaces

fonctionnelles.
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ﬂésumé \

Dans ce travail, nous étudions le processus de Markov et propriétés, nous évoquerons
en premier lieu rappel des notations et définitions de calcul stochastiques.

En second lieu nous présentons des généralités sur le processus de Markov, chaines de
Markov a temps discret, processus de Markov continus. Puis on étudie les solutions fortes
et faibles, existence et unicité de solution d’'une équation différentielle stochastique a
coefficients lipschitziens, ainsi que la propriété de Markov forte de cette solution.

En suit, nous effectuons des simulations numériques basées sur un schéma de
discrétisation du mouvement Brownien avec un exemple de processus stochastiques.

Mots clés: Processus de Markov, équation différentielle stochastique, processus
&ochastique, mouvement Brownien. /

Abstract

In this work, we study the Markov process and properties, we will first recall the notation
and definition of stochastic calculus.

Secondly we present general information on the Markov process, discreet-time Markov
chains, continuous Markov processes. Then we study the strong and weak solutions,
existence and uniqueness of solution of a stochastic differential equation with Lipschitz
coefficients, as well as the strong Markov property of this solution.

Next, we perform numerical simulation based on a Brownian motion discretization scheme
with an example of stochastic processes.

Key words: Markov process, stochastic differential equation, stochastic process,
Brownian motion.
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