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Introduction

L’étude des surfaces minimales est un sujet fascinant combinant de nombreux do-
maines mathématiques, essentiellement la géométrie différentielle, calcul de varia-
tion, analyse complexe et théorie des mesures. Relatif au monde physique c’est les
mathématiques des films savonnées bordées par des structures en fil de fer, ce qui
en fait un champ complet d’objets esthétiquement agréables. La laison étroite avec
des objets concrets rend possible méme pour les personnes sans beaucoup de fond
mathématique a admirer la beauté et complexité que donnent lieu a des surfaces
minimales.

En 1744, ”Euler” a posé et résoudre le probléme de déterminer les surfaces de révo-
lution minimisant ’aire, la seule solution était le caténoide.

”Joseph-Louis Lagrange” (1736-1813) a étudié les surfaces minimales dans les an-
nées 1760. Il voulait trouver la surface avec l’aire minimale dont le bord est une
courbe de Jordan (C’est-a-dire, une courbe continue fermée sans auto-intersections).
Bien que ”Lagrange” ait été le premier a considérer ce probléme mathématiquement,
il est connu sous le nom du probleme du Plateau selon le physicien ”Joseph Plateau”
(1801-1883) qui a fait de nombreux expériences avec des films de savon.

Le probléme de Plateau peut étre divisé en deux parties : prouver l’éxistance d’une
surface minimale qui s’appuie sur une ou plusieurs courbes fermées données (c’est-
a-dire la surface dont la frontiére est formée par ces courbes), et d’avoir un moyen
de construire de telle surface quand nous savons qu’il existe. Dans certains cas
particuliers, la partie relative a l’existence du probléeme du Plateau a été résolue au
cours des années 1800.

Le probléme reste ouvert pendant un demi-siécle, jusqu’a sa résolution par "Jesse
Douglas” (1931) [3] et "Tibor Radé” (1930) [11] indépendament. Pour tous ses tra-
vaux sur le probléme du Plateau, "Douglas” s’est vu attribuer l’un des deux premiéres
médailles Fields (I’équivalent du prixz Nobel pour les mathématiques) en mathéma-
tiques (partagées avec ”Lars Ahlfors”) au congré international des mathématiciens
a Oslo en 1936.
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Cette these a pour but de faire un résumé de l’essentiel des travaux des scientifiques
et les progrés qu’ils ont réalisé sur les surfaces minimales tout en leur donnant des
exemples classiques des surfaces minimales.

Le travail contient trois chapitres repartis comme suit :

» Dans le premier chapitre, nous introduisons certains outils permettant une bonne
compréhension des chapitres qui suivent. Nous commencons par rappeler les
notions classiques sur la théorie des courbes et surfaces, puis les éléments fon-
damentaux d’une surface.

» Dans le dexiéme chapitre, on s’intéresse a l’étude des surfaces minimales, en
introduisant l’équation de Lagrange. On donne aussi une caractérisation géo-
métrique d’une surface minimale par le faite que sa courbure moyenne soit
nulle.

» Le troisiéme chapitre est réservé pour donner les exemples classiques des surfaces
minimales et ses propriéteés.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit un certain nombre de notions sur la géométrie de courbes
et surfaces dont on se sert tout au long des chapitres suivants. Pour plus d’informations
sur le sujet nous renvoyons le lecteur aux références [4], [8] et [10] .

1.1 Courbes paramétrées

Définition 1.1 : Soit [ un interval R, et £ > 2.
Une courbe paramétée de classe C* est une application v : I — R? de classe C*.

I'ensemble C' = {7(t);t € I} s’appel le support de la courbe.

Une courbe plane est une courbe qui est entierement contenue dans un plan.

Une courbe gauche est une courbe de R? qui n’est pas plane.

Un point ¢y € I est dit :
— régulier si +/(t9) # 0.
— singulier si /() = 0.

La courbe v : I — R? est dite réguliere, si pour tout t € I : ~/(t) # 0 .
Si 7y : I — R? est une courbe paramétrée de classe C*, et p: J C R — I un difféomorphisme de

classe C*, alors «y o p est une courbe paramétrée de méme support que 7.
Le difféomorphisme p s’appel le changement de variable.
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Par exemple, I’éllipse est caractérisé par 1’équation :

2 2
S,
a b?

Une paramétrisation de cette courbe est donnée par :
r = acost

avec t €] —m,m

y = bsint

FIGURE 1.1 — Ellipse

Dans toute la suite, on suppose que 7 est de classe C*, k > 2.

Remarque 1.1 :

. Siy: I — R?%est régulicre, et ¥ = o p une reparamétrisation de +y, alors 7 est aussi réguliere.

. Une courbe paramétrée réguliere admet une tangente en tout point.
La réciproque n’est pas vraie.

En effet, considérons la courbe paramétrée suivante :

() = (8t

La courbe associée est la parabole d’équation y = 22 qui a un vecteur tangent horizontal au point
7(0), pourtant 7/(0) est nul.
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Définition 1.2 : Vecteur tangent
Intuitivement, la tangente en un point ¢, a une courbe paramétrée :

v:l — RY

est la limite des droites passant par (o) et (t) quand ¢ tend vers .

La proposition suivante indique qu’une dérivée non nulle de la paramétrisation donne un vecteur

tangent.

Proposition 1.1 : Soit v : I — R? une courbe régulicre de classe C*, et t € I.
Alors 7/(t) est un vecteur tangent a la courbe v au point ().

Définition 1.3 : Longueur d’un arc
Soit 7 : I = [a,b] — R? une courbe paramétrée régulicre.

La longueur de v est le nombre :
b
st = [Ivel ds

1.1.1 Formules de Frenet et courbures d’une courbe

Soit v : I — R? une paramétrisation normale (Cela veux dire que Vt € I).

On note par T'(t) le vecteur tangent unitaire en ¢ :

Puisque T'(t) est un vecteur tangent unitaire, alors le vecteur dérivé :
) = '@

est orthogonal & T'(¢).
On suppose dans la suite que T"(t) # 0, et on définit le vecteur normal principal unitaire N (¢) par :
T'(t)

NO =
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Définition 1.4 : Courbure d’une courbe

La courbure x(t) de la courbe v au point ~(t) est :

(1) = |T"@)|

Exemple 1.1 : Soit R > 0 et:

v:R — R3
t —  7(t) = R(cos(%),sin(%),0)

un cerle dans le plan (x,y).

Nous avons :

= (- sin(ﬁ)mos(ﬁ),O)
qui est bien du norme 1.
Par suite :
k(L) = [[T"(2)]]
1
— HE( — COS(%), - sin(%)7 0) H
1
R

Notons que le vecteur normal unitaire n’est défini que lorsque la courbure ne s’annule pas. La

courbure d’une courbe gauche est nulle si et seulement s’il est une (portion de) droite.

Nous avons par définition :

On définit le vecteur binormal :
B(t) = T(t) ANN(t)

Il s’ensuit que {T'(t), N(t), B(t)} est une base orthonormée directe de R® qui bouge avec t et va
étre particulierement adaptée a I’étude des propriétés géométriques de la courbe v, On 'appelle le
repere de Frenet.
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FIGURE 1.2 — Repere de Frenet

Lorsque la paramétrisation n’est pas normale, alors y(t) # 1, et nous avons dans ce cas :

Proposition 1.2 : Soit v : I — R? une courbe paramétrée.

La courbure x(t) de la courbe v au point 7(t) est donnée par :

ity = IO AT
bl

Définition 1.5 : Courbes sur une surface
Soit S la surface paramétée par f : U — R3. Une courbe paramétrée sur S est une courbe paramétrée
~v: I — S obtenue en composant f avec une paramétrisation 7 : I — U des paramétres, que 'on

indique par : ¥(t) = (u(t),y(t)) :

vt = flul),yt) tel
$

| I
Ji T pe— 5 )
o)/ g /\
; Yy %fﬁ — I \/
1 L/ [ ;'j
r Url/ U =

FI1GURE 1.3 — Courbe sur une surface

Exemple 1.2 : Courbe contenue dans le cylindre paramétrée par :

flu,v) = (acosu , asinu v)
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Les paramétres u et v sont a leur tour paramétrés par :

u(t) = t

1.2 Notions sur les surfaces
Définition 1.6 : Une surface définie implicitement est le lieu des zéros d'une fonction :
F:R¥—=R
c’est-a-dire I’ensemble de la forme :
S = {(z,y,2) €eR% /F(z,y,2) = 0}

La surface est dite réguliere au point (xg, ¥, 20) si F est différentiable en (o, yo, 20) et si le gradient

VF en (xg, Yo, z0) est non nul.
Par exemple la sphere S centrée a 1’origine et du rayon 1 est définie implicitement par :
F(z,y,2) = {(,y,2) € R 2’ +y° + 22 =1 =0}

Le gradient VF est donnée par :
2z

VE(xy;2)=| 2y
2z

Qui est non nul en tout point de S.

Donc S est une surface réguliere.
Définition 1.7 : Une surface paramétrée de classe C* (avec k > 2) est une application
f:U—R?

olt U est un domaine (ouvert et connexe) de R?.

L’ensemble :

S = f(U) = {f(xay)7($7y) S U}

s’appel le support géométrique associée a la surface f.

Si S C R? est une surface réguliere et p € S, alors il existe un voisinage V de p dans S tel que V

est le graphe d’une fonction différentielle qui a I'une des trois formes :
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z:f(x,y) ) y:f(wa) ou :E:f(y?Z)

On peut donc toujours voir localement une surface réguliere comme étant le graphe d’une fonction
de deux variables réelles.

Pour définir une surface de R3. soit on donne des contraintes aux coordonnées de ces points (Surface
b

définie implicitement), comme par exemple la sphere S, centrée a l'origine et de rayon r :
ST - {(x»%z) S RS;J]Q —|—y2 + 22 — 7"2}

Soit on décrit ses points comme fonctions de deux parametres (surface paramétrée) comme par

exemple le paramétrage de la méme sphere S, :
Sy = {(Tcosucosv,rsinucosv,rsinv) € R3%u e 0,27],v € [_Tﬂ? %}}

On note par (U, f) le paramétrage de la surface S .
Le paramétrage d’une surface permet de calculer I'aire et toutes les courbures qui caractérisent les

surfaces ( Courbure moyenne courbure totale et courbure de Gauss).

Définition 1.8 : On dit que la surface S paramétrée par f : U — R3 est réguliere en M, =
(up,vg) € U si les vecteurs dérivées partielles de f en My = (ug, vg) sont linéairement indépendants
( donc non nuls ). C’est-a-dire :

Ouf(uo,v0) A Oyf(uo,v9) # 0

La surface S est dite singuliere en (ug, vp),si :

Ouf(uo,v0) A Oyf(uog,v9) = 0

Exemple 1.3 : La surface paramétrée par f(u,v) = (u?,v% uv) € R® avec u,v € R est une surface
régulicre si et seulement si (u,v) # (0,0)
En effet :

%(u, v) = (2u,0,v)

= %(u,v} A %(Uav) = (=202 —2u?, 4uv)

%(U, U) - (07 27}7 U’)

Le vecteur 2L (u,v) A %L(u,v) = 0 siet seulement si (u,0) = (0,0)



Chapitre 1. Préliminaires 11

FIGURE 1.4

Définition 1.9 : Soit S C R? la Surface paramétrée par f: U — R3.

Un reparamétrage de S est une nouvelle paramétrisation g : V' — R? de S obtenue en composant f
avec un difféomorphisme ¢ : V — U, i.e g = f o ¢.

On dit que ¢ est un changement de variable admissible de f.

Exemple 1.4 : Reparamétrage d’une surface

Soit le paraboloide hyperbolique d’équation :

On utlisant cette réprésentation (implicite), nous obtenons la représentation paramétrique de cette
surface :

f:R? — R?
(ZE,y) — f(l’,y) - (I,y,IQ—y2>
Une autre paramétrisation de cette surface est donnée par :
g:R? — R3
(w,v) +— flu,v) = (u+v,u—v,4uw)

Avec cette représentation, nous obtenons la figure :
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FIGURE 1.5

Ces deux représentations sont bien équivalentes.
En effet : g = f o ¢, ol ¢ est le difféomorphisme de R? (Car isomorphisme linéaire ) défini par :

¢ (u,v) — d(u,v) = (u+v,u—v)

Définition 1.10 : Soit S une surface paramétrée par f : U — R? | et soit My = f(ug,vo) un point
réguliere de S.
On appelle plan tangent & S au point My le plan engendrée par les vecteurs 9, f (ug, vo) et O, f (ug, vo)

et passant par Mj.

TaeS = Mo+ Vect(duf(uo,v0), 0y f(uo,v0)) = {f(uo,v0) + A0uf (w0, vo) + 10y f (g, v0); A, p € R}

On peut montrer que cette définition ne dépend pas de la paramétrisation choisie.
Au final, on peut retenir que si la surface est réguliere , alors le plan vectoriel associé a Ty, S définit

en tout point M par 'application f est de dimension deux : On ’appelle aussi plan tangent.
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FIGURE 1.6 — Plan tangent

Proposition 1.3 : le point p € R? appartient au plan tangent & S en M si et seulement si :

of

0 —
‘ ‘%(an Uo), a—i(uo, Uo), Mop

‘ N 0
Remarque 1.2 : Si S est une surfarce réguliere définie implicitement par :

oll F': R?¥ — R une application différentiable.

alors, le point p appartient au plan tangent a S en My = (g, Yo, 20), Si :
—
(VF(p), Mop) =0

Ceci est équivalent a dire :

oF oF oF
%(I — o) + 8_y(y — o)+ (2= 2) =0

Ainsi :

Thr,S = [VF(p)]*

1.2.1 Formes fondamentales d’une surface
Orientation et normale

Définition 1.11 : Soit S une surface paramétrée par (U, f) et p € S.
On appelle vecteur normal au point p, tout vecteur orthogonal & 7,S. L’ensemble des vecteurs
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normaux constitue un sous espace vectoriel de dimension 1.

Il y a donc en tout point de S exactement deux vecteurs normaux unitaires, c¢’est-a-dire de norme
1, avec des directions opposées.

Posons :

fu = auf(uav) et fv = a’uf(u’ 'U)

Puisque les deux vecteurs f, et f, sont linéairement indépendant, alors le produit vectoriel f, A f,

est non nul et on peut donc définir le vecteur normal unitaire par :

[fu A Sl

Si S est définie implicitement par ’équation cartésienne : F'(z,y,z) = 0, et p un point de S, alors
le vecteur VF(p) est normal.
Le vecteur normal unitaire est donnée par :

VF(p)

"P) = E)]

On peut remarquer que si n(p) est un vecteur normal unitaire, alors —n(p) est aussi un vecteur

normal unitaire.

n(p)

FIGURE 1.7 — Vecteur normal & une surface

Définition 1.12 : Une surface réguliere S est dite orientable, s’il existe une application continue
n: S — R3 telle que, en chaque point p de la surface S, le vecteur n(p) est non nul et orthogonal
au plan tangent 7,S.

Exemple 1.5 : Soit S ’hélicoide paramétrée par :

f:R? — RS

(w,v) > f(u,v) = (ucosv,usinv,v)
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Soit n : S — R? Dapplication qui au point p associe le vecteur normal unitaire N(p).
Pour (u,v) € R? nous avons :

Ju = (cosv,sinv,0)
fo = (—usinv,ucosv,1)
Donc :
fu(ua U) A fv(u’ U) == (Sin v, COSV, 'Ll,)
Ainsi :

fulu,v) A fo(u,v)

N = 1w ) A folw0)]

1 :
= ———(sinw, cos v, u)

V1+u?

Remarque 1.3 : Une surface réguliere S ne peut pas étre toujours globalement orientable.
I’exemple le plus standard d’une surface non orientable est la bande de Mobius.

FIGURE 1.8 — bande de Mobius

Définition 1.13 : la premiere forme fondamentale de S en un point p est la restriction du produit
scalaire de R? & T,S, c’est donc la forme bilinéaire symétrique définie positive donnée par :
L, :T,SxT,5 —R
(X,Y)— L(X,Y)=(X,Y)

oll < .,. > désinge le produit scalaire de R3.

Remarque 1.4 : La forme bilinéaire I, étant la restriction d’'un produit scalaire, c’est également
un produit scalaire , donc qu’elle est symétrique et définie positive.
Parfois on appelle premiere forme fondamentale de S en p la forme quadratique associée a I, qui a

tout vecteur X tangent a S en p, associe le carré de sa longueur, soit :
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L = (X, X) = [IX]|*

Comme souvent en géométrie, une notion définie abstraitement, devient utile lorsqu’on 'exprime
en coordonnées.
Notons par [ : (u,v) — f(u,v) une paramétrisation de la surface S. La différentielle de f, df est

donnée par :
df = fudu+ fydv

Il est clair que df € T),S.

Nous avons :

L(df, df) = (df, df)
= (fudu+ fodv, fudu + f,dv)

= (fur fu) du® + 2 fu, fu) dudv + (f,, fo) dv’

Posons :

E = <fu>fu> F o= <fu>fv> G = <fv>fv>
Ainsi :
L(df,df) = Edu* + 2Fdudv + Gdv?

Les quantités E, FetG s’appellent les coeflicients de la premiere forme fondamentale.

Remarque 1.5 : On peut représenté la relation précedente sous forme matricielle :

b= (50 ) ()
E F
F G

est une matrice symétrique. Elle est définie positive si et seulement si toutes ces valeurs propores

La matrice :

sont strictement positives.

Ceci est équivalent a dire :

E > 0 e EG—F?> > 0
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1l est clair que E = ||f,||> > 0 (Car f est une paramétrisation réguliére).
Et d’aprés I'inégalité de Lagrange :

VXY R (IXIPIYIF = [IXAY]P+(XY)?
nous obtenons en prenons X = f, et Y = f, :

EG—F*=|f A f|> >0
E F
F G

Exemple 1.6 : Premieére forme fondamentale du cylindre et d’hélicoide

Ce qui montre que la matrice :

est définie positive.

Un cylindre du rayon r peut étre représentée par la paramétrisation :

f:R? — R?

(u,v) — f(u,v) = (rcosu,rsinu,v)

Un calcul simple montre que pour tout (u,v) € R? nous avons :

fu = (=rsinu,rcosu,0)

fo=1(0,0,1)
Donc :
E = r?
F =0
G =1

Ainsi la matrice de la premiere forme fondamentale est donnée par :

A:<r20>
0 1

Remarquons que A ne dépend pas du point (u,v) de R?, ce qui n’est pas toujours vrai.

En effet, prenons par exemple une paramétrisation de I’hélicoide :
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f:R? — RS

(u,v) +—  f(u,v) = (ucosv,usinv,v)

pour tout (u,v) € R? nous avons :

fu = (cosv,sinv,O)
fo = (—usinv,ucosv,l)
Donc :
E = 1
F = 0
G = 1+u?

La matrice de la premiere forme fondamentale est :
A 1 0
0 14 u?

Définition 1.14 : Soit S une surface paramétrée par (U, f). On appelle aire de S le nombre réel

Aire d’une surface

positif :
. of af
A = — —
ire(.S) / Hau (u,v) A 5 (u,v)|| dudv
U
C’est laire du parallélogramme formé par g—i(u, v) et g—{)(u, v).

Remarque 1.6 : Cette aire ne dépend pas de la paramétrisation choisie. Cela résulte de la formule
de changement de variable dans les intégrales doubles.

En terme de coordonnées, nous avons :

Aire(S) = /\/EG—FQdudv
U

VEG — F? s’appel 'élément de volume de f.

Exemple 1.8 : Aire de la sphere
On considere 'application :
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f 0,27 x [0, 7] — S?

(u,v) —> f(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv)
Cette paramétrisation est réguliere, et nous avons :
E=sin’v , F=0 , G=1
Ainsi :

Aire(S) = / V sin? vdudv

[0,27] % [0,7]

= 27?/\/ sin? vdv

[0,7]

= 2 / sin® vdv

(0,7]

= 47

Notons que :

EG—-F? = (0 < H%(u,v)/\g—f(u,v)” =0

Lemme 1.1 : Une surface paramétrée f : U — R3 est réguliere en un point p si :

(EG—F*)(p) # 0

Application du Gauss

Définition 1.15 : Soit S une surface orientée de classe C2.
L’application de Gauss de S est I'application définie par :

v:S — §2

P vlo) = nlp) = R

olt 52 est la sphere unité, et p = f(u,v).

H
On voit par exemple que si S = S2, I'application qui & un point p de S? associé le vecteur Op est
une application de Gauss de la sphere S2.

Remarquons que si v est une application de Gauss alors —v aussi.
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FIGURE 1.9 — application de Gauss

1.2.2 Seconde forme fondamentale

Soit f une paramétrisation de classe C¥ k > 2 d’une surface S. D’aprés la définition de I’application
de Gauss, au voisinage de tout point p de S, on peut toujours définit un vecteur normal unitaire n.
Et comme la surface est réguliere, 'application de Gauss en chaque point p de S est différentiable
et sa différentielle, noté dn,, est une application linéaire du plan tangent 7,5 en T;,;,)S 2,

Puisque ces deux plans sont paralleles, alors on peut considerer dn, comme une application linéaire
de T,,S dans lui méme.

La différentielle de n est :
dn = nyudu+ n,dv

Définition 1.16 : L'opposée de la différentielle dn,, est appelée endomorphisme de Weingarten. On

note :
W, = —dn,

C’est un endomorphisme symétrique et auto-adjoint. En particulier, il est diagonalisable dans une
base orthonormée.

Nous avons :

d{n,n) = {(dn,n)+ (n,dn)

= 2(dn,n)

Et puisque n est unitaire, alors :

Donc :
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(dn,n) = 0

Ce qui prouve que dn est orthogonal a n, et alors dn appartient au plan tangent a S en p.
Considérons a présent la quantié —(df, dn),

Nous avons :

—(df,dn) = —(fu,du + f,dv,n,du + n,dv)

- _<fu7nu>du2 - (<fu; nv> + <fv7nu>)dUdU - <fv; nv>dU2
Posons :

L= _<fU7nU>
M = _(<fmnv> + <fvanu>>

N = _<f1;7nv>

Définition 1.17 : On appelle seconde forme fondamentale associée a la surface S la quantité :

II,:T,SxT,S —R

Ou p = f(u,v). En particuliers, nous avons :
I1,(du, dv) = — (df,dn)

Elle peut aussi étre représentée par la matrice :

(%)

les coefficients L, M et N, s’appelent les coefficients de la seconde forme fondamentale.

Comme f, et f, sont orthogonales & n en tout point p = f(u,v) de S, alors :

O = (e + (fum) =0
O o) = (o) + (forma) =0
D o) = {fum) + {furme) =0
D fum) = () + (o) =0

Ce qui nous permet d’écrire :
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L = <fuu7 n)
M = <fuva n)
N = <fvvu n)

Et nous avons de plus :
II,(du,dv) = Ldu®*+ 2Mdudv + Ndv*
Exemple 1.9 : Soit S la surface paramétrée par :

f:R? —R3
(u,v) > f(u,v) = (u,v,“;jLé)

Nous avons :

fu = (1707u)

fv = (07 1,1))
Donc :

(—u,—v,1)
n=—=—

Au point p = (0,0,0), nous avons :

fu=1(1,0,0)

fv = (07 170)

L’espace tangent au point p = (0,0, 0) est engendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,1,0). C’est-a-dire
le plan (zOy).

Le vecteur normal n au point p = (0,0,0) est n, = (0,0,1).

Les coeifficients de la seconde forme fondamentale sont :

1 1

L= (fu,n) = NiEsra ((0,0,1), (—u, —v,1)) = N
M = (fum) = S ((0.0.0) (.=, 1) = 0
N = () = e (0,01, (=0, 1)) = e
Donc : 1
I, = ————— (du® + dv?)
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1.2.3 Courbures d’une surface

Puisque 'application de Weingarten est symétrique, alors sa matrice associée 11, est diagonalisable.

Définition 1.18 : Les valeurs propres 71 et 7o de II, s’appelent les courbures principales de la
surface S en p . Les vecteurs propres associés s’appelent les directions principales . La courbure

moyenne de la surface S en p est la demi trace de /1, :

T +7'2
2

1
H= §tmce([[p) =

Le déterminant de la matrice I1, s’appelle courbure de Gauss (Ou courbure totale) de la surface S

enp:

G = det(IIZ) =T1 X Ty

Exemple 10 : Dans ’exemple précedent, la matrice de la seconde forme fondamentale est donnée

par :

1 10
Vi4ur+02\ 0 1
les courbures principales sont :
1
V1+uZ+ 0?2

La courbure moyenne et la courbure de Gauss en un point p de R? sont données par :

T = T2 =

7'1-’-7'2_ 1

H— —
2 2v1 4+ u? + v?

et :
1

G=TiXmHg=——
LT 14 u2 + 02
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Surfaces minimales

2.1 Probleme de Plateau et surfaces minimales :

Dés 1760 , le mathématicien Joseph-Luis Lagrange s’intéresse au porbléeme suivant :

Décrire la surface d’aire minimale s’appuyant sur un contour donné.

Bien que quelques cas particuliers aient eté résolus mathématiquement, il fallut attendre les travaux
de Jesse Douglas sur le probleme de Plateau pour apporter une solution theorique.

Le probleme de Plateau se formule comme suit :

Déterminer la surface d’aire minimale qui s’appuit sur une ou plusieurs courbes fermées (c¢’est-a-dire
la surface dont sa frontiere est formée par ces courbes).

Le physicien Joseph Plateau a donner une réponse expérimentale de ce probleme, en plongeant
des fils de fer a la forme des courbes données dans I’eau savonneuse. En les sortants de 'eau , les

structures de savon obtenues forment des surfaces, solutions du probléeme du Plateau.

FIGURE 2.1 — Surface minimale

Rappelons qu’une surface est toujours localement le graphe d’une fonction lisse. Pour déterminer
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une surface minimale, il suffit donc de déterminer le graphe d’une fonction.

Définition 2.1 : Une surface S de R? est dite minimale si tout point p € S posséde un voisinage

V C S qui est la surface de moindre aire parmi toutes les surfaces de méme frontiere.

Soient U # () un ouvert borné de R?, et

un difféomorphisme

Considérons ’ensemble :
H = {h S CZ(U) ; hlaU = ¢‘8U}

c’est & dire I'ensemble des fonctions de classe C?(U), ayant le méme bord OU.

On dit que le graphe de f € H est minimal si pour tout h € H :
A(f) <A(h)
Ou :

A(f) = /U\/1+ |V f|*dudv

Le probleme de détemination des surfaces minimales se formule comme suit :

Déterminons f € H telle que :

A(f) = min A(h)

heH

Supposons que f minimise A et choisissons n € H tel que :
77|au = 0

Considérons la famille de fonctions f; paramétrée par :

Ji=[f+1n

Il est clair que :
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fi € H
En effet, puisque :
f e ¢()
et :
tn € C*U)
alors :
f+tn € C¥U)
Donc :
fi € C*(U)
De plus :
ftio0 (f‘i‘t??){aU
- f}aU+tn|aU
=
- w}BU

Le terme tn s’appel la variation de f.
Puisque f est la fonction minimisant A, alors t = 0 doit étre un point critique de la fonction :

Alt) = A(f,) = / \/ 1+ |V fildudv

Cela signifie que :

= 0

%A(t)‘tzo -

Le théoreme de la dérivation d 'une intégrale paramétrée nous permet d’écrrire :

%A(t)|t:0 = 4 /\/1+|Vft|2dudv
U

o

- /(%\/1+]Vft]2>| dudv
U

t=0
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Pour une fonction vectorielle g(¢) nous avons :

G190 = 29t . He(0)

d Vi,V
o <\/1 + |Vft|2) _ VI V) IVZ>I2
J1+ |V

N
\Vizve !

d Vf
w T ()

Ainsi :

En t =0, nous avons :

Par conséquent :

d Vf
—A(t :/<—,V >dudv=0
dt ()|'f:0 J 1+ |Vf? K
3
Appliquons maintenant la formule :
div(pF) = (Vg,F) + o(divF)

(o ¢ : R™ — R est une fonction lisse et F' un champ de vecteur.)

nous obtenons :

<—Vf V77> = —ndiv <—Vf > + div (n—vf )
VIV J1+ VP J1+ IV

Ceci nous permet d’écrire :

. Vf . Vf
%A(t) — = n div (—) dudv + div (77—) dudv
. / Y1+ VP U/ VIHIvIT

Et d’aprés le théoreme de divergence, nous avons :

. Vf
LA(t) e = — [ mndiv ( )dudv + ( )dudv
T o / 1+ VI Z 1+|Vf|

= —/ndiv (V—f) dudv
7 VI+IVIP
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Car : n = 0 sur OU
Appliquons maintenant le théoréeme fondamental de calcul des variations, nous obtenons :

(2.1)

div <—Vf ) =0
VI+IVFP

Cette equation s’appelle 'equation d’Euler-Lagrange pour les surfaces minimales.

C’est une equation aux dérivées partielles quasi-linéaire et élliptique.

Or :
VP = f2 + f
et :
) Vf ) fu £,
d1v<—>:dlv< 7 >
L+ [V /I \/1+|Vf]2 \/1+|Vf|2
A AL LAY ERN I
(k)2 k)
“a\vr ) te\U
De plus :
ou - 3 wu T wu-Jy = JuvJu-Jo
O TT T (1424 f2)} fuu+ fuu- £y = fuvfu-f.
- 1 3 {fuu(l +f3) - fufufufv}
(L+f2+12)"
et :
LN S PR . R
Finalement :

1
(1+ 2+ f2)
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Ou encore :

C’est I’équation des surfaces minimales établie par Lagrange en 1762.

Exemple 2.1 : Prenons S le plan de R? défini par :
(u,v) — (u,v,au+bv+c)

Il est clair que le dérivée secondes de f(u,v) = au + bv + ¢ sont tous nulles.
Donc 'équation (2.2) est bien vérifie.

Ainsi le plan est une surface mnimale.

Mentionnons quelques résultats fondamentaux sur les problemes d’existence de solution du probleme
de Plateau.

Théoréme 2.1 [3],[11] : Pour toute courbe de Jordan fermée rectifiable I' € R3, il existe une

solution au probleme de Plateau.

Théoréme 2.2 [6] : Toute courbe de Jordan I € R? de classe C* (0 < a < 1) borde une surface
minimale orientable plongée.

Pour d’autres résultats d’existence, d’unicité et de la régularité de la solution, voir [5].

En 1776, Jean Baptiste Meusnier a interprété I’équation (2.2) comme étant I'annulation de la

courbure moyenne.

Théoréme 2.3 [4] : Une surface S est dite minimale si et seulment si sa courbure moyenne H est
identiquement nulle H =0 .

Preuve 2.1 : Soit S une surface paramétrée par :

f(uav) = (u U g(uvv))

Nous avons :

fu: 0 fv: 1 fuu: 0 fvv: 0 fzw: 0
Gu Ju Guu, Guv Guv
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Le vecteur normal n est donnée en un point p de S par :

( — Gu; —Gu, 0)

V1+ Vgl

Les coecifficients de la premiere et seconde forme fondamentale sont données par :

n =

F= <fuva> = Gu-Gv

G:<fvafv>:1+gg
. . Guu
M = <fuv7n> = L
V 1+ Vgl
N = (foo,n) = G
V1+|Vgl?
Or:
- 1—2FM+EN+LG
2 EG — F?
Donc :

H=0++= -2FM+EN+LG=0

_2 uv-Yu-Yv VU 1 u2 uY 1 112
ey 220uw-gu-ge) + oo 1+ 97) + guu (L +95°) _

V1+|Vgl|?

= guu (14 90°) + 9o (1 4+ 9°) — 2 (Yuv-Gu-90) = 0

Qui est tout simplement 1’équation (2.2) des surfaces minimales. La surface S est donc minimale si

et seulement si sa courbure moyenne H est nulle.

2.1.1 Coordonnées isothérmes

Vérifier q'une surface est minimale en utilisant le calcul de la courbure moyenne est un travail

fastidieux. Pour simplifier les calculs nous allons considérer une paramétrisation simple appelée
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paramétrisation isotherme.

Définition 2.2 : Une paramétrisation f : U — R3 d’une surface S est dite isothérme (ou conforme)
sl :
<fu; fu> = <f'u7 fv> et <fu7 fv> = 0

C’est a dire que la matrice de la premiere forme fondamentale est proportionnelle a 1'identité.
Il est & noter que toute surface peut étre paramétrée par des coordonnées isotheérmes [10].

Théoréme 2.4 [10] : Une surface S paramétrée par les coordonnées isothermes :
f:U — R3
(U’7 'U) — f(u,v) = (fl(u7v) ) fQ(U,U) ) fg(U,U))

est minimale si et seulement si ses fonctions coordonnées fi, fo et f3 sont harmoniques.

Preuve 2.2 :
Puisque S est paramétrée par des coordonnées isothermes, alors :

E:G:<fu>fu> et F:<fuafv>:0

Donc :

1EN + LG
H=-—"-"
2 EG

_N+1L

~ 2F

(fuu + fousm)
2F

(Af,n)

2K

Si S est minimale, alors : H = 0, Donc : (Af,n) = 0. Ce qui implique que f est harmonique.
Inversement si f est harmonique alors : Af =0

Donc :
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et puisque :

alors :

Par conséquent S est minimale.

2.2 Représentation de Weierstrass-Enneper pour les sur-

faces minimales

Au 19eme siecle, les mathématiciens allemands Karl Weierstrass et Alferd Enneper ont trouvés
un moyen de construction de surfaces minimales en utilisant a la fois la géométrie différentielle et
I’analyse complexe.

La représentation de Weierstrass-Enneper affirme que toute surface minimale peut étre représentée
par deux fonctions complexes dans le premier cas et une fonction complexe dans le deuxieme cas.

Rappelons quelques notions de ’analyse complexe qui seront uliles pour le reste de cette partie.

Soient U un ouvert de C, et f une application de U dans C :
fU — C
2 f(z)
Définition 2.3 : On dit que f est holomorphe en un point zy € U, si la limite suivante existe :
z)— f(z
o J) = ()
2—20 zZ— 2
On appelle cette limite la dérivée de f en zy , et est notée par f’(z).

On dit que f est holomorphe sur U, si elle est holomorphe en tout point z de U.

Remarque 2.1 : f est holomorphe si et seulement si

of

E_O

Définition 2.4 : f est dite méromorphe sur U si elle est holomorphe sur U sauf pour des points
singuliers isolés qui sont tous des poles.
Rappelons qu'un point zy est un pole de f si :
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o) = oo

Théoreme 2.5 : Conditions de Cauchy-Riemann

La fonction complexe
z=x+iy — f(z) = Plry) + iQz,y)
est holomorphe au point zy = x + 1y si et seulment si les fonctions :

(z,y) — P(z,y)

(z,y) — Qz,y)

sont différentiables au point (g, yo), et si leurs dérivées vérifient les conditions de Cauchy-Riemann :

%_];(55071/0) = %(%,yo)
%—g(ﬂﬁo,yo) - —%—f(mo,yo)
La dérivée f' de f en z est donnée par :
fi(2) = Ly + iy

0]
= %(x,y) - Za—g(x,y)

Soit S une surface définie par une paramétrisation isotherme (X, U) :

X:UCR? — R3
(u,v) — X(u,v) = (X*(u,v), X?(u,v), X3(u,v))

Puisque R? est homéomorphe & C, alors on peut identifier (u, v) avec le nombre complexe z = u+iv.

Nous avons :
z2+zZ=2u et z—7Z=2w
Ainsi :

24z __ z—Zz
y ot v=5

u =
On peut voir X comme une application d'un domaine U de C a valeurs réelles.

X(2,7) = (X'(2),X%(2), X*(2))
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Si F' est une fonction arbitraire de :

Alors :

or _orou oro
Dz  Oudz Ov 0z

_8_F£ 247z +8_F£ z2—Z
 Ou 0z 2 ov 0z 2i

_16F+18F
C20u 20 Ov

_1/oF _OF
~ 2\ 80 " "ou

De méme :

OF _0F0u  oF o
0z  Oudz vz

0P (247\ 0P 0
w0z 2 ov 0z

_19F  10F

C20u 2 0v

—1 8_F_|_8_F
2\ du 281)

Ainsi :

et :
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Ces équations s’appellent les dérivées de Wirtinger.

de plus :

= %—Z (du + idv) + aa—]: (du — idv)
Théoreme 2.6 : Premiere représentation de Weierstrass-Enneper
Soit X (z) = (X!(z), X%(2), X3(2)) une surface minimale sur un domaine U de C.
Alors il existe une fonction f holomorphe sur U, et une fonction g méromorphe sur U, non identi-

quement nulles telleque ¢f? soit holomorphe, et :

X'(z) = Re /%f(l —g2)dz_

X?(z) = Re _/%f(1+92)dz_

X3(2) = Re /fgdz]
Réciproquement, de telles fonctions f et g définissent une surface minimale X : U C R? — R3.

Preuve 2.3 :

Soit S une surface minimale définie par une paramétrisation isotherme (X, U)

X:UCR —R?

(u,v) — X(u,v) = (X' (u,v), X?*(u,v), X?(u, v))
Posons :
¢ = (¢1,¢2,03)
Avec :
)¢ A ,
_ YT — Z(YI _iXI .

¢J 82 Xz Q(Xu ZX’U) j € {17273}

Nous avons :

(6)” = 7 + ¢3 + ¢5 = (X3)* + (X2)* + (XD)*
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Or :

| =

Donc :

3 3 3
SO ICED DEHEED PEEbe)

J Jj=1

1
=1 (|Xu|2 — | X,|? — 2i(X,, XU>>

1

Comme X est isotherme, alors :
E=G e F=0

Par conséquent, ¢ = 0.

Inversement, si ¢ = 0, alors :

i(E—G—%F):O — E=G et F=0
Donc X est isotherme.
Or :
P> =0 <= (¢ — i) (¢1 +iche) = — (¢3)2
Posons :
f = ¢1 - i¢2
s
P1 — iy
Donc :
¢ = fg
et :
2
¢1+ipe = 3 —f-g2

T —idy
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Et puisque :
f=¢1—id2
alors :
¢1 = f+igy
Par conséquent :
¢=0 <= (1)°+(d2)+(¢3)>=0
= ([ +ide)’ +(¢2) +(f.9)" =0
= [P+ 2if¢s+ (f.9)° =0
— fP1+¢})+2ifga=0
= ¢=1f(1+4%
et :
b= FHICFO+ )
. 19
= f — 5 _ 7
=-f(1-¢%
Finalement : ]
¢ = §f(1 +9%) (2.3)
b= 51 +) 24)
¢3 = f.g° (2.5)

La démonstration du théoréme réclame les deux résultats suivants :

Lemme 2.1 :

ou : A désigne le laplacien de X.

0 0X 1

=-AX

72 9. T 1
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Preuve 2.4 :

00X 0[1[0X Z,@X
ou ov

0z 02 097|2

L0 (90X 0X\ 0 (09X 0x
20u \ Ju Zav Z(% ou Zav

_1(62X OX X | 0X9X a2X)
!

ou? Zau ov +Z%%+ 0v?

(x| X
4\ Ou? ov?

1
=-AX
4
Théoréme 2.7 : Soit S une surface définie par une paramétrisation isotherme (X, U) , alors S est

minimale si et seulment si chaque ¢; est holomorphe .

Preuve 2.5 :
Si S est minimale, alors X est harmonique, et :

op 0 [0X 1
—=—(—=— ) =-AX =

0z 82( 0z ) 4 0
Ce qui implique que chaque ¢; est holomorphe.

0¢

Inversement ¢; est holomorphe, alors : 2= = 0.
o0 = 2(3)=0
— IAX =0
— AX =0

—> X est harmonique

= S est minimale
Donc toute surface minimale peut étre représentée par une fonction ¢ de composants holomorphes,
et telle que ¢? = 0.
De plus les coordonnées isothermes de cette surface sont données en fonction de ¢ par la relation :
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Xi(z) = cj+2Re(/¢jdz) je{1,2,3}

ol ¢; est une constante.

En effet :
z=u+iw = dz=du+idv

— Gidz = 1 (X — iX]) (du + idv)
= ¢dz =1 [(Xidu+ XIdv) + i (Xidv+ Xidu)]
= Xidu+ Xidv = 2Re(¢;dz)

— dXJ =2Re(¢;dz)

Intégrons les deux cotés de la derniere égalité, nous obtenons :
de:2Re</gbjdz>+cj j€{1,2,3}

La meilleurs facon de construire ¢ pour qu’elle soit holomorphe et ¢? = 0, est donnée par les
relations (2.3) , (2.4) et (2.5) .

Avec f une fonction holomorphe, et g méromorphe, telles que fg? soit holomorphe.

Dans ce cas ¢ est holomorphe et :

& = 1[FQ— )] = 1[FQ+ )]+ (F0)* =0

o

Finalement :

X1(2) = Re _/1(1—92)fdz_

X?(z) = Re /3(1 + ¢%) fdz
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Exemple 2.2 :Si U=C |, f(z2)=1 et g(z)=1 Alors:

X*(z) = Re
X?%(z) = Re
X3(z) = Re

Donc :

_/%(1—92)(12} = Re {/Odz} =1

:/fQde] = Re [/dz] =Re(z) =u

X = (1,—v,u)

C’est 'equation du plan, qui est une surface minimale.

—/%(1+92)dz} = Re [/z’dz] = Re(iz) = —v

FIGURE 2.2

Il existe une autre fagon d’écrire la représentation de Weiersrtass-Enneper, en utilisant une seule

fonction holomorphe.

Soit ¢ une fonction holomorphe sur U, ayant un inverse ¢~ *.

Posons le changement de variable :

Donc :
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et :
_f&) o fleTHQ)
T =50 % = g™
On définie la fonction F' de variable { par :
_ flg™H(9)
FO= 510

Il est clair que F' est holomorphe, et :

Remplagon ¢(z) par ¢ et f(z)dz par F(¢)d( dans la premiere représentation de Weiersrtass-Enneper

nous obtenons :

Théoreme 2.8 : Deuxieéme représentation de Weiersrtass-Enneper
Soit U un domaine simplement connexe de C.
Si F est holomorphe sur U, alors f définie une surface minimale paramétrée par :

X(z) = (X'(2),X%(2), X°(2))

Avec :
[ 1
X*(z) = Re /5(1 - CQ)F(()dQ}
x2(2) = Re | [ 20+ )P(Qac]
x4 = ke [ erion]
1. F(¢) =1 correspends au surface surface d’Enneper.
2. F(¢) = %, avec k réel correspond au caténoide.
3. F(¢) = %, avec k réel correspond au hélicoide.
4. F(¢) = 1f’24, correspond & la premiere surface de Scherk.
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Exemple 2.3 : Prenons: U=C , F(¢)=1 Nous avons :

S TE s R o R T

X%(() = Re :/%(H@)F(g)dg] = %Re [g+§] = é(—v3+uv2—3v)

: [ ¢
X?(¢) = Re /CF(C)dC] =Re (3) = 5(u* = %)
Donc la paramétrisation de cette surface est :
X (u,v) = g( — v + 3uv? + 3u, v® + 3u’v — 3v, 3u? — 3v?)

qui est la paramétrisation de la surface de d’Enneper.

FIGURE 2.3 — Surface d’Enneper avec intersection



Chapitre 3

Exemples de surfaces minimales

Dans ce chapitre, nous allons voir comment la représentation de Weiestrass-Enneper peut étre uti-
liser pour déterminer des surfaces minimales, en intégrant simplement des fonctions complexes.
Nous présentrons les représentations des quatre surfaces minimales qui ont été les premieres a étre

découverte a coté du plan.

3.1 Caténoide

Le caténoide est une surface de révolution obtenue en tournant la courbe,
a(x) = (z,coshzx), xR

autour de 'axe des z. C’est une surface minimale et complete. Elle était étudiée par Euler en 1740.
Le nom caténoide vien de catena : chaine, qui est aussi le nom latin de la chainette. Elle constitue

avec le plan, les seules surfaces de révolutions minimales.



Chapitre 3. Exemples de surfaces minimales

44

FIGURE 3.1 — Caténoide

Prenons :

U = C, flz) = —exp(—2) et g(z) = —exp(z)

Il est clair que les fonctions f et g sont holomorphes sur C.

61 = 5(1— g)f = sinh(2)
6= 51+ g)f = ~icosh(2)
p3=fg=1

La premiere représentation de Weiestrass-Enneper nous donne :

X'(2) = Re { / sinh(z)dz} = Re {Cosh(z)} = cosh(u) cos(v)

X?(z) = Re / icosh(z)dz} = Re {— isinh(z)] = cosh(u) sin(v)

X3(z) = Re /dz} =Re(z) =u
Ainsi :
X (u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v), u)

qui est la paramétrisation du caténoide (figure3.2).
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Caractéristiques

Equation cartésienne :

FIGURE 3.2

p= acosh(%)

o,

Paramétrisation :

X (u,v) = (acos(u) COSh(S), sin(u) cosh(

Premiere forme fondamentale :

p=a2+2

(%

a

);u)

a € R”

ds®* =1, =a’ cosh(g)du2 + cosh(g)dv2
a a

Elément d’aire :

Deuxieme forme fondamentale :

Courbure moyenne :

Courbure de Gauss :

dA = acosh(2)dudv
a

1
11, = —adu® + —dv*
a

H =0 (surface minimale)

a € R*
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3.2 Hélicoide

L’hélicoide est une surface s’appuyant sur une hélixe et sur un axe.On le génere par le déplacement
d’une droite perpendiculaire a ’axe d’un cylindre droit de rayon r a vitesse constante.

C’est une surface minimale et complete. Elle fut découverte par J-Meusnier en 1776.

L’hélicoide constitue avec le plan les seuls surfaces réglé (c’est-a-dire peuvant étre obtenue par

déplacement d’une droite dans I'espace).

FIGURE 3.3 — Hélicoide

Prenons :
U=C , f(z)=exp(—2) et g(z) =—iexp(z)
les fonctions f et g sont holomorphes sur C. Nous avons :
b1 = %f(l — ¢*) = cosh(z)
Py = %f(l + ¢?) = —isinh(2)
¢3=[fg=—i
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Donc :

X*(z) =Re _/cosh(z)dz] = Re [ sinh(z)] = sinh(u) cos(v)

X?(z) = Re / —i sinh(z)dz} = Re [ — icosh(z)| = sinh(u) sin(v)

X3(z) = Re :/—idz} =Re[—iz] =v

ou z = u +

Finalement :
X (u,v) = (sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v), v)

Qui est une reparamétrisation du hélicoide (Figure3.4).

FIGURE 3.4 — Hélicoide

Si on pose le changement de variable :
(w.v) = (sinh(u),v)
Alors :

X(w,v) = (wcosv,wsinv, v)
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Caractéristiques

Equation cartésienne :
y = wtan(Z) acR*
— Paramétrisation :

X (u,v) = (ucosv,usinv, av) acR”

Premiere forme fondamentale :

I, = dS* = du® + (a* + u*)dv?
— Elément d’aire :

dA = Va? + v?dudv

Deuxiéme forme fondamentale :

a
_[Ip = —\/ﬁdUdU

Courbure moyenne :

H = 0 (surface minimale)
— Courbure de Gauss :
G = o’
 (a? +u2)?

Remarque 3.1 : Notons que le caténoide peut étre déformer continiment en un hélicoide.

Les surfaces intermédiaires sont les hélicoides minimaux, se sont des surfaces minimales qui sont
localement isométriques a I'hélicoide.

En particulier I'hélicoide est localement isométrique.

L’equation de cette transformation est :

7r
Z; = cos t( sinh v sinh u, — sinh v cos u, u) + sint(coshv cos u, cosh v sin u, u) t e [0, —]
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FIGURE 3.5 — Déformation d’un caténoide en hélicoide

. Sit =0, on trouve une reparamétrisation de I’hélicoide.

. Sit =7, on trouve le caténoide.

3.3 Surfaces de Scherk

En 1835, P.Scherk a déterminé les solutions de 1’équation d’Euler Lagrange qui sont de la de la
forme (surfaces de translation) :

fz,y) = g(x) + h(y)

Les fonctions solutions sont de la forme :
f(az,y)zaln(cosay) a>0

Les surfaces sont doublement périodiques. Remarquons que la surface de Scherk est définie si :
cosa
(=) >0
cos ax

Par exemple a = 1, et (x,y)e} —g,g[x} —g,g[.
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FIGURE 3.6 — Premiere surface de Scherk

Scherk a découvert d’autre surfaces minimales particulieres, comme la seconde surface de Scherk,
qui est simplement périodique.
la seconde surface de Scherk est donnée par 1’équation :

sin(z) = sinh(x)sinh(y)

FIGURE 3.7 — Seconde surface de Scherk

Prenons :

U = {2€Clz|<1} et () = 25 , g(r) = =2
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Il est clair que f et g sont des fonctions holomorphes sur U.

Nous avons :
1 1/1— 22 1 1
:—1—2 = — = —
o1 2( ) 2(1—|—z2) i z2—1
) 7 ) )
=1+ f =~ = -
0= 50 +g)] 2<1—z2) s+l 21
4z 2z 2z
s =19 1—24 2241 22-1
Donc :

et :

On peut vérifie que :

Donc :

=

z—1
Z—1
zZ+1

_ -1
IER
_ -1

BREEET

De méme puisque :

z+1 ]z|2—1+_z—3
= i
z—1 |z=12  |z—1?
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Donc :
1
cos X2 —COS( g(z+ ))
z—1
(= (557))
= cos | arg
z—1
Re (=)
R
|22 —1]z—1
lz =112 |z+1
.
|22 — 1
Ainsi :
X% 2P +1 5
Co8 <7 = T = exp(X°~)
Finalement :

FIGURE 3.8 — Premiere surface de Scherk

Caractéristiques

— Equation cartésienne :

exp (2) coS <§) = coS (%) a>0
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— Parameétrisation :

X = (woatos (20)) e | T 5[] 3]

— Courbure moyenne :

H = 0 (surface minimale)

3.4 Surface d’Enneper

La surface d’Enneper est une surface minimale étudié par A.Enneper en 1863. C’est une surface
non plongée, avec des auto-intersections.

On peut imaginer une surface d’Enneper comme une surface s’appuyant sur un contour comme celui
tracé sur une balle de Tennis.

La surface obtenue est la moitié de la surface de balle de Tennis.

FIGURE 3.9 — Surface d’Enneper

Le choix le plus simple pour la premiere paramétrisation de Weiestrass-Ennepper est de prendre
U=C , f(2)=2 et g(z)==z

Nous avons dans ce cas :

¢ =
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Ainsi :
! 1 u?
X'(2) = Re _/5(1—z2)d2} = §(u+u02—§)
2 [ 2 1 2 v’
X*(z) =Re “(1+2%)dz| =< (—v—vPv+—)
/2 2 3
X3(z) = Re /zdz] =u® —v?
ou z = u + 1v.
Donc :
u? v3
X(u,v):(u+uv2—§,—v—u2v~l—§,u2—vz)

qui est la paramétrisation de la surface d’Enneper.

F1GURE 3.10 — Surface d’Enneper

Caractéristiques

— Equation cartésienne :

2 2 3 2 2 2
Y- —x 2., 2, 3| Yy - 1,5 5 8 4 2 5
- - =6 - = - - >0
2= 9° 3" CloTE Tl ) e ¢
— Paramétrisation :
ud V3
X(u,v) =au+uw’® — —, —v —v’v+ —,u" — v*)

3 3
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— Premiere forme fondamentale :
I, = ds* = a* (1 +u® + v2>2 (du2 + dv2)
— Elément d’aire :
dA =a*(1+u”+ v2)2dudv
— Deuxieme forme fondamentale :

11, = dS* = 2a*(du’ + dv®)

Courbure moyenne :
H = 0 (surface minimale)
— Courbure de Gauss :
4 2
G-
(1+u? +v?)?

Si en prend :
U=C , f(z2)=1 et g(z)=2""1 , n>2

Dans la premiere paramétrisation de Weiestrass-Ennepper, nous obtenons la surface d’Ennepper
d’ordre n, paraméétrée par :
2n—1 2n—1 n

).aRe (= i(z + —)).2aRe (=)

n—1 n

X(z) = |aRe (z — 22

n—1
. Pour n = 2, nous obtenons la surface d’Ennepper classique.

. Pour n = 3, nous obtenons la seconde surface d’Ennepper.

3

. Pour n = 3, nous obtenons la surface de Bour.

FIGURE 3.11 — seconde surface d’Ennepper
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FIGURE 3.12 — Surface de Bour
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