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Avant- propos 

 

Cette matière fait partie de l’unité fondamentale UEF 3.1.1 qui consiste à fournir 

aux étudiants de troisième année licence parcours Télécommunication des 

connaissances de base sur le traitement numérique du signal comme l’analyse 

temporel et spectrale, filtres analogiques et numériques, et les lois de probabilités et 

statistiques. 

La structure de ce document, constituée de cinq (05) chapitres, a été élaborée afin 

de répondre aux questions essentielles et fondamentales de cette discipline. Des 

rappels sur les principaux résultats de la Théorie du signal ont fait l’objet du premier 

chapitre. Les processus aléatoires sont consacrés au deuxième chapitre. Dans le 

troisième chapitre, nous introduirons les différentes méthodes d’analyse et synthèse 

des filtres analogiques. Le quatrième et le cinquième chapitre ont été consacrés à 

l’échantillonnage des signaux et transformées Discrètes. 
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Chapitre 1: Rappels des principaux résultats de la théorie du signal 

 

1.1 Signaux 

En général, un signal est représenté par une fonction  s t  qui ce varie en 

fonction du temps t  caractérisé par un support et une amplitude bornée.  

 

Figure 1.1 Signal  

En outre, le signal peut être exposé au bruit, qui est un phénomène 

perturbateur indésirable de nature aléatoire gêne l’interprétation d’un signal.  

 

Figure 1.2 Signal bruit 
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Le rapport signal/bruit est donner par la formule ci-dessous:  

 1010
signal

bruit

P
Log dB

P

 
 
 

                                              (1.1) 

- La théorie du signal correspond à la description mathématique des signaux porteurs 

d’informations. 

- Le traitement du signal est un domaine qui se base sur l’électroniques, 

l’informatique, etc, afin interprète tout signal.  

- Le traitement de l’information est basé sur des méthodes destinées à l'évaluation des 

caractéristiques des systèmes de transmission de l’information.  

1.2 Classification des signaux 

1.2.1 Classification énergétique 

(a) Les signaux à énergies finie :  

Tout signal à énergie fine lorsqu’il possède une énergie finie  xE   et une 

puissance moyenne nulle  0xP  . 

 

 
2

xE x t dt





                                                        (1.2) 

(b) Les signaux à puissance moyenne  finie  

Tout signal à puissance moyenne finie lorsqu’il possède une puissance moyenne finie 

 xP   et énergie infini    so  : ntx physiquement irréali leE sab .  

 

 
2

2

2

1
lim

T

x
T

T

P x t dt
T






 
  

  
                                                       (1.3) 

 

1.2.2 Classification phénoménologique (ou temporelle) 

(a) Les signaux déterministes 

 

Ces signaux sont représentés par une fonction mathématique en fonction du 

temps. On retrouve dans cette classe les signaux périodiques et signaux non-

périodiques où les signaux périodiques, satisfaisants la relation    x t x t kT  .  
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(b) Les signaux aléatoires  

 Ces signaux ils ont un comportement aléatoire. On se base sur les propriétés 

statistique (moyenne, mode, médiane, écar-type, variance, quartile, etc) pour les 

décrire.  

1.2.3 Classification morphologique 

 Quatre (04) classes de signaux sont définies: Les signaux analogiques (ou 

continu)  s t , les signaux quantifies  qs t , les signaux échantillonnées  es nT  et 

les signaux numériques (ou logique)  q es nT .  

1.2.4 Classification spectrale 

 Dans ce cas, le signal peut être classé suivant sa puissance en fonction de sa 

fréquence. Cette caractéristique est exprimée en Hertz(Hz). On peut distinguer 

plusieurs types de signaux suivant: les signaux à large bande, les signaux à bande 

étroite, les signaux de basses fréquences, les signaux de hautes fréquences, les 

signaux ultra fréquence, les signaux très haute fréquence, les signaux super hauts 

fréquence. 
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1.3 Les signaux particuliers 

 

Fonction signe 
Fonction unité (échelon 

de heaviside) 

Fonction rectangulaire 

(porte) 

 sgn 0

1 0

0 0

1 0

t
t pour t

t

si t

si t

si t

 

 


 
 

 

   
1 1

sgn
2 2

1 0

0

u t t

si t

ailleur

 

 
 


 

 

1
0

2

1
1

2

0

si t

rect t si t

ailleur







 





 

 
t

x t Arect
T

 
  

 
 

Fonction rampe Fonction triangle Fonction sinus cardinal 

   
0

0

t si t
r t t u t

ailleur


  


 

   

1 1

0 1

x t tri t

t si t

si t



  
 



 

 
t

x t Atri
 

  
 

 

 

Impulsion de dirac : Mathématiquement, impulsion de dirac  t  (impulsion unité, 

distribution de dirac, distribution de délta, fonction délta) correspond à une fonction 

porte avec une largeur T tendre vers "0" et un aire est égale à 1.  

Fonction "Peigne de Dirac" Fonction d’échantillonnage: Représente une 

succession périodique d’impulsion de dirac. La fonction  T t est défini par : 

   T

k

t t kT 




  , :T période de peigne. 

 

 

 

 

 
 sin

Sin
t

c t
t





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1.4 Notion de puissance et énergie 

1.4.1 Energie d’un signal : L’énergie d’un signal  x t est définie par :   

 

   
2

1

2

1 2,

t

x

t

E t t x t dt                                                 (1.4) 

1.4.2 Puissance moyenne d’un signal  

La puissance moyenne d’un signal  x t sur un intervalle  1 2,t t est définie par :  

 

    
2

1

2

1 2

2 1

1
,

t

x

t

P t t x t dt
t t


                                            (1.5) 

1.5 Séries de Fourier  

1.5.1 Série de Fourier trigonométrique  

La décomposition en série de Fourier s’écrite sous la formule suivante: 

                   

      

     

     

0 0 0

1

0 1 0 2 0 3 0

1 0 2 0 3 0

cos 2 sin 2

cos 2 cos 2 2 cos 2 3

... sin 2 sin 2 2 sin 2 3 ...

n n

n

x t a a f nt b f nt

a a f t a f t a f t

b f t b f t b f t

 

  

  





  

   

    

  (1.6) 

                              
0

0

2

0

0 2

1
T

T

a x t dt
T





   

   
0

0

2

0

0 2

2
cos 1

T

n

T

a x t n t dt pour n
T







   

   
0

0

2

0

0 2

2
sin 1

T

n

T

b x t n t dt pour n
T







 
 

Avec :  

0 0 0

0

1
2 ;f T

f
    

0a  : la valeur moyenne (ou constante continue) 

na  : les coefficients paires de la série de Fourier 



Chapitre1                                  Rappels des principaux résultats de la théorie du signal 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 10 

 

nb  : les coefficients impaires de la série de Fourier 

1 1a et b : les éléments de fréquence d’harmonique fondamentales 

2 2a et b : les éléments de fréquence de deuxième harmonique 

1.5.2 Série de Fourier complexe  

D’après la formule d’Euler 

      

 

0 0 0 0

0 0

0

0 0 0

1

2 2 2 2

0

1

2 2*

0

1

2

cos 2 sin 2

2 2

n n

n

j nf t j nf t j nf t j nf t

n n

n

j nf t j nf t

n n n n

n

j nf t

n

n

x t a a nf t b nf t

e e e e
a a b

j

C a C e b C e

C e

   

 



 




 












  

     
       

    

      











(1.7) 

Avec : 

 
0

02

0 0

1
,

T

j nf t

nC x t e dt n
T


   

1.5.3 Théorème (ou égalité) de Parseval  

La théorie des séries de Fourier est basé sur ce Théorème. Peut s'interpréter 

comme suit:  

Si f est continue par morceaux et périodique alors: 

 

   
2

2 2 2 2 2

0

1

2

1 1

2

T

n n n

n nT

f t dt a a b C
T

 

 

                        (1.8) 

 

L’énergie de  f t  est égale à la somme des énergies de ces composantes. 
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1.5.4 Représentation spectrale 

Lorsque la séries de Fourier sont détermines, il est utile de tracer les 

amplitudes des harmoniques sur une échelle de fréquence qui montre la première 

harmonique (fréquence fondamentale ou harmonique d’ordre 1), et les harmoniques 

supérieures multiplient l'amplitude du fondamental ( 0.f n f ).  

 Spectre d’amplitude :

 

2 2

n n nA a b   

 Spectre de phase : n
n

n

b
Arctg

a


 
  

 
 

1.5.5 Transformée de Fourier  

La transformée de fourrier (ou intégral de Fourier) est une généralisation des 

série de Fourier permet d’avoir le contenu fréquentiel de d’autres type de signaux 

déterministes, continus et non-périodiques, citant par exemple signal rectangle, 

triangle, rampe, échelon, etc.  

 

      2j ftX f TF x t x t e dt






                                            (1.9) 

TF désigne la transformée de Fourier direct du signal  x t  

 X f  est une fonction de f , généralement complexe : 

     Re ImX f X f j X f         

 Spectre d’amplitude: 

     
2 2

Re ImX f X f X f         

 Spectre de phase:  

    
 

 

Im
arg

Re

X f
f X f arctg

X f


      
    
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1.5.6 Propriétés  

- Linéarité  

               ,
TF TF TF

Si x t X f y t Y f alors ax t by t aX f bY f    

 
 

- Symétrie 

   2
TF

X t f    

- Changement d’échelle du temps 

 
1TF f

x at X
a a

 
  

 

  

- Translation dans le temps  

       0 02 2

0 0,
TF TF

j ft j ft
x t t X f e x t t X f e

  
     

- Translation fréquentiel  

       
1 1

0 02 2

0 0,
TF TF

j ft j ft
X f f x t e X f f x t e

 

 

 
   

 

- Dérivation temporelle  

 
   2

n TF
n

n

d x t
j f X f

dt


 

- Dérivation fréquentielle  

 
  

1

2

n
TF

n

n

d X f
x t j t

df




 

  

- Intégration temporelle  

 
 

   0 2
2

t TF X f
x t dt X f

j f
  




 
 

 

- Convolution temporelle  

       
TF

x t h t X f H f  
 

 

- Convolution fréquentielle  

       
1

2

TF

x t h t X f H f


    
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Tableau 1.1 Transformée de Fourier 

  

 x t

 

 X f

  u t
 

 
1

j
 




 

 t
 

1 

 0t t 
 

0j t
e



 

t
rect

T

 
 
 

 

 sinT c fT

 

1  2 
 

t
tri

T

 
 
 

 

 2sinT c fT

 
 ate u t

 

1

2a j f

 a t
e


 
 

22

2

2

a

a f
 

 0sin 2 f t

 

   0 0
2

j
f f f f     

  0cos t
 

   0 0          
 

 sgn t

 

1

j f
 k

 

 k f

  

1.6 La convolution et la corrélation 

1.6.1 La convolution 

 

Le produit de convolution exprime la quantité de recouvrement d’une fonction 

 x t réel lorsqu’on la déplace sur une autre fonction réel  h t . 

       x t h t x h t d  




                                  (1.10) 

Dans un système linéaire causal, la sortie  y t  est donnée par le produit de 

convolution du signal d’entré  x t par la réponse du système  h t . 
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1.6.1.1 Propriétés  

- Commutativité  

         y t x t h t h t x t     

 

- Associativité  

 

     

     

     

1 2

1 2

y t x t h t

x t h t h t

x t h t h t

 

    

    

 

- Distributivité  

         

     

1 2

1 2

y t x t h t x t h t

x t h t h t

   

      

- Convolution de l’impulsion de dirac  

     

     

      

      

0 0

1 2 1 2

' ' ''

1 2 1 2

x t t f t

x t t t f t t

t t t t t t t

t t t t t t t





  

  

  

    

      

      
 

1.6.1.2 Théorème de Plancherel  

 La TF de la convolution de deux signaux est égale au produit des spectres des 

deux signaux.  

               ,
TF TF

x t h t X f H f x t h t X f H f               (1.11) 

1.6.1.3  Théorème de Parseval 

Si les signaux sont différant et réels, l’expression s’écrite : 

 

       x t y t dt X f Y f df
 

 
                               (1.12)
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Si les signaux sont identiques et réels, l’expression s’écrite : 

 

   
2 2

x t dt X f df
 

 
                                        (1.13) 

1.6.1.4 Déconvolution 

La déconvolution est l’opération inverse que permet d’avoir la réponse 

impulsionnelle ou indicielle d’un système à partir de l’entrée et de la sortie. 

 

 

1.6.2 La corrélation 

 

La corrélation est l’étude de la ressemblance (ou la similitude) du signal avec 

lui-même ou avec un autre signal dans le domaine temporel.  

 Si les signaux sont différents, on obtient la fonction d’inter-corrélation 

(FIC)  xyC  . 

 Si les signaux sont identiques, il s’agit de la fonction d’auto-corrélation 

(FAC)  xxC  . 

 

La fonction de corrélation est définie dans deux cas différents : 

1.6.2.1 Cas des signaux à énergies finis   

(a) Fonction d’inter-corrélation   

On appelle fonction d’inter corrélation notée  xyC   (cross-corrélation), la 

fonction permettant la mesure de la similitude entre deux signaux énergétique  x t et 

 y t . 

     *

xyC x t y t dt 




                                     (1.14) 

Avec : 

  *x t
 
   : le conjugué de  x t . 

 y t   : le signal  y t  décalé de   
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(b) Fonction d’auto-corrélation   

Cette opération permet de comparer un signal  x t avec lui-même durant 

l’intervalle de temps t dont l’un des signaux est translaté d’une certaine quantité.  

 

     
*

xxC x t x t dt 




                                           (1.15) 

1.6.2.2 Cas des signaux à puissance moyenne finis   

(a) Fonction d’inter-corrélation   

     
2 *

2

1
lim

T

xy
T

T

C x t y t dt
T

 







                                      (1.16) 

(b) Fonction d’inter-corrélation   

       
2 *

2

1
lim 0

T

xx xx
T

T

C x t x t dt C
T









                                (1.17) 

1.6.2.3 Propriétés  

- La symétrie  

 

   xy xyC C  
 
et    xx xxC C    

 

- La périodicité  

       xx xxx t x t kt C C kT       

- Additivité  

     
 

         
zC

z xx yy xy yxz t x t y t C C C C C


          

 
1.6.2.4 Densité spectrale 

La transformée de Fourier de la fonction FIC représente densité interspectrale 

(Interspectre): 

   xy xyS f TF C                                                 (1.18) 
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  La transformée de Fourier de la fonction FAC représente densité 

autospectrale (Autospectre): 

   xx xxS f TF C                                                (1.19) 

(a) Densité spectrale d’énergie (DSE) 

La DSE pour les signaux à énergie finies est donnés par :  

   

   

 

*

2

xx xxS f TF C

X f X f

X f

   





 

Donc :
 

 

 

 

2

2

xx

E x t dt

X f df

S f df

























                                               (1.20) 

C’est la conservation de l’énergie du domaine temporel au domaine 

fréquentiel.  

(b) Densité spectrale de puissance (DSP) 

 La DSP pour les signaux à puissance moyenne finie est donnés par :  

   

   

 

*

2

1
lim

1
lim

xx xx

T T
T

T

S f TF C

X f X f
T

X f
T







   





                                   (1.21)
 

Remarque: 

Soit  xS f la DSE ou la DSP à l’entrée d’un filtre linéaire invariant de 

fonction de transfert  H f . La densité spectrale  yS f  à la sortie du filtre est 

donnée par :      
2

y xS f H f S f  
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1.6.2.5 Corrélation et convolution 

La relation entre la corrélation et la convolution est donné par 

     xyC x y    
 

Si  x t est un signal réel et pair :
 

     xyC x y     

 

1.7 Théorème de Wiener-Kintchine 

- Soient  x t et  y t deux signaux à énergie fine. La transformée de fourier (TF) de 

la fonction de leur intercorrélation est égale à leur densité interspectrale d’énergie. 

 

       .xy xyTF C S f X f Y f                                (1.22) 

 

 Si    y t x t alors      
2

xx xxTF C S f X f     , c’est la densité spectrale 

d’énergie du signal  x t (ou la densité autospectrale d’énergie). 

 

- Pour des signaux  x t et  y t à puissance moyenne finie on a : 

 

 
 

   
   

2

lim

lim

T

x
T

T T

xy xy
T

X f
S f

T

X f Y f
TF C S f

T








    

                            (1.23) 

 

Si    y t x t alors      
2

limxx xx T
T

TF C S f X f


      

 

 

Exemple1.1 

 

Soit  x t
la fonction porte définie par : 

 x 1 0

0

t pour t T

ailleur

  

  
Et sa fonction de corrélation est donnée par : 
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 

,0

, 0

0 , 0

x

T T

R T T

T

 

  



  


    
    

1. Calculer sa densité spectrale d’énergie  xS f
à partir de  xR 

(Théorème 

de Wiener-Khintchine).  

2. Calculer sa densité spectrale d’énergie  xS f
à partir de  X f

 

Solution1.1 

1. 

   

 

   

 

2

0
2 2

0

2 2sin

x x

j f
x

T
j f j f

T

S f TF R

R e d

T e d T e d

T c fT

 

   



 

   







 



   



   





 

 
 

2. 

     
2 2 2sinxS f X f T c fT 

 
 

 

 

1.8 Notion de bruit 

Le bruit est un perturbateur indésirable pour l’interprétation des signaux. Pour 

mesurer la qualité d’un signal affecté par un bruit, on fait une mesure appelée rapport 

signal sur bruit (SNR).  

10( 10log )s s
dB

n n

P P
SNR SNR

P P
                                     (1.24) 

Avec :  

              Ps : Puissance du signal : Pn: Puissance du bruit 
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1.9 Exercices à résoudre 

Exercice # n°1 

 

1. Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes : 

           0 0 0 0;cos ;sin ; cos ; ( )cos
t

t t t x t t rect t
T

      

2. Calculer et tracer le spectre de      cos 2 cos 3f t t t   

 

Exercice # n°2 

 

Donner l’équation de X(w) et déterminer l’équation de x(t). 

 

Exercice # n°3 

 

Soit le signal     , 0,atf t U t e a  on définit les signaux g(t)=f(t)+f(-t) et h(t)=f(t)-f(-t) 

1. Tracer les signaux f(t), g(t) et h(t). 

2. Calculer leurs transformée de Fourier 

3. Donner le tracer du spectre d’amplitude du signal f(t). 

  

Exercice # n°4 

1. Calculer les coefficients complexes Cn  de la série de Fourier du signal 

périodique 

 x t
dont la période est égale à T: 

 x 1
8 8

0
8 2

T T
t pour t

T T
pour t


  


  

 

2. Donner les expressions des coefficients an et bn de la décomposition du signal 

en cos et sinus respectivement. 

 

Exercice # n°5 

 

Soit  x t
la fonction porte définie par : 

 x 1 0

0

t pour t T

ailleur

  

  
3. Calculer son énergie. 

4. Calculer et tracer sa fonction d’autocorrélation  xR 
  

5. Calculer sa densité spectrale d’énergie  xS f
à partir de  xR 

(Théorème 

de Wiener-Khintchine).  

6. Calculer sa densité spectrale d’énergie  xS f
à partir de  X f

 

 

-w0 +w0 

  

0 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE 2 

PROCESSUS ALEATOIRES 
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Chapitre 2: Processus aléatoires 

 

2.1 Signal aléatoire (SA) 

 

Le signal déterministe est défini par des formules mathématiques, par contre le 

signal aléatoire son évolution est au hasard et analytiquement n’a pas un modèle 

mathématique bien déterminer ; ces valeurs futur n’est pas connus son indéterminés 

(ou imprédictible). Le signal aléatoire peut être représenté comme une information 

utile ou comme un bruit gênant l'information. L’étude de ce signal ce base sur les 

propriétés statistiques et fréquentielles.  

 

Figure 2.1 Signal aléatoire 
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2.2 Processus aléatoire (PA) 

Le PA est une famille de variables aléatoires (VA) réels ou complexes d’une 

grandeur aléatoire qui s’évolue en fonction du temps. Le PA dépendant de deux 

variables: le temps t  et la VA   de l’espace des épreuves  .  

L’intérêt de ce chapitre est de permettre la modélisation de nombreux 

phénomènes, par exemple : le bruit thermique dû à l’agitation thermique dans un 

conducteur, signal de la parole, signal radar, signal ECG, signal sismique, les 

perturbations liées aux astres, etc. On est donc amené pour les traiter à les considérer 

comme des PA ou stochastiques. Chaque PA est décrit par un signal aléatoire (SA). 

Un SA observé (mesuré) peut être considéré comme une réalisation particulière 

aléatoire d’un ensemble de signaux similaires qui sont tous susceptibles d’être 

produits par le même PA.  

Exemple de phénomène aléatoire: Les fortes fluctuations d’une tension aux 

bornes d’une diode Zener polarisée par un courant I en régime d’avalanche à une 

température 
0T . On note que:  processus aléatoire (PA),  ,iX t x variable aléatoire 

(VA) et  , iX t x : signal aléatoire (SA). 

A chaque instant 
it , le PA  ,X t x  se réduit à une VA 

   , ( )i i iX t x x t ou x dont     , i ip x t p x . 

Dans le cas de deux instants 
it et jt : 2 variables aléatoires  ,iX t x  et 

 ,jX t x  (ou  ix t  et  jx t ) avec     , , ,i j i jp x t t p x x . 

- Signaux aléatoires :      1 2 3, , ,...,x t x t x t etc  

- Variables aléatoires :      1 1 2 2 3 3, , ,...,x t t X x t t X x t t X etc       

Remarque:  

Pour tk instants, nous pouvons définir k variables aléatoires qui représente un vecteur 

aléatoire (ou signal aléatoire) : x1(t)=(x1(t1), x1 (t2), x1 (t3),…, x1 (tk))   
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Figure 2.2 Processus aléatoire 

2.3 Probabilité, Fonction de répartition et densité de probabilité 

2.3.1 Probabilité 

 

La probabilité est le nombre M d'apparition de l’événement A dans N expériences. 

 ( ) lim
N

M
prob A p A

N
                                                       (2.1) 

 

Avec :  0 1P A   

 

2.3.2 Fonction de répartition  

 

Soit une VA i

i

X x et soit s un certain seuil. La fonction de répartition de cette 

variable aléatoire 
ix donne la probabilité pour que sa valeur soit inférieure ou égale 

au seuil s. 

   
ix iF s prob x s                                           (2.2) 

Si
gn

au
x 

al
éa

to
ir

es
 

(V
ec

te
u

rs
 a

lé
at

o
ir

es
) 

Processus aléatoires 

Variables  aléatoires 
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     

     

1 2 2 1

1 2 2 1

prob s x s prob x s prob x s

prob s x s F s F s

     

   
                                         (2.3) 

 

Avec :      0; 1; 0 1F F F x       

 

 

2.3.3 Densité de probabilité (ddp) 

 

La densité de probabilité   ( ( ))
ixf s ou p x  étant définie comme la dérivée de la 

fonction de répartition. On appelle la limite : 

     
 

0
lim i i i

i

x x x

x
s

F s s F s dF s
f s

s ds 

  
 


                   (2.4) 

La densité de probabilité de la variable aléatoire 
ix . Par conséquent la probabilité de 

trouver la VA 
ix entre s1 et s2 (s1<s2) est donnée par : 

   
2

1

1 2 i

s

i x

s

prob s x s f s ds                                             (2.5) 

La fonction de répartition peut être exprimée en fonction de la ddp par: 

   
2

i i

s

x xF s f s ds


                                           (2.6) 

La ddp est une fonction bornée : 

  1
ixf s ds





                                          (2.7) 

Pour de nombreux cas pratiques la connaissance de la densité de probabilité 

d’ordre 1 (pour un seul instant) et d’ordre 2 (pour deux instants) est suffisante pour 

caractériser un processus aléatoire 
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2.3.4 Cas de deux variables aléatoires 

Certains processus sont caractérisés par plusieurs variables aléatoires. On considérée 

ici le cas de deux VA.  

 La fonction de répartition bidimensionnelle des deux VA x et y est définie par : 

   0 0 0 0, ,xyF x y prob x x y y                                (2.8) 

Si on pose 
0y  on aura:  

       0 0 0 0, ,xy xF x prob x x y prob x x F x               (2.9) 

Si on pose 
0x   on aura:  

       0 0 0 0, ,xy yF y prob x y y prob y y F y            (2.10) 

Si les deux VA sont statistiquement indépendantes on a : 

   

   

   

   
0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

, ,xy

x y

x y

x y

F x y prob x x y y

prob x x prob y y

F x F y

f v dv f u du
 

  

  



  

                                  (2.11) 

 La densité de probabilité bidimensionnelle par: 

 
 ,

,
xy

xy

F x y
f x y

x y




 
                                   (2.12) 

 Les densités marginales sont définies par : 

   

   

,

,

x xy

y xy

f x f u v dv

f y f u v du
















                                   (2.13) 

 

 

 



Chapitre2                                                                                         Processus aléatoires 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 27 

 

2.4 Moments statistiques 

2.4.1 Moments statistiques d’ordre 1 

2.4.1.1 Cas d’une seule variable aléatoire 

 

Le moment d’ordre k d'une VA x  de ddp  xf x est définie par : 

 k k k

x xm E x x f x dx





                                              (2.14) 

Le moment de premier ordre est l'espérance mathématique de x qui donne la valeur 

moyenne statistique de la VA. 

   x xm E x xf x dx





                                    (2.15) 

Le moment non centré de deuxième ordre (valeur quadratique moyenne) est donné par 

: 

 2 2 2

x xm E x x f x dx





                                              (2.16) 

Le moment centré de deuxième ordre est appelé variance : 

     
2 22

x x x xE x m x m f x dx




    
                              (2.17) 

x est appelé écart quadratique moyen (ou écart type) de la variable aléatoire. 

La variance peut être aussi exprimée par : 

   
22 2 2

x x xE x m E x m     
 

                                         (2.18) 
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2.4.1.2 Cas de deux variables aléatoires 

   

   

     

     

2 22

2 2
2

,

,

,

,

x xy

y xy

x x x xy

y y y xy

m E x xf x y dxdy

m E y yf x y dxdy

E x m x m f x y dxdy

E y m y m f x y dxdy





 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
 

    
  

 

 

 

 

           (2.19) 

 

Le moment mixte de second ordre est appelé covariance. 

 

         

 

cov , ,

,

x y x y xy

xy x y

x y E x m y m x m y m f x y dxdy

xyf x y dxdy m m

 

 

 

 

      
 

 

 

 
(2.20) 

 

Si les deux VA x et y sont statistiquement indépendantes ou aura : 

 

     ,xy x yf x y f x f y                                          (2.21) 

 

ce qui implique que la covariance des deux VA est nulle. La valeur de la covariance 

des deux VA peut servir à la mesure de leur corrélation. La quantité 

 cov ,

x y

x y


 
                                          (2.22) 

est appelée coefficient de corrélation. Si =0 les deux VA sont décoorélées mais pas 

nécessairement indépendantes. Par contre si les deux VA sont indépendantes elles 

seront décorrélées. 
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2.5 Variables aléatoires discrètes et continues 

2.5.1 Variables aléatoires discrètes  

2.5.1.1 Moments statistiques d’ordre 1 

 

Si 
kx  dénote la valeur de la VA discrète x et  kpx x  sa probabilité on a : 

     

   2 2 2 2 2

,
k

x x k x x k

x s k

x k x k x k x

k

F s p x m p x

E x m x p x m



 

   

 


                              (2.23) 

Pour deux VA discrètes 

 

 

    

    

,

,

cov ,

,

x k xy k n

k n

y n xy k n

k n

k x n y

k x n y xy n n

n k

m x p x y

m y p x y

x y E x m y m

x m y m p x y





    
 

 







          (2.24) 

 

2.5.1.2 Moments statistiques d’ordre 2 

    

    

cov ,

,

k x n y

k x n y xy n n

n k

x y E x m y m

x m y m p x y

    
 

 
 

 

2.5.2 Variables aléatoires continues 

 

Une VA est continue s’il existe une fonction  Xf X  non négative appelée fonction 

densité de probabilité (fdp) qui vérifie     
x

X XF X f s ds


  . 

Propriétés de la fonction densité de probabilité : 



Chapitre2                                                                                         Processus aléatoires 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 30 

 

   

 

     

 
 

 

,

1

0

b

X

a

X

x

X X

X

X

X

a b P a x b f u du

f x dx

F x f s ds P X x

dF x
f x

dx

f x







    

 

   

 

 





  

 

2.6 Espérance mathématique 

Cas continu 

La valeur moyenne ou l’espérance mathématique d’une v.a continue X est définie par: 

   X XE X s p s ds




                                                           (2.25) 

Cas discret 

Pour une v.a discrète, l’intégrale peut être se remplacer par une somme. Soit X une 

VA discrète définie par 
ix valeurs avec des probabilités 

ip . 

   i i i i

i

E X x p avec p p X x                                          (2.26) 

 

2.7 Variance et écart-type  

Soit X une VA sa variance est définie par : 

       
2 22

X X X XVar X E X s f s ds  




     
                               (2.27) 

où  X E X  et 
X est une constante positive appelée déviation standard ou écart 

type de X . 
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2.8 Caractéristiques des processus aléatoires 

2.8.1 Moyenne 

La moyenne X  de la VA X  est définie sur N épreuves :    

1

1
lim

N

n
N

n

X X
N



                                                            (2.28) 

 

2.8.2 Fonction d’autocorrélation 

L’autocorrélation de  X t  notée  1 2,R t t  est l’espérance du produit    1 2X t X t :  

 

       1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , ; ,R t t E X t X t x x f x x t t dx dx
 

 
                (2.29) 

 

L’autocorrélation est une fonction non aléatoire qui représente l’interdépendance 

entre  1X t  et  2X t . 

 

La fonction d’autocorrélation caractérise le degré de dépendance entre les v.a d’un 

P.S  X t pour différentes valeurs de t. La valeur de  1 2,R t t  en 
1 2t t t   est la 

puissance moyenne de  X t . 

 

2.8.3 Coefficient de corrélation 

 

 
   

 
 2

; 0 1
0

xx xx

X X

X xx

C C

C

 
  


                                               (2.30) 

 
 

 
1 1

0

xx

X

xx

C

C


                                                    (2.31) 

2.8.4 Autocovariance 

L’autocovariance de  X t  notée  1 2,C t t  est la covariance des v.a  1X t  et  2X t : 

 

           

       

     

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

,

,

C t t E X t t X t t

E X t X t t t

R t t t t

 

 

 

    

   

 

                                      (2.32) 
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La valeur de l’autocovariance en 
1 2t t t  est égale à la variance de  X t  

     

   

 

2

2 2

2

, ,C t t R t t t

E X t t

t







 

   



                                             (2.33) 

La variance caractérise la dispersion des réalisations du P.S par rapport à la moyenne. 

 

2.9 Stationnarité  

2.9.1 Stationnarité au sens strict (SSS) 

Un signal aléatoire est SSS, si toutes les propriétés statistiques avec tous les ordres du 

signal (comme la moyenne, la variance, fonction d'autocorrélation, etc.), ne dépendent 

pas de l'origine du temps on dit que le signal est stationnaire au sens strict (SSS). Pour 

ce type de stationnarité est impossible de la vérifier d’étudier tous les ordres, pour 

cela nous contenterons des signaux stationnaires au premier ordre et au deuxième 

ordre :  

 

2.9.1.1 Stationnarité du premier ordre 

Un signal aléatoire est stationnaire au premier ordre, si seulement son moment du 

premier ordre soit invariant dans le temps c'est-à-dire: 

 

 X Xt                                                       (2.34) 

 

2.9.1.2 Stationnarité du deuxième ordre 

 

Dans ce cas, les propriétés statistiques (ou moments) du premier ordre et au deuxième 

ordre doivent être invariants dans le temps. 

 

 La densité de probabilité du premier ordre ne dépend pas du temps. 

 

   

 
2

, ,

X X

X X

p x t p x t

t 

 

 





                                (2.35) 
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 La densité de probabilité du deuxième ordre ne dépend que de l'écart 

temporaire. 

 

     

       

1 2 2 1

2
1 2 2 1

, ,

, ,

X X

X X X X

R t t R f t t

C t t C f R t t

  

    

   

     
                                (2.36) 

 

2.9.2 Stationnarité au sens large (SSL)  

Un signal aléatoire est SSL, si seulement, sa valeur moyenne statistique et sa fonction 

d'autocorrélation ne dépendent pas de l'origine du temps, le signal est stationnaire au 

sens large (SSL).  

 

 

     1 2 2 1, ,

ste
X X

X X

t C

R t t R f t t

 

  

 

   
                                (2.37) 

 

Remarque:  

- Impossible de vérifier une SSS en étudiant tous les ordres  

- La SSL est la plus intéressant en pratique.  

- Tous les processus aléatoires stationnaires au sens strict sont stationnaires au 

sens large et l’inverse n’est pas vrai. 

- La SSL implique l’invariance dans le temps de la fonction d’autocovarience à 

cause de la relation suivante:     2
1 2,X X XC t t R      

 

2.10 Ergodisme 

Pour simplifier l’étude d’un PA qui est constituer par un ensemble de SA dont c’est 

très difficile et presque c’est impossible de les étudier tous, on se base seulement sur 

l’étude de l’ergodicité du PA. L’ergodicité nécessite la connaissance des propriétés 

temporelles et statistique (comme la valeur moyenne) pour connaitre l’évolution de 

PA. Si les moyennes temporelles d’un SA stationnaire sont égales aux moyennes 

statistiques obtenues à partir de plusieurs réalisations ont dit que le signal est 

ergodique.  
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 La valeur moyenne temporelle d'ordre n : 

 

 2

2

1
lim

T

n n

T
T

x x t dt
T



 
                                                 (2.38) 

 

 La valeur moyenne statistique d'ordre n : 

 

   .n n nE X E x t x p x dx



                                     (2.39) 

Remarque: 

 L’ergodicité au premier ordre implique égalité entre ces deux moyennes pour 

l'ordre n=1. 

 L'ergodicité au sens large (ESL) (ou au second ordre) nécessite la condition 

suivante: 

 

   1 2,

X

X

t X

R t t R








                                             (2.40) 

 

(L'égalité entre la moyenne temporelle et statistique et l’égalité entre l'auto 

corrélation statistique et l'auto corrélation temporelle) 

 Un signal ergodique et obligatoirement stationnaire alors que l'inverse n'est 

généralement pas vrai. 

 

2.11 Densité spectrale de puissance (DSP) 

La DSP  XXS  d’un P.S  X t  stationnaire est la TF de sa fonction 

d’autocorrélation. 

    j

XX XXS R e d  





                                                 (2.41) 

 

La fonction d’autocorrélation est donnée par la TF inverse de la DSP : 

 

   
1

2

j

XX XXR S e d  





                                                (2.42) 

 

La puissance moyenne est obtenue en posant 0  : 
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     2 1
0

2
X XX XXP R E X t S d 






                                         (2.43) 

La DSP montre la distribution de la puissance par unité de fréquence 

2.12 Processus particuliers 

 

2.12.1 Bruit blanc 

Un bruit blanc  b t est un processus aléatoire stationnaire au sens large, ergodique et 

dont le spectre de fréquence est infini ou blanc. C'est-à-dire qu’un tel processus 

contient toutes les fréquences possibles. 

  

   0

2
b

N
R    sa DSP est :   0 ,

2
b

N
G f f     . 

 

Le bruit physique est un processus à puissance moyenne fini, caractérisé par une 

densité spectrale uniforme dans une bande de fréquence finie : 

 

 
 

 ' ' 0
0

sin 2
,

2 2
b b

B N
R N B G f B f B

B

 


 
                     (2.44) 

La distribution gaussienne :    

2
1

21
; 1

2

Xx

X Xf x e f x





 

  
 

 


   
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(a).    2, 0,1X   

 

(b).    2, 1,1X   
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(c).    2, 4,1X   

Figure 2.3 Distribution Gaussienne  

 

2.12.2 Processus de Poisson 

Les points de Poisson sont spécifiés par les propriétés suivantes : 

1. Le nombre de points  1 2,n t t  dans l’intervalle  1 2,t t  de longueur 
2 1t t t   

est une variable aléatoire ayant une distribution de Poisson de paramètre t . 

  
 

1 2,
!

kte t
p n t t k

k

 

   : probabilité d'avoir k  poins dans l'intervalle de 

longueur 
2 1t t t   

2. Si les intervalles  1 2,t t  et  3 4,t t  ne se chevauchent pas alors les v.a  1 2,n t t

et  3 4,n t t  sont indépendantes. 

 

2.12.3 Séquences binaire pseudo-aléatoires (SBPA) 

Une SBPA est une suite périodique de bits aléatoire indépendants les uns des 

autres (aléatoire). Cette suite est générée à l'aide d'un registre à décalage à contre-

réaction. 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Bit
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Remarques: Il existe d’autre distribution (PA) suivent des lois probabilistes tels que: 

loi uniforme, loi de Bernoulli, loi Binomiale, loi exponentielle, etc.  

 

2.13 Les bruits 

Un bruit est un phénomène aléatoire gênant l'interprétation d'un signal. Une voie 

de transmission affaiblit généralement le signal. Son action sur le signal S peut être 

exprimée par: X =AS. Si A est aléatoire, on est en présence d’un bruit multiplicatif. 

Un autre type de bruit est le bruit additif X = S + B. Généralement, le bruit additif 

existe dans de nombreux cas et due principalement à la nature corpusculaire de la 

matière. L’origine du bruit multiplicatif est due à plusieurs phénomènes parmi 

lesquels on cite la réflexion des ondes électromagnétiques (EM) sur les couches 

ionisantes de l’atmosphère, les trajets multiples, etc. 

Parmi les perturbations qui affectent un signal on distingue : Les bruits externes au 

récepteur (bruits du soleil, des bruits galactiques, ceux des planètes) et les bruits 

internes au récepteur (bruit dû à l’agitation désordonnée des électrons, le bruit de 

grenaille dans les semi-conducteurs dû au passage aléatoire des porteurs majoritaires 

et minoritaires, le bruit de commutation). 

 

2.13.1 Bruit thermique (BTh) 

Ce type de bruit est généré par l'agitation thermique des porteurs de charges. La DSP 

du bruit thermique en fonction de la fréquence: 

   
1

2
1

hf

KT

hf
p f watts Hz

e





                                 (2.45) 

  :p f densité de puissance bilatérale   

:h constante de Planck à 6.62.10-34 J/s 

:K  constante de Boltzmann égale à 1.38.10-23 J/k. 

 

La puissance de ce bruit dans une bande de fréquences ∆f est : 

 
1

2
p f KT f                                   (2.46) 

La DSP du bruit thermique étant constante pour toutes les fréquences pour une 

température donnée. 
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Figure 2.4 La DSP d’un bruit blanc 

 

On peut modéliser une résistance réelle par un générateur de bruit thermique de 

tension en série avec une résistance sans bruit ou par un générateur de bruit thermique 

de courant en parallèle avec une résistance sans bruit. La puissance du bruit 

disponible d’une résistance est le maximum de puissance du bruit que peut délivrer 

cette résistance à une charge externe. 

Densité spectrale bilatérale de la tension : 

 

  2vS f RKT                                              (2.47) 

 

Densité spectrale bilatérale du courant : 

 

 
2

i

KT
S f

R
                                              (2.48) 

 

La densité de probabilité du bruit: 

 

 

2

22
 

2

1

2

v

P v e 





                                       (2.49) 
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2.13.2 Bruit de grenaille (BG) 

Ce bruit peut être modélisé par un processus de Poisson. Par exemple, le bruit des 

diodes : le courant total dans une diode est la somme de deux courants : les porteurs 

majoritaires et les porteurs minoritaires, les électrons et les trous. Ces deux courants 

sont assimilés à deux processus de poisson. L’espérance mathématique de leur somme 

est le courant 
0I  qui traverse la diode. En réalité ce n’est que le courant moyen et une 

fluctuation de courant  i t lui est superposée : 

 

     0I t I t i t                                               (2.50) 

 

 i t est un bruit lié au caractère granulaire de l’électricité. La densité spectrale de ce 

courant bruit est:     

 

   2

0iS f e I A Hz                                              (2.51) 

 

Avec e=1.60217662 × 10-19 coulombs la charge de l’électron. Cette densité spectrale 

ne dépend pas de f, donc le bruit de grenaille est un bruit blanc. Dans une diode réelle 

le bruit total est la somme du BTh et du BG. 

 

2.13.3 Température du Bruit  

La température est défini par : 

1

2

a
b

P
T

K f





                                             (2.52) 

La puissance 
0bP disponible à la sortie d’un amplificateur idéal (sans source de bruit 

interne) et une source de température de bruit T.  

 

0
2

b be

GK fT
P P


                                               (2.53) 

 

G : Gain en puissance de l’amplificateur. 

0bP : Bruit total à la sortie de l’amplificateur. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_de_Poisson


Chapitre2                                                                                         Processus aléatoires 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 41 

 

beP : Bruit interne de l’amplificateur ramené à la sortie. 

On peut définir une température de bruit interne 
eT de l’amplificateur par une source 

de bruit ramenée à son entrée ayant une température de bruit 
eT : 

 

 0
2

b e

GK f
P T T


                                               (2.54) 

 

2.13.4 Rapport signal à bruit (SNR: Signal-to-noise ratio) 

C’est le rapport de la puissance disponible du signal Ps utile à celle du bruit qui 

l’accompagne: 

 

Ps
SNR

Pb
                                              (2.55) 

:Ps  puissance du signal 
:Pb  puissance du bruit 

 

2.13.5 Facteur du bruit 

 

Le facteur de bruit d’un montage mesure la dégradation du rapport  S B provoqué 

par le passage du signal et le bruit dans le système. Il est défini par le rapport  
e

S B

d’entrée au montage au rapport  
s

S B  à sa sortie. Il est toujours supérieur à 1 : 

 

 

 

 

 
1si bie e bo

so bo bis s

S B P P P
F

S B P P G P
                                                (2.56) 

 

 1 1 12 1

2

e
bo e

bi

GK f
T T

P T
F

GK fG P G G T
T




 
      

                              (2.57) 

:siP  Puissance du signal à l’entrée 

:soP  Puissance du signal à la sortie 
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:biP  Puissance du bruit à l’entrée 

:boP  Puissance du bruit à la sortie 

G : Gain en puissance du montage en général fonction de la fréquence. 

 

2.14 Exercices à résoudre 

Exercice # n°1 

On considère le couple (x,y) de VA prenant la valeur (i,j) avec la probabilité P(i,j) 

indiquée dans le tableau ci-dessous. 

1. Déterminer à l’aide de deux tableaux les probabilités marginales Px(x) et Py(y). 

Les VA x et y sont elles indépendantes ? 

2. Calculer E(x), E(y), 
x , y   

3. Calculer les covariances de x et y et leur coefficient de corrélation. 

 

 

x/y 0 1 2 3 

1 0.1 0.2 0.1 0.1 

2 0.1 0 0 0.1 

3 0.1 0 0.2 0 

 

Exercice # n°2 

Une v.a a pour densité de probabilité px(x) définie comme suit:   
 , ,

0

k x a b
px x

ailleurs

 
 


 

1. Trouver la valeur de K 

2. Calculer la fonction de répartition  xF x et la tracer pour a=1 et b=2 

3. Déterminer la moyenne et la variance  

 

Exercice # n°3 

 

Soit le processus stochastique X(t) défini par : X(t)=a+bt où a et b sont des v.a dont 

les probabilités sont connus.  

1. Calculer la moyenne et la variance    

2. Déterminer la fonction d’autocorrélation 

X(t) est-il stationnaire d’ordre 1 et 2 ? 
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Exercice # n°4 

Soit le processus stochastique X(t) défini par :    0cos 2X t f t    où  est une 

variable aléatoire uniformément distribuée sur  ,   .  

1. Etudier la stationnarité de X(t). 

2. Calculer ses moyennes temporelles et conclure.  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE 3 

ANALYSE ET SYNTHESE DES FILTRES 

ANALOGIQUES 
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Chapitre 3: Analyse et synthèse des filtres analogiques 

3.1 Rappels sur la transformée de Laplace  

La transformée de Laplace est une transformation de toute fonction  x t

continu à une fonction  X p . 

       , 2ptX p TL x t x t e dt p j f 






   
 

Cette équation représente la transformée de Laplace bilatérale et pour les systèmes 

causal la transformée mono latérale est donnée par : 

   
0

ptX p x t e dt



  

La transformée de Laplace est unique si :  
0

ptx t e dt



    

 

Son inverse est donnée par 

   
2

2

1

2

j f

pt

j f

x t X p e dp
j

 

 








   

- Propriétés  

 Linéarité  

    

    
        

TL x t X p
TL ax t by t aX p bY p

TL y t Y p

 
  

   

 Unicité   

   
TL

x t X p  

 Différenciation dans le domaine fréquentiel complexe 

   
TL d

t x t X p
dp

  
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 Intégration dans le domaine fréquentiel complexe 

 
 

TL

p

x t
F p dp

t



   

 Dérivation  

       
2

12

1

0
n r n

r nn n r

n
r n

d
TL x t p X p p x

dt


 

 

 
  

 
  

Avec :    
   

 

1

1

1

0

0

r n

r n

r n

t

d x t
x

dt

 

 

 



  

 Intégration  

    
0 0 0

1
...

t t t

n

n
TL x t dt TL x t

p

  
 

  
    

 Changement d'échelle  

   
1 1

,
TL TLp

x at X x t aX ap
a a a

   
    

   
 

 Translation temporelle  

    0

0

TL
pt

x t t X p e


   

 Translation fréquentielle 

   
1TL

atx t e X p a



   

 Convolution dans le domaine temporel 

       x t y t X p Y p  
 

 Convolution dans le domaine fréquentiel 

       
1

2
x t y t X p Y p

j
    
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 Théorème de la valeur initiale 

   
0

lim lim
t p

x t pX p
 


 

 Théorème de la valeur finale 

   
0

lim lim
t p

x t pX p
 


 

 Transformée de Laplace d’une fonction périodique 

 
 

 
 

0

1

1

pT

T
pT

pT

X p
X p

e

x t e dt
X p

e














 

Tableau 3.1 Transformées de Laplace  

 f t causal  F p  

 t  1 

 U t  1 p  

 ate U t  1 p a  

 tU t  21 p  

 nt U t  1! nn p 
 

att e 
 

 
2

1

p a
 

n att e 
 

 
1

!
n

n

p a



 

1 ate   

 
a

p p a
 

at bte e   

  
b a

p a p b



 
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   0sin t u t  0

2 2

0p




 

   0sin att e u t   

 
0

2 2

0p a



 
 

   0cos t u t  
2 2

0

p

p 
 

   0cos att e u t   

 
2 2

0

p a

p a 



 
 

 
n

n

d
t

d t


 

np

 

 sint t  

 
2

2 2

2p

p




 

 cost t  

 

2 2

2
2 2

p

p








 

 sinate t  

 
2 2p a



 
 

 cosate t  

 
2 2

p a

p a 



 
 

 

 

3.2 Filtre linéaire 

C’est un système linéaire invariant dans le temps (SLI) (stationnaire) 

qui laisse passer certaines fréquences et arrête ou atténue le reste c-à-d divise le 

spectre. 

 Un filtre idéal permet d’avoir une bande passante sans aucune distorsion et une 

bande bloquée avec  affaiblissement infini. Pratiquement, ce filtre est irréalisable mais 

nous pouvons réaliser des filtres qui s’approchent de l’idéal.    

Un filtre est caractérisé par: h(t): réponse impulsionnelle (sa fonction de transfert 

H(f) ou H(p)).  

On distingue deux type de filtres:  

 Les filtres passifs à base de résistances, condensateurs et inductances, on 

parle alors de filtres passifs. 
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 Les filtres actifs à base de des amplificateurs opérationnels ou les 

transistors. 

 
Figure 3.1 Filtre passe bas idéal 

 

3.2.1 Fonction de transfert 

 

Cette fonction est définie par:  

 
 

 

S p
H p

E p
                                                                  (3.1) 

 

Pour un filtre, la fonction de transfert c’est un rapport de deux polynômes:  

 

 
 

 

2

0 1 2

2

0 1 2

...

...

m

m

n

n

N p a a P a P a P
H p

D p b b P b P b P

   
 

   
                                 (3.2) 

 

 

3.2.2 Propriétés de la fonction de transfert 

 

- Le degré du polynôme du D(p) défini l’ordre (n) du filtre, 

- Le degré (n) du D(p) doit être supérieur ou égal au degré (m) du N(p),  

- Les racines du D(p) sont appelés « zéros », 

- Les racines du N(p) sont appelés « pôles »,  

- Toutes les H(p) peuvent être décomposés comme le produit de H(p) du 1er et 

du 2ème ordre. 

- L’inverse de H(P) est la réponse impulsionnelle h(t) du filtre. 

- La stabilité d’un filtre nécessite que tous les pôles de H(p) soient à partie réelle 

négative ou   0h t si t  . 
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3.3 Pôles, zéros, plan P et stabilité des filtres analogiques 

 

3.3.1 Pôles et zéros 

 

Considérons la fonction 

 

 
 

 

N s
H s

D s
                                                          (3.3) 

 

Les racines du polynôme D(s) sont les pôles finis de la fonction de H(s) qui sont 

nécessaire pour étudier la stabilité de système . Les racines du polynômes N(s) sont 

ses zéros finis. Ces zéros-pôles peuvent être représentés graphiquement dans le plan 

complexe de s. 

 

3.3.2 Stabilité 

 

Lorsqu’on a une sortie bornée pour une entrée bornée, on dit que le système est 

stable. Leurs pôles se trouvent dans le demi-plan complexe gauche. Un système est 

instable s'il donne une sortie instable pour une entrée stable ou bornée. 

 

3.4 Réponses d’un filtre linéaire 

 

A partir de la fonction de transfert, on peut avoir le spectre du signal de sortie : 

 

 
 

 
     .

S f
H f S f H f E f

E f
                                    (3.4) 

 

La réponse d’un filtre linéaire à un signal d’entrée quelconque peut être obtenue soit 

en appliquant la 
1TF 
 (ou 

1TL
) au spectre du signal de sortie  S f (méthode 

indirecte):        1 1 .s t TF S f TF H f E f          ou soit en appliquant le 

théorème de la convolution (méthode directe).      s t h t x t  . 
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3.4.1 Réponse impulsionnelle 

 

La réponse impulsionnelle est définie comme étant la réponse d’un système linéaire à 

une impulsion de Dirac : 

     

     

   

1

.

TL

x t t X p

Y p H p X p

Y p H p

  





                                           (3.5) 

La réponse impulsionnelle s’obtient par la transformée inverse de H(p). 

 

3.4.2 Réponse indicielle 

 

C’est la réponse d’un système à l’échelon unité :  

 

     

     

   

1

.

1
.

TL

x t U t X p
p

Y p H p X p

Y p H p
p

  





                                           (3.6) 

3.4.3 Réponse fréquentielle 

 

La réponse fréquentielle d’amplitude et de la phase consiste à étudier la réponse du 

filtre lorsqu’il est soumis aux entrées sinusoïdales de fréquences différentes. 

 

   

          

     

0 0

0

2 2

0 0

cos 2

2 2

.

TF
j f t j f t

e t A f t

A A
e t e e E f f f f f

S f H f E f

 



 



      



 

 

Si on peut écrire      j f
H f H f e


  

Alors :  

             

      

0 0

0 0

2 2

cos 2

j f j fA A
S f H f e f f H f e f f

S f A H f f t f

 
 

 

   

 

                (3.7) 

 

La réponse permanente d'un système linéaire à une entrée sinusoïdale de 

fréquence 0f  est une sinusoïde de même fréquence mais avec une amplitude et 
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une phase modifiées. L’amplitude  A H f  du signal de sortie est égale au produit 

de l’amplitude de l’entrée A et le module de la fonction de transfert  0H f , aussi le 

déphasage  0f entre sortie et entrée est égal à l’argument de la fonction de transfert 

 H f ; ainsi l’étude de la réponse fréquentielle se résume à l’étude de la fonction de 

transfert   H f  et donc de tracer les courbes du module et de l’argument. 

 

3.5 Types de filtres 

 

3.5.1 Filtres idéals 

 

Il s’agit de filtres qui possèdent des fonctions de transfert, ayant des réponses 

d’amplitudes constantes dans une certaine bande de fréquence appelée « Bande 

transmise ou Bande passante » et nulles pour les autres fréquences « Bande rejetée ou 

Bande coupée». Ils permettent le transfert sans distorsions de toutes les composantes 

du signal d’entrée dans la bande passante et atténuent toutes les autres.  

 

3.5.1.1 Filtres passe-bas 

 

Les filtres passe-bas, passe que les basses fréquences comprises dans la bande 

passante  ,c cf f   et élimine totalement les hautes fréquences comprises dans les 

bandes    , ,c cf f     . 

 

Figure 3.2 Filtres passe-bas 
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3.5.1.2 Filtres passe-haut 

 

Les filtres passe-haut, passe que les hautes fréquences comprises dans la bande 

passante    , ,c cf f     et coupent les basses fréquences comprises dans la 

bande  ,c cf f  . 

 

Figure 3.3 Filtres passe-bas 

 

3.5.1.3 Filtres passe-bande  

 

Les filtres passe-bande, ne passe qu’une bande limitée de fréquences comprises entre 

   2 1 1 2, ,c c c cf f f f     . 

 

Figure 3.4 Filtres passe-bande 
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3.5.1.4 Filtres coupe-bande 

 

Les filtres coupe-bande, à l’inverse des filtres passe bande, laissent passer toutes les 

fréquences comprises dans la bande passante      2 1 1 2, , ,c c c cf f f f       . 

 

 

Figure 3.5 Filtres coupe-bande 

Exemple 3.1 

- Déterminer la fonction de transfert du filtre réagit par l’équation suivante : 

 

   
 

4
ds t

e t s t
dt

   

Et calculer son module  

 

Solution 3.1 

   
 

     

 

 
 

2

4 8

1

1 8

1
mod :

1 8

TFds t
e t s t E f S f j fS f

dt

donc H f
j f

Le ule H f

f







    







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3.6 Filtres passifs et actifs 

 

3.6.1 Filtres passifs : les résistances, les condensateurs et les bobines.  

 

Composante passif  Notation temporelle  Notation de Laplace  

Résistance    v t Ri t     V p RI p  

Condensateur 
 

 dv t
i t C

dt
  

   . .I p C pV p  

Inductance 
 

 di t
v t L

dt
  

   . .V p L p I p  

 

3.6.2 Filtres actifs 

 

Les filtres actifs sont constitués des amplificateurs opérationnels et des transistors, 

etc. 

 Avantages:  

- Moin de composantes  

- Faciles à réaliser 

- Moins coûteux.  

 

 Inconvenant:  

- Leurs usage est jusqu’à quelques dizaines de MHz 

- Bruit,  

- Nécessitent une alimentation.  

 

3.7 Autres filtres (Butterworth, Tchebychev I et II, Elliptiques) 

 

3.7.1 Filtre Butterworth 

 

On donne comme exemple de filtre passe bas, le filtre qui a pour fonction de 

transfert : 

 
2

1

1

n

c

H f

f

f



 
  
 

                                                  (3.8) 

cf  est la fréquence de coupure et n le rang du filtre, nous pouvons remarquer que 

plus n est élevé plus le filtre s’approche du filtre idéal. 
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Figure 3.6 Filtre Butterworth 

 

3.7.2 Filtre Tchebychev I et II 

 

La H(f) de ces filtres est liée à un facteur   et à un polynôme nT  qui dépend de la 

fréquence variable f et de la fréquence de coupure cf , par exemple pour un filtre 

passe bas. 

 
2 2

1

1 n

c

H f
f

T
f




 

  
 

                                                  (3.9) 

 

Où   est une constante réelle positive 1  , et  n cT f f  est le polynôme de 

Tchebbychev. 

     

     

1 2

1 0

2 . 2,3,4,... .

; 1 1

n n n

n

T x x T x T x avec n etc

T x x T x et T x

   

  
 

 



Chapitre3                                                      Analyse et synthèse des filtres analogiques 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 57 

 

 
Figure 3.7 Filtre Tchebychev I et II 

 

Dans la bande passante, on remarque des ondulations qui oscillent entre  
max

H f et 

 
min

H f . On a    
max

0 1H f H   et    
min 2

1

1
cH f H f


 


 

3.8 Analyse temporelle et fréquentielle des filtres analogiques 

Les filtres analogiques forment une classe importante des systèmes linéaires et 

stationnaires à constantes localisées. Ces constantes localisées peuvent être des 

résistances, des selfs (bobines), des capacités ou des amplificateurs opérationnels. 

Ceci conduit à représenter les filtres par des équations différentielles à coefficients 

constants. 

 

3.8.1 Filtre passe-bas du 1er ordre 

 

Soit le circuit RC suivant : 

 

 

 

 

C 

R 

s(t) e(t) 



Chapitre3                                                      Analyse et synthèse des filtres analogiques 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 58 

 

Figure 3.8 Filtres passe-bas (Circuit RC)  

     

 
 

 

 
 

 
1 1 1

11

TL

e t Ri t s t

ds t
e t RC s t

dt

S p
H p

E p RCP RC
p

RC

 

  

  




 

 

3.8.1.1 Réponse impulsionnelle 

 

     

          1

1

1 1 1
. .1

1

TL

t

RC

e t t E p

S p H p E p s t TL S p e
RC RC

p
RC







  

    



 

 
3.8.1.2 Réponse indicielle 

 

     

            1

1

1 1 1
. . 1

1

TL

t

RC

e t U t E p
p

S p H p E p s t TL S p U t e
RC p

p
RC





  

 
      

 

 

3.8.2 Filtre passe-bas du 2ième ordre 

 

Soit le circuit RLC suivant : 

 

 

 

 

 

Figure 3.9 Filtres passe-bas (Circuit RLC)  

 

   
 

 

     
1

e c

c s

di t
v t Ri t L v t

dt

v t v t i t dt
C

  

  

 

On applique la transformée de Laplace 

C 

R 

Vc(t) Ve(t) 

L 
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       

   
 

   

e c

c s s

V P RI P LPI P V P

I P
V P V P I P CPV P

CP

  

   
 

Donc 

       e s s cV P RCPV P LPCPV P V P    

La fonction de transfert  
 

  2

1

1

s

e

V P
H P

V P RCPLCP
 


 

Sous forme normalisée 

   
2 2

2 2
2 12

n n

n n

H P H P
RP P

P P
L LC

 

 
  

 
 

 

L’étude se fait selon la nature des pôles de dénominateur 

 

 

3.9 La synthèse des filtres analogiques 

 

Soit la fonction de transfert du filtre prototype de Butterworth d’ordre n donnée par la 

formule suivante : 

  

 
2

2

1

1
p n

H 





 

 

1. Ordre du filtre 

 

L’atténuation maximale de la caractéristique (la courbe) doit être inférieure à 

Amax dans la bande passante à une certaine pulsation  p  et supérieur à Amin dans la 

bande coupée une certaine pulsation  a    

 

 

 

 

 

 
 

 
 

2
2

max 10

2 min 102

2
max 10

2 min 10

max 10 min 10

10log max 10 1

10 110log min

10 1

10 1

log 10 1 10 1

2log

n
A

p p
p c

n A

a cp a

n
A

p c

n A

a c

A A

p a

H A

H A

n

  

 

 

 

 

          
 

        






  
 

 

 

L’ordre du filtre n doit être une valeur entière. 
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2. Les pôles 

 

   
 

2 2

2

1
;

1
p p n

H H P P j
P j

   


 

 

Les pôles à partie réelle négative sont attribués à  pH P  pour un filtre stable. 

Les pôles sont obtenus en posant : 

 

   
2 2

1 0 1
n n jP j P j e        

 

Posant jP e  et distinguons deux cas : n impair et n pair 

- Pour n impair : 

 

   
22 2

2 2

1

1

, 0 2 1

cos sin , 0 2 1

nn j j n

j n j k

jk n

k

P j e j e

e e

k n k n

k k
P e j k n

n n

 

 



 

 

    

  

    

   
         

   

 

 

On sélectionne les pôles à partie réelle négative : 

 

3
s 0

2 2

1 3 1
cos sin ; ,...,

2 2

jk n

k

k n n
co k

n

k k n n
P e j k

n n





 

 
    

 

    
      

   

 

 

- Pour n pair : 

 

   
 

 

     

22 2

2 12

2 1 2

1

2 1 2 , 0 2 1

2 1 2 1
cos sin , 0 2 1

2 2

nn j j n

j kj n

j k n

k

P j e j e

e e

k n k n

k k
P e j k n

n n

 





 

 





   

 

     

    
         

   

 

 

On sélectionne les pôles à partie réelle négative : 
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 

     2 1 2

2 1 1 3 1
s 0

2 2 2

2 1 2 1 3 1
cos sin ;

2 2 2 2

j k n

k

k n n
co k

n

k k n n
P e j k

n n





 

   
    

 

     
       

   

 

 

3. Dénormalisation 

 

Pour obtenir la  H P  du filtre passe-bas ayant la pulsation de coupure c  on 

remplace P par / cP  dans  pH P  : 

 

   
c

p p P P
H P H P


  

 

3.10 Exercices à résoudre 

 

Exercice # n°1 

Déterminer la fonction de transfert des systèmes suivants dont les signaux d’entrée et 

de sortie sont liés par les équations différentielles suivantes : 

 

               " ' ' '3 2 ;y t y t y t x t x t y t y t x t T      
 

 

Exercice # n°2 

Trouver la fonction de transfert ainsi que l’équation différentielle qui régit le système 

pour chacun des cas suivants : 

 

     

     

21. ;

2. ; sin

te t t s t e

e t t s t t





 

 
 

 

Exercice # n°3 

Soit le filtre passe bas représenté ci-dessous.  

1. Déterminer la fonction de transfert du système suivant.  

2. Donner sa sortie pour une entrée e(t)=eU(t) 

3. Déterminer la réponse impultionnelle et indicielle.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e(t) 

R1 

R2 

C 

s(t) 
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Exercice # n°4 

 

- Déterminer l’ordre ‘n’ du filtre Butterworth, la fonction de transfert, la 

pulsation de coupure ‘ c ’  et dénormaliser le filtre qui répond aux 

spécifications de filtre passe-bas suivantes: 
 

fc=1000Hz; fa=3000Hz; amax=3dB; amin=30dB; 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE 4 

ECHANTILLONNAGE DES SIGNAUX 
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Chapitre 4: Echantillonnage des signaux 

 

4.1 Echantillonnage  

 

L’échantillonnage est une opération essentiale dans le traitement du signal 

numérique  qui permet la conversion d’un signal analogique  x t  en une séquence 

d’échantillons  k kx x t à des instants équidistants (Période d’échantillonnage eT ). 

        1 2 3, , ,...kx t x t x t x t                                  (4.1) 

:kt instants d’échantillonnage. 

                                           

 

Figure 4.1 Echantillonnage  

 

T 

Te 
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L’échantillonneur est assimilé à un interrupteur qui s’ouvre et se ferme 

périodiquement à la fréquence 
1

e

e

F
T

 . Le signal échantillonné est une multiplication 

du signal analogique par une fonction d’échantillonnage. Si la fonction 

d’échantillonnage est une suite d’impulsions rectangulaires de période eT , de durée   

et d’amplitude unité alors on a un échantillonnage réel et si la fonction 

d’échantillonnage est une suite d’impulsions de Dirac espacés de Te on a un 

échantillonnage idéal.   

 

 

 

 

(a) Echantillonnage réel 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Echantillonnage idéal                                                                       

Figure 4.2 Types d’échantillonnage  

 

Dans ce qui suit, on s'intéresse par l’échantillonnage idéal.  

 

4.2 Analyse fréquentielle  

 

Pour analyser le comportement fréquentiel de l’échantillonneur on détermine la 

Transformée du Fourier (TF) sur le signal échantillonné (Spectre du signal 

échantillonné) 

.  

x(t) 

t 

   
2

e

n

S t P t nT





   

t 

Te 
1 

2


 

2


 

 

t 

 k

n

g t t





  

Te 
tk 

= 

x(t) 

t 

= 

0 

1 

   e

n

S t t nT




   

t 

tk 

 

t 

 ex kT  

Te Te 
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     

     

     

     

.

.

.

.

e

e Te

e e

n

e e e

n

f t f t s t

f t f t Pgn t

f t f t t nT

f t f nT t nT

















 

 





                                  (4.2) 

            

     

     

          

.

1

1

1

TF

e Te e Te

e e

ne

e e

ne

e e

ne

f t f t Pgn t F f F f TF Pgn t

F f F f f nf
T

F f F f f nf
T

F f F f nf F f f F f
T



















   

  

  

   







       (4.3) 

 

Le spectre  eF f  d’un signal échantillonné  ef t  est une répétition cyclique 

(périodicité) de  F f dans l’espace des fréquences. 

 

 

Figure 4.3 Spectre d’un signal échantillonné  
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4.3 Théorème d’échantillonnage de Shannon  

Pour avoir une numérisation parfaite du signal analogique, il faut que eF  d'un 

signal à bande limitée   max0,F f f F    doit être égale ou supérieure au double 

de la fréquence maximale maxF  contenue dans ce signal (Condition de Shannon). 

max max max2e eF F F F F                                             (4.4) 

max2 :F  la fréquence d’échantillonnage critique 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.4 Théorème de Shannon  

 

Tableau 4.1 Condition de Shannon (C.Sh) 

 

Condition Remarque 

max2eF F  
La C.Sh est respectée et pas de recouvrement (conservation de 

l’information) 

max2eF F  
La C.Sh est respectée à la limite et pas de recouvrement 

(échantillonnage à la limite) 

max2eF F  

La C.Sh n’est pas respectée, certaines fréquences vont se 

chevaucher et va se produire un phénomène de repliement 

(recouvrement spectral, perte de l’information). 

 

Xe(f) 

fe-fmax fmax fe+fmax fe 0 
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Figure 4.5 Les trois cas du théorème de Shannon  

 

 

Remarques : 

 

- Pour éviter le phénomène de repliement, on utilise un filtre pass-bas avant 

l’opération d’échantillonnage (Filtre anti-repliement ou anti-recouvrement) qui 

va atténuer les composantes hautes fréquences qui ne sont pas essentielles à 

l’information, ensuite on applique la condition de Shannon. 

- Le théorème d’échantillonnage était appliqué que pour les signaux à bande 

limitées. 

- Le phénomène de repliement dépend de la largeur du spectre et de la Fe.  

 

4.4 Reconstitution du signal analogique (SA)   

 

La restitution d’un SA  f t  à partir de son signal échantillonné   ef t nécessite une 

isolation du spectre  F f  à l’aide d’un filtre passe bas (PB) (filtre 

d’interpolation ou de reconstruction ou de lissage) de fréquence de coupure 

cF  et de fonction de transfert H(f). Il est nécessaire que la fréquence de coupure du 

filtre d’interpolation vérifiée la condition suivante : 

max maxc eF F F F                                              (4.5) 

Fe>2fmax 

Fe<2fmax 
Fe=2fmax 
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Figure 4.6 Isolation du spectre  F f  

 

     

       

     

'

'

'

e

e e

n

e e

n

f t h t f t

f t h t f nT t nT

f t f nT h t nT










 

  

 





                                       (4.6) 

 

On suppose que      sin sin
2 2 2 2

c c c c
e e

F F F F
h t c t h t nT c t nT

   
      

 

Donc 

 

      ' sin
2 2

c c
e e

n

F F
f t f nT c t nT

 





                                  (4.7) 

 

La sommation d’une multiplication entre chaque échantillon  ef nT  avec la version 

retardée de la fonction d’interpolation  sin
2

c
e

F
c t nT


 permet d’avoir le signal

 'f t . 
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Exemple 4.1 

 

Soit un signal téléphonique émis occupant la bande [300 Hz, 3300Hz]. 

1. Peut-on éviter le recouvrement pour Fe=4000Hz et Fe=8000Hz ?  

2. A quelle condition peut-on récupérer le signal téléphonique ? 

3. Proposer une solution pour récupérer le signal téléphonique  émis. 

 

Solution 4.1 

1. Non, pour 4000Hz et oui, pour 8000Hz 

2. max2 6600eF f Hz   

3. Pour Fe=8000Hz, on doit appliquer un filtre passe bas de 

3300 4700cHz f Hz   

  

4.5 Quantification 

 

La quantification est le processus de conversion d’une fonction analogique ou 

continue en un ensemble discret de valeurs. Un signal échantillonné et quantifié 

devient alors une suite de nombres. Cette double discrétisation horizontale sur l'axe du 

temps avec un pas T (période d'échantillonnage) et verticale sur l'axe d'amplitude avec 

un pas q dit de quantification, convertit un signal analogique en un signal numérique. 

A chaque amplitude du signal échantillonné est associée une valeur binaire codée sur 

n bits, opération réalisée par un convertisseur Analogique-Numérique (CAN) . Ceci 

permet de distinguer 2nN  niveaux sur une plage de variation d'amplitude de -Vm et 

+Vm donnant un pas de quantification égal à: 
2

2 1

m

n

V
q 


 

 
 

Figure 4.7 Quantification  
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- Bruit de quantification 

 

On peut modéliser le bruit de quantification par un signal aléatoire  e t  

uniformément réparti entre 
2

q
 et 

2

q
 . Sa variance est donnée par: 

 

 
22

2 2

212 3.2

m
e n

Vq
E e t       

 

Le rapport signal-sur-bruit pour un signal  x t donné est : 

 
2

10 2
10log x

e

SNR



  

Avec : 2 :x variance du signal. 

 

4.6 Convertisseur analogique-Numérique CAN 

 

Un CAN transforme une grandeur physique (tension, courant) en une valeur 

numérique et peut être réalisé selon plusieurs technologies: parallèle ou flash, rampe 

analogique, rampe numérique, approximations successives.  

La résolution d’un CAN est égale à la différence de deux niveaux successifs. 

Lorsque cette résolution est petite, on aura une conversion très précise.  

 

4.7 Convertisseur Numérique- analogique CNA 

 

Le principe de base est d’avoir une valeur analogique proportionnelle à une valeur 

numérique codée sur plusieurs bits. Exemple : résistances pondérées et réseau R/2R. 

 

 CAN CNA 

Quantum  
2

ref

n

v
q  , n :nombre de bits 

2 1

ref

n

v
q 


 

Caractéristique de transfert 

(Vs=f(Ve), N: nombre 

codé sur certain nombre de 

bits) 

ev
N

q
  

sv N q   

Excursion (plein échelle) : 2nE q    2 1nE q   
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tension maximum qu’on 

doit prendre en entrée d’un 

CAN ou en sortie d’un 

CNA. 

Résolution (R): c’est la 

précision du convertisseur 

1

2n
R   

R en nombre de bits : R n  R en tension: R q  

Temps de conversion C’est le temps qu’il faut au convertisseur pour 

transformée une valeur analogique en valeur numérique 

(durée de échantillon) 

Fréquence 

d’échantillonnage 

Le nombre d’échantillons par second 

 

4.8 Exercices à résoudre 

 

Exercice # n°1 

Soit le signal dont le spectre est représenté par la figure ci-dessous, on échantillonne 

ce signal idéalement.  

1. Tracer le spectre du signal échantillonné dans les cas où la fréquence 

d’échantillonnage est : 0 0 02 ; 3 ; 10e e ef f f f f f   . Chaque graduation 

représente f0.  

2. Donner la plus petite fréquence d’échantillonnage qui permet d’éviter le 

recouvrement. 

 
Exercice # n°2 

Un signal analogique est échantillonné avec une fréquence 𝑓𝑒 = 2500𝐻𝑧; sachant que 

l’on peut restituer le signal original du signal échantillonné par un filtre passe bas de 

fréquence de coupure 𝑓𝑐 = 1000𝐻𝑧.  

- Trouver les largeurs possibles du spectre du signal analogique (original). 

 

Exercice # n°3 

Soit le signal (𝑡) = 𝑟ectT(𝑡); trouver la fréquence d’échantillonnage qui vérifie la 

condition de SHANON permettant d’éviter le recouvrement pour les 3 premiers lobes. 

On prendra dans le graphe T=4ms. 
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Exercice # n°4 

Soit le signal x(t)=sinc(t/T).peut-on éviter le recouvrement si l’échantillonnage de ce 

signal se fait avec une fréquence 1 4 ; 3 2e ef T f T  . 

Tracer le spectre du signal échantillonné (dans un intervalle de fréquences de 0 à 

2.𝑓𝑒; On prend: 

   

   

   

2
sin

3
sin 2

2

1
sin

e

e

e

f dans le cas x t c t T
T

f dans le cas x t c t T
T

f dans le cas x t c t T
T

  

  

  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE 5 

TRANSFORMEES DISCRETES 
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Chapitre 5: Transformées discrètes 

 

5.1 Les signaux numériques 

 

Si la variable t est représentée par des instants 
1 2 3, , ,..., nt t t t régulièrement espacés, 

alors le signal est dit échantillonné (ou signal à temps discret). Ces signaux peuvent 

être représentés par plusieurs représentations : 

- Représentation mathématiquement:   ,x n n    . 

- Représentation fonctionnelle :  

 

7 1

0 3

1

pour n

x n pour n

ailleurs




 



 

- Représentation tabulaire: 

 

n ...-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5... 

 x n  …1 1 0 0 5 3 3 3 2 2 1 

- Représentation par séquence:    ..., 2,0,1,3,1,0,6,... ,0 :x n
 

 représente 

l’origine. 

 Séquence causal :        0,1,3,1,0,6,... , 0 0x n x n pour n


    

 Séquence de durée finie causale :     0,1,3,1,0,6x n


  

 Séquence de durée finie:    2,0,1,3,1,0,6,5x n


 , séquence 8 points.   

 Représentation graphique :  

 

           

       

2 7 3 6 2 4 3 5 1

4 2 1 2 5 7

x n n n n n n

n n n n

    

   

          

      
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Figure 5.1 Représentation graphique  

5.2 Signaux particuliers 

 

5.2.1 L’impulsion unité: défini par 

 

 
1, 0

0, 0

n
n

n



 


 et sa version décalée  

1,

0,

n k
n k

n k



  


                 (5.1) 

 

 
                                         (a)                                                                            (b) 

Figure 5.2 (a) Impulsion unité, (b) Impulsion unité décalée 
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Ce type de séquence est utilisé pour définir autre séquence. En effet, toute séquence 

peut être considéré comme une somme de  n k   (impulsions décalées) et 

d’amplitude  x k . La séquence est définie par l’expression suivante  

     
k

x n x k n k




  . 

5.2.2 Le saut unité: défini par 

 

 
1, 0

0, 0

n
U n

n


 


 et sa version décalée  

1,

0,

n k
U n k

n k


  


                (5.2) 

 

Figure 5.3 (a) Saut unité, (b) Saut unité décalée 

 

- Le saut unité peut être défini par une somme d’une infinité d’impulsions unité 

décalées.   

         
0

1 2 ...
k

U n n k n n n   




                           (5.3) 

 

- L’  n  peut être décrite par la différence entre 2 sauts unités : 

     1n U n U n                                                        (5.4) 
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5.2.3 L’exponentielle numérique: défini par  

 

  anTx nT e                                                     (5.5) 

 

 
Figure 5.4 Exponentielle numérique 

 

5.2.4 La rampe: défini par  

 

 
, 0

0, 0

n n
r n

n


 


                                                       (5.6) 

 

 

5.2.5 La séquence sinusoïdale: défini par  

 

   cos , 2x n n f                                                 (5.7) 
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Figure 5.5 Séquence sinusoïdale 

5.2.6 La séquence périodique: défini par  

 

   , :x n x n N N  la période de la séquence.                         (5.8) 

 

5.3 Energie et puissance 

 

5.3.1 Energie  

 
2

n

E x n




                                                            (5.9) 

Si l’énergie est finie, alors la séquence est à énergie finie.  

5.3.2 Puissance 

 

 
21

lim
2 1N

n

P x n
N








                                                           (5.10) 

Si ,P    alors la séquence est à puissance fini.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre5                                                                                   Transformées discrètes 
 

Traitement du signal               3ième année Télécommunication Page 80 

 

5.4 Transformée de fourier à temps discret (TFTD) 

 

Transformée de Fourier à temps discret (ou Transformée de Fourier d'un signal 

discret) 

 

Le signal échantillonné :      e e e

n

x t x nT t nT   

Donc la transformé de Fourier à temps discret est définie par la relation suivante (la 

TF du signal échantillonné):  

 

   

     

   

2

2

2 e

jft

e

jft

e e

n

j fnT

e

n

X f x t e dt

X f x nT t nT e dt

X f x nT e















 











 









                         (5.11) 

Si 2j fz e  , nous remarquons que    X f X z  

 

Son inverse (TFTDI) est définie par : 

 

   
2

2

2

1 e

e

e

f

j nT t

e n e

e f

x nT C X f e df
f









                            (5.12) 

5.4.1 Propriétés 

 

La transformée de Fourier des signaux numériques possède les mêmes propriétés de la 

transformée en Z, compte tenu qu’elle est un cas particulier de cette dernière. Ce 

tableau résume les propriétés: 

 

 nx   X f  

. .n nA x B y     . .A X f BY f  

n kx 
  2j fke X f  

02j f n

ne x
   0X f f  

*n nx y     .X f Y f  

.n nx y     *X f Y f  
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5.4.2 Quelque transformation  

 

Le tableau ci-dessous présente quelques transformées : 

 

 nx   X f  

n  1 

nu  
 2

1 1

1 2j f
k

f k
e 






 


  

1 
 

n

f k




  

02j f n
e

  
 0

k

f f k




   

 0cos 2 f n  
    0 0

1

2 k

f f k f f k 




      

 0sin 2 f n  
    0 0

1

2 k

f f k f f k
j

 




      

; 1n

na u a   
2

1

1 j fae 
 

0sin 2 f n

n




  

02frect f  

1
2

N

N
rect n

 
 

 
   

 

sin 1

sin

f N

f






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5.5 Transformée de Fourier discrète (TFD) et son inverse (TFDI) 

Le signal  x n  est discret avec un nombre infini. Pratiquement en utilisant 

l'ordinateur et comme la capacité de l’ordinateur étant limitée, il faut limiter le 

nombre de points du  x n , généralement on prendra un nombre de points 

correspondants à une période du signal  x n  si le signal est périodique, sinon on 

prendra un nombre limité de  x n .  

Dans ce cas, on échantillonne la fréquence c-à-d on divise l’intervalle 
ef par N, ainsi 

 X f  est échantillonné à la cadence (pas d’échantillonnage) 
1e

e

f
f

N NT
    

La Transformée de fourier  discrète (TFD) d’une suite de N termes (signal 

numérique)           0 , 1 , 2 ,..., 1x n x x x x N  , la suite de N termes 

          0 , 1 , 2 ,..., 1X k X X X X N    définie par: 

 

   

      

2

21

0

.

ej fnT

e

e

j knN
e N

n

X f x nT e

f
f k

N

f
TFD x n X f k x n e X k

N


















 
       

 





              (5.13) 

 

La formule de la transformée inverse de fourier discrète (TFDI) est donnée par 

 

   
22

2

1
.

j knk N

N

k N

x n X k e
N





                                         (5.14) 

 

Si on pose 
2j

N
NW e



  alors les équations (5.13) et  (5.14) deviennes :  

        
1

0

.
N

kn

N

n

TFD x n X k x n W




                                     (5.15) 

        
1

0

1
.

N
kn

N

k

TFI X k x n X k W
N






                                     (5.16) 
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La relation donne les transformées de N degré, et par matrice nous avons : 

 

 
 

 

 

 

     

 
 

 

0.0 0.1 0.2 0.( 1)

1. 11.0 1.1 1.2

2 12.0 2.1 2.2

1 .2 1 . 1( 1)0 ( 1).1

0 0

1 1

. .

. .

. .

1 1

k nk
N

N

N N N N

N

N N N N

N

N N N N

N N NN N

N N N N

X
W

W W W WX x

W W W WX x

W W W W

X N x NW W W W







   

   
   
   
   
  
  
  
  
      

nx






 
 
 
 
 

 (5.17) 

Donc, la TFD est 

    . .nk

NX W x ou X k W x n                                               (5.18) 

et la TFDI est  

   
1 1

. .nk

Nx W X ou x n W X k
N N

                               (5.19) 

 

5.6 Propriétés de la transformé TFD  

 

- Linéarité :           . . . .TFD a x n b y n aTFD x n bTFD y n            
 

- Périodicité :    X k N X k   

- Retard et avancement (ou le décalage temporaire) : 

          
1

0

. .
N

n m k n m k

N N

n

TFD x n m W x n m x n m W


 



         
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Exemple 5.1 

 

Soit le signal x(n)=1 pour n=0 et n=3 et 0 ailleurs. 

 

     

   

   

   

   

   

2 6 3

21

0

3
0

0

33
2 4

23
0

4

3
0

0

1.

1 2cos 3

2.

, : int

0 2

3
1 2cos

4

2

e e e

n
jfnT jfT jfT

e e

n

j nkN

N

n

n

j

j n

j nk
n

n j n

n

TFTD

X f x nT e e fT e

TFD

X k x n e N nombre totale du po s du signal

X x n e

X x n e e

X k x n e

X x n e

  















  



 









 

 



   



 

 
   

 
 














   
3 2

3

4

93

4

0

3
2cos

4

9
3 2cos

4

j n

j

j

n

e

X x n e e
























      


 
   

 


 

 

 

5.7 Fenêtre de pondération (Fenêtrage)  

Pour étudier un signal sur une durée finie, on le multiplie par une fenêtre 

d'observation (ou fenêtre de pondération ou d'apodisation) par exemple Fenêtre 

rectangulaire (la plus utilisée), Fenêtre triangulaire (de Bartlett), Fenêtre de Hanning, 

Fenêtre de Hamming, Fenêtre de Blackman et la fenêtres de Kaiser.  

 Fenetre de Bartlett : 

 
 

2
0,

2

2
,

2

0,

t T
si t

T

T t T
h t si t T

T

ailleur

  
  
 

   
   

 




                                                                         (5.20) 

 Fenetre de Hanning : 

 
 

1 1
cos 2 0,

2 2

0,

t
si t T

h t T

ailleur


  

      



                                                                  (5.21) 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Richard_Hamming
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 Fenetre de Hamming : 

 
 0.45 0.46cos 2 0,

0,

t
si t T

h t T

ailleur


  

      



                                                               (5.22) 

 Fenetre de Blackman : 

 
 0.42 0.5cos 2 0.08cos 4 0,

0,

t t
si t T

h t T T

ailleur

 
    

           



                                       (5.23) 

L’étude ce fait sur le signal tronqué      hs t s t h t  au lieu de  s t . L’étude 

dans le domaine fréquentiel est basée sur l’application de la TF. Donc on obtient un 

produit de convolution      *hS f S f H f , où  H f .  

 

Figure 5.6 Fenêtres de pondérations 
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5.8 Technique du zero-padding 

Le remplissage à zero est une technique généralement utilisé pour rendre la taille de la 

séquence d’entrée égale à une puissance de deux.  

Exemple 5.2 

Si vous avez dix échantillons d’un signal, vous pouvez a ajouter six zéro pour rendre 

le nombre total d’échantillons égal à 16(24) ou 32(25), qui est une puissance de deux.  

 

Exemple 5.3 

L’autocorrélation du signal, discret non périodisé, calculée à partir de sa définition 

aura 2N-1 points. La DSP du signal discret périodisé calculée à partir de la définition 

sera N-périodique. La TFD inverse de cette DSP (théorème de Wiener-Kintchine) 

donne une autocorrélation N-périodique. La première autocorrélation (à 2N-1 points) 

s’appelle l’autocorrélation linéaire. La deuxième autocorrélation (Npériodique) 

s’appelle l’autocorrélation cyclique. Notre but est de calculer l’autocorréaltion linéaire 

et par conséquent la DSP par la technique de la TFD. Autremeent dit, on veut qu’une 

période de l’autocorrélation cyclique soit identique à l’autocorrélation linéaire. Cette 

dernière possèdant généralement 2N-1 points non nuls ne peut être tronquée.  Il faut 

donner augmenter le nombre de points du signal discret de N à au moins 2N-1 

points par l’ajout d’au moins N-1 zéros. 

 

5.9 Algorithmes rapides de la TFD (FFT) 

 

La transformation de Fourier rapide (FFT ou fast Fourier transform) est un 

algorithme rapide de calcul de la transformation de Fourier discrète (TFD) proposé 

par James Cooley et John Tukey en 1965 (mais Gauss c’est déjà l’inventé en 1805). 

L’algorithme FFT se base sur le principe diviser pour régner utilisant une 

récursivité. On subdivise une TFD de taille N1.N2 en deux TFD de tailles inférieurs N1 

et N2. Cet algorithme est couramment utilisé en analyse spectrale pour transformer 

des données discrètes du domaine temporel dans le domaine fréquentiel et en filtrage 

des signaux.  
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La TFD est donnée par : 

       
1

0

.
N

kn

N

n

TFD x n X k x n W




                                      (5.24) 

avec 
2j

N
NW e



  

On peut écrire l’équation (5.20) sous la forme : 

   . .kn

N N N NX k W x W N x                                                         (5.25) 

Avec 

     

     

 

 

     

0.0 0.1 0.2 0.( 1)

1. 11.0 1.1 1.2

2 12.0 2.1 2.2

1 .2 1 . 1( 1)0 ( 1).1

0 , 1 ,..., , 1

0 , 1 ,..., , 1

...

... ...

T

N

T

N

N

N N N N

N

N N N N

N

N N N N
N

N N NN N

N N N N

x x x x N

X X X X N

W W W W

W W W W

W W W W
W

W W W W







   

  
 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

Sous l’hypothèse que N est pair le vecteur 
Nx  peut se décompose en deux sous 

vecteurs : L’un 2

p

Nx à indices paire et l’autre 2

i

Nx  à indices impairs tous deux étant de 

dimension 2N  . 

     

     

2

2

0 , 2 ,..., 2

1 , 3 ,..., 1

Tp

N

Ti

N

x x x x N

x x x x N

   

   

 

Donc,  

     

   

2 1
2 2 2

0

2 1

2 2

0

2 2 1

2 2 1

N
mn mn m

N N N N

m

N
mn mn m

N N N

m

X m x n W x n W W

x n W x n W W









    

    





 

En effet 
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     
 

   

     

2 2 12 22 1

0

2 2 22 22 1
2 2 2

2

0

2 1

2 2

0

2 2 1

2 2 1 , ,

2 2 1

j n mj mnN

N N
N

m

j mn j nm j mnj nm j nmN
nm nmN N NN N

N N

m

N
mn mn mn

N N N N

n

X m x n e x n e

x n e x n e e e W e W

X m x n W x n W W



   

 



   







 
   

  

 
     

  

     







Pour 0,1,2,..., 2 1m N  on peut écrire  NX m sous forme matricielle : 

   
   

2

2

2 2

2 2

p

N N

N i

N N

W N W N x
X

W N W N x

  
   

     

 

Avec 

 

 

 

 

 

     

 

1. /2 11.1 1.2

/2 /2 /2

2 /2 12.1 2.2

/2 /2 /2

/2 1 .2 /2 1 . /2 1( /2 1).1

/2 /2 /2

2

/2 1

1 1 1 ... 1

1

1
2 ,

... ...

1

1 1 1 1

0 0

0 0 0

0 0 0

N

N

N

N N N

N

N N N

N N NN

N N N

N

N

N

W W W

W W W
W N

W W W

W

W

W





  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
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Figure 5.7 Transformation de Fourier rapide  

 

Exemple 5.4 

 

Un processeur FFT est utilisé pour l’analyse spectrale d’un signal. Le nombre de 

points doit être une puissance entière de 2. Résolution fréquentiel: 

max0.5 ; : 250f Hz f du signal Hz  . 

1. Déterminer la durée minimale du signal. 

2. Déterminer le nombre minimum de points. 

 

Solution 5.4 

1. On appelle D la durée du signal, donc 
1 1

; 0.5 2secf Hz D
D D

      

2. N :? 
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max

3

3 10

2
2 2

1
' : 2 2 250

2.10 sec

10 1024 2

e

D NT N
T

D après shanonn f f
T

T

donc N



    

   

 

  

 

 

5.10 Transformée en Z (TZ) 

 

La TZ est l'équivalent discret de la transformation de Laplace, permet la 

représentation des systèmes numériques linéaires à l’aides d’une fonction de transfert 

 H z . 

 

La TZ de la séquence  x n  est donnée par   

      n

n

X z TZ x n x n Z






                                            (5.26) 

Cette équation est la transformée en Z bilatérale. Pour les séquences causal, on utilise 

la transformée en Z unilatérale   

     
0

n

n

X z TZ x n x n Z






                                                     (5.27) 

 Tableau 5.1  

 x n , 0n    X z  

 n  1 

U(n) 

1

z

z 
 

N 

 
2

1

z

z 
 

 0cos n  2

0

2

0

cos

2 cos 1

z z

z z







 
 

 0sin n  0

2

0

sin

2 cos 1

z

z z



 
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5.10.1 Propriétés de la Transformée en Z 

 

- Linéarité  

        1 2 1 2TZ f n f n F z F z     
 

-  Décalage temporel  

    TZ x n Z X Z 

 
- Retard temporel  

    TZ x n Z X Z  

 
- Changement d’échelle  

    
Z

TZ a x n x X Z
a

  
  

   

- Dérivation  

    
k

k d
TZ n x n z X Z

dz

 
  
   

- Produit de convolution  

        TZ x n y n X Z Y Z    

 

- Théorème de la valeur initiale  

   
0

0 lim
Z

x X Z



 

- Théorème de la valeur initiale  

     1

1
lim 1
Z

x Z X Z


  

 
 

Exemple 5.3 

Calculer la TZ du signal    Nx n rect n  
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 

     

         

 
 

1

0

1 2 3 ( 1)

0 1 2 3 ( 1)
1 1 1 1 1

1

1

1

1,0 1

0

1.1 1 1 1 ... 1

...

1
1 1.

1

N
n n

n n

N

N

N

n N
x n

ailleurs

X z x n z x n z

z z z z

z z z z z

z
si z X z

z

 
 

 

    


    







  
 


 

      

     


  



 

 

5.10.2 Transformée inverse de la Transformée en Z 

 

(a) Méthode indirects 

 

(a).1 Division polynomiale  

C’est le principe de la division de deux polynômes pour avoir un polynôme en 
kz  . 

 

 (a).2 Développement en fractions rationnelles  

 F z  peut être présenté sous forme de puissance en Z.  

 

 
 

   

1 1 2 0

0 1 2

1

...l l

l

n

m

m

N z C z C z C z C z
F z

D z
z z

 



   
 


                        (5.28) 

:mz  les pôles de  F z   

 

La 
1TZ 
de  F z dépend de la nature des pôles de  F z . 

1er cas : pôles simple 

 

 

 
1 2

1 2

... k

k

F z A A A

z z z z z z z
   

  
avec :kz pôles de  F z                   (5.29) 

 

Les coefficients 
kA sont déterminés par la méthode des résidus  

 

 
 

   
k

n

k k k k

kz z

F z
A z z y n A z

z


                                 (5.30) 
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2ième cas : pôles multiples  
 

 
 

k

s
k i

C
F z

z z



  et 

 
   

1
1

1

1

1 !
i

s
s n

k is

z z

d
C z z F z z

s ds








 
  

  
  

:iz Pôles multiples et :s ordre des pôles multiples 

(b) Méthode directs: Intégration directe par les résidus  

La transformée en Z inverse est donnée par  

    1

( )

1

2

n

c

f n F z z dz
j

                                                (5.31) 

(c) est un contour fermé appartenant au domaine de convergence. Le théorème des 

résidus permet d’écrire : 

     1 int ( )
i

n

z z
f n résidus de F z z aux poles érieurs à c


            (5.32)                                         

 
 

 
1

0

0

:n

s

z
F z z z

z z


 


est un pole d’ordre s de   1nF z z   

- Si 
0z est un pole multiple d’ordre s de   1nF z z   

 
 

 
0

0

1
1

1

1
Re

1 !

s
n

s
z z

z z

d
s F z z z

s ds










 
        

                             (5.33) 

- Si 1s   (pole simple)  
 

 
1

0

n
z

F z z
z z


 


 

 
 

 
0

0

1
1

1

1
Re

1 !

s
n

s
z z

z z

d
s F z z z

s ds










 
        

                            (5.34) 

5.11 Equations aux différences 

 

Chaque système vérifié une équation appelé équation aux différences (EAD) (ou 

équations de récurrence) qui relie l’entrée à la sortie du système.    

    0

0 0

, , 1
N M

k k

k k

a y n k b x n k a b et a
 

                                        (5.35) 

Les coefficients ka et kb  sont les coefficients du système. N est l’ordre du système. Le 

système est réalisable si N M . On utilise plus fréquemment l’écriture suivante : 
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     
0 1

M N

k k

k k

y n b x n k a y n k
 

                                (5.36) 

Exemple 5.4 

- Déterminer l’équation aux récurrences sachant que   

 

 
 

 

       

     

       

     

2

3 2

1 2 3

1 2 3

0.3484 0.104 0.243

2.086 1.5372 0.3329

2.0862 1.537 0.3329

0.3484 0.104 0.243

2.086 1 1.537 2 0.3329 3

0.3484 1 0.104 2 0.243 3

Y z z z
G z

X z z z

Y z z Y z z Y z z Y z

z X z z X z z X z

donc y n y n y n y n

x n x n x n

  

  

 
 

  

   

 

     

     

 

 

5.11.1 Fonction de transfert  

           

           

;

.

TZ TZ TZ

TZ

x n X z y n Y z et h n H z

y n x n h n Y z X z H z

  

   

 

 
 

 

Y z
H z

X z
                                                                  (5.37) 

La fonction de transfert d’un système d’ordre N est donné par : 

     

     

   

1 0

1 0

1 0

1

N M TZ

k k

k k

N M
k k

k k

k k

N M
k k

k k

k k

y n a y n k b x n k

Y z a z Y z b z X z

Y z a z X z b z

 

 

 

 

 

    

 

 
  

 

 

 

 

 

 
 

 
0

1

1

M
k

k

k

N
k

k

k

b z
Y z

H z
X z

a z









 






                                                (5.38) 

k: ordre du système  

pour un système d’ordre 1 : 

     

     

 

1

1

1 , 1

1

1

TZ

y n ay n x n a

Y z az Y z X z

z
H z

az z a





   

  

 
 
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5.11.2 Stabilité 

 

Pour qu’un système d’ordre N de fonction de transfert  H z  soit stable, si les racines 

de l’équation caractéristique sont dans le cercle unité.    

1

1 0
N

k

k

k

a z 



                                                  (5.39) 

5.11.3 Réponse fréquentielle du système 

 

      j jH f H e H z e     

  0

1

1

M
j k

k

k

N
j k

k

k

b e

H f

a e




















                                                (5.40) 

Pour un système d’ordre 1 : 

 

 
 

 

 

1

2

2

1

1

1

1 cos sin

1

1 2 cos

1

1 cos

j

j

z e

j

j

H z e
az

H z e
a aj

H z e
a a

arctg
a









 



 






 


 
 

 
 

 
  

 

 

 

5.11.4 Réponse temporelle du système 

 

5.11.4.1 Réponse impulsionnelle  

 

La réponse impulsionnelle est déterminée par un calcule de la transformé en Z inverse 

(
1TZ 
) du  H z .      

     

     

 

 

1

1

.

1
.1

1

TZ

x n n X z

Y z H z X z

Y z
az

z
Y z

z a





  









 

     
1TZ

nz
Y z y n a U n

z a



  


                                        (5.41) 
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5.11.4.2 Réponse indicielle  

 

La réponse indicielle est déterminée par un calcule de la transformé en Z inverse (

1TZ  ) du  H z .      

     

     

 

 

  

 

 
 

 
 

 

     

 
     

 

1

1

.

.
1

1

1

1

1
1

1

1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

TZ

z a

z

z
x n U n X z

z

Y z H z X z

z z
Y z

z a z

Y z z

z z a z

Y z A B

z z a z

Y z a
A z a

z a

Y z
B z

z a

Y z a

z a z a a z

az z
Y z

a z a a z

z az
Y z

a z z a





  





 


 

 
 

  


  


 
   


 

   

 
     

 

 
1

1 1

z az
Y z

a z z a

 
     

                                             (5.42) 

   
1

11
1

1

TZ
ny n a U n

a



    
                                          (5.43) 

 

5.11.4.3 Réponse à entrée quelconque   

 

De la même manière, pour une entrée quelconque   x n on peut déterminer la 

réponse du système par un calcul de la transformée en Z inverse.  

 

Remarque : 

- Si h(n) est de durée fini, alors le système est dit à réponse impulsionnelle finie 

(système RIF) (système non récursif : aucun bouclage de la sortie).  
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- Si h(n) est de durée infini, alors le système est dit à réponse impulsionnelle 

infinie (système RII) (système récursif : bouclage de la sortie sur l’entrée). 

 

5.12 Introduction au filtrage numérique 

Un filtre numérique effectue plusieurs modifications en atténuant ou éliminant 

certaines parties spectrales indésirables du signal discret. Les principaux 

inconvénients de ces filtres sont le coût  et la vitesse. Exemple sur les filtres 

numériques: les circuits intégrés, les processeurs programmables, etc. 

5.12.1 Equation temporelle  

 

Un filtre numérique peut être défini par une équation aux différences  d'ordre 

N sous la forme suivante:   

 

     
0 0

. .
N N

k k

k k

y n b x n k a y n k
 

                                     (5.44) 

5.12.2 Fonction de transfert 

 

Cette fonction d'ordre N est donnée par la forme suivante : 

 
 

 
0

1

.

1 .

N
k

k

k

M
k

k

k

b z
Y z

H z
X z

a z









 






                                (5.45) 

5.12.3 Classification 

 

La classification ce faite selon la durée de la réponse impulsionnelle :  

 Les filtres à réponse impulsionnelle finie (RIF)  

 Les filtres à réponse impulsionnelle infinie (RII). 

 

5.12.3.1 Les filtres à réponse impulsionnelle finie (RIF)  

 

Le filtre RIF est un filtre numérique linéaire non récursif caractérisé par une 

réponse impulsionnelle (sortie du filtre) stable et de durée finie qui dépond du nombre 

de coefficients du filtre et de l'entrée du signal. L’élément de gain, l’élément de 

sommation et le retard unitaire sont les éléments de réalisation de ce filtre. 
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   
0

M

k

k

y n b x n k


                                               (5.46) 

Avec : 

  1x k k n   :  Les valeurs du signal d’entrée  

  1y k k n   : Les valeurs du signal de sortie 

Sa réponse impulsionnelle est égale aux coefficients de l’équation de récurrence.  

       
0

M

k

y n h k x n k


                                               (5.47) 

 

Figure 5.8 Les filtres RIF  

 

Remarque : 

- Les filtres RIF sont stables. Sa fonction de transfert  
 

  0

M
k

k

k

Y z
H z b z

X z





   

- Un filtre RIF est moins compliqués qu’un filtre RII du même ordre  

- Les filtres RIF sont moins sensibles aux erreurs de quantification.  

- Un filtre RIF est moins sélectif qu’un filtre RII du même ordre  

- Un filtre RIF est entièrement déterminé si l’on connait l’ensemble de ses 

coefficients. 

-  
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5.12.3.2 Les filtres à réponse impulsionnelle infinie (RII)    

 

Un filtre RII est un filtre numérique linéaire récursif caractérisé par une réponse 

impulsionnelle (sortie du filtre) de durée infinie qui dépond du nombre de coefficients 

du filtre et de l'entrée du signal. Les filtres analogiques peuvent être considérés 

comme des filtres RII. 

       
0 0

M N

k k

k k

y n b x n k a y n k
 

                                                  (5.48) 

Avec : 

 x k : les valeurs du signal d’entrée  

 y k : les valeurs du signal de sortie.  

La fonction de transfert : 

 

 
 

 
0

0

0

, 1

M
k

k

k

N
k

k

k

b z
Y z

H z a
X z

a z









  



                                             (5.49) 

 

 

 
Figure 5.9 Les filtres RII 
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Remarque : 

 

- Les filtres RII ne sont pas forcément stables.  

- Un filtre RII est pluss compliqués qu’un filtre RIF du même ordre Les filtres  

- Les filtres RII sont plus sensibles aux erreurs de quantification.  

- Un filtre RII est plus sélectif qu’un filtre RIF du même ordre  

 

 

5.13 Exercices à résoudre 

 

1. Trouver la transformée en Z du signal  

         1 2 3 4

1; 0
; , 0; ; sin ;

0

nn
x n x n a a x n n x n n

ailleur
 


    
  

2. Trouver la transformée en Z inverse du signal  

 

 
  

 1 2
1 2

0.3 1
;

3 11 0.7
1

2 2

z
X Z X Z

z z
z z 

 
 

 
 

 

3. Déterminer  x n
du 

 
  

4

3
1 0.5

z
X Z

z z


 
 

4. Soit le signal discrète x(n) et h(n) de la figure ci-dessous 

4.1 Calculer les TFD de x(n) et de h(n) 

4.2 Calculer la convolution x(n)*h(n) 

4.3 Obtenir la TFD de x(n)*h(n) 

4.4 Comparer TFD [x(n)*h(n)] avec DFT[x(n)].DFT[h(n)] 

4.5 Calculer les puissances de x(n) et de y(n)=x(n)*h(n) a partir des 

échantillons temporels et de la DSP. 
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5. Soit le signal discret x(n) tel que : x(0)=1, x(1)=2, x(2)=3, x(3)=4. Montrer que 

DSP[TFD[x(n)]] donne la TFD de l’autocorrélation cyclique.  
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PLAN DU COURS 
 

 

INFORMATIONS GENERALES 

Semestre: 5 

Unité d’enseignement: UEF 3.1.1 

VHS: 45h00 (Cours: 1h30, TD: 1h30) * 15 Semaines 
Crédits: 4 
Coefficient: 2  
Enseignant : HABCHI Yassine  
Grade : Maitre de Conférences Classe A  
E-mail : habchi.jjl@gmail.com, habchi@cuniv-naama.dz 
 
MODALITES D'EVALUATION 

L'évaluation de l'étudiant se fait par :  
1) Examen de fin de semestre (1.5 heures) et celui du rattrapage (1.5 heures)  
2) Contrôles continus  

Travaux dirigé 40%  
Examen final 60 % 

 
Assiduité Participation Teste 

5pts 5pts 10pts 20pts 

OBJECTIF 

Familiariser l’étudiant avec les techniques de traitement numérique du signal 
comme l’analyse spectrale et le filtrage numérique. 

 
 
DEROULEMENT DU COURS  

Chapitre Chapitre1 Chapitre2 Chapitre3 Chapitre4 Chapitre5 

Temps consacré 1 semaine 4 semaines 3 semaines 3 semaines 4 semaines 
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