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Notations et Préliminaires
-X :Variable aléatoire.

-E(X) : Espérance de la variable aléatoire X.

- V(X) : La variance de la variable aléatoire X.

- p.co :Converge presque complete.

- ii.d :Indépendantes et identiquement distribuées.

- MSE : Erreur quadratique moyenne (Mean square Error).
- MISE : Erreur quadratique moyenne intégrée

(Mean Integrated square Error).
- CV :Cross Validation(validation croisée)

- Oyp.co :vitesse de convergence presque complete
- h : le parametre de lissage
- K': une fonction asymétrique du noyau

- 1 :opérateur de régression non linéaire



Introduction

L’objet principal de la statistique est de faire, a partir d’observa-
tions d’un phénomene aléatoire, une inférence au sujet de la loi géné-
rant ces observations en vue d’analyser le phénomene ou de prévoir
un événement futur.

Pour réduire la complexité du phénomene étudié, nous pouvons uti-
lisé deux approches statistiques : non-paramétrique et paramétrique.
Dans le premier approche, un probléme récurrent en statistique est ce-
lui de I'estimation d'une densité f ou d’une fonction de répartition F
a partir d'un échantillon de variables aléatoires réelles X1, X5, ...., X,
indépendantes et de méme loi inconnue.

Les fonctions f et F, tout comme la fonction caractéristique, décrivent
completement la loi de probabilité des observations et en connaitre
une estimation convenable permet de résoudre nombre de problemes
statistiques.

Cette estimation tient donc naturellement une place importante dans
I’étude de nombreux phénoménes de nature aléatoire.

Pour estimer n'importe quel parametre fonctionnel il suffit d’estimer
la fonction de répartition F par la fonction de répartition empirique
F,, et par conséquent l'estimateur de 0, est T (F,) ou T est la fonc-
tionnelle statistique. La fonction de répartition empirique donc joue
un role fondamental dans I'estimation fonctionnelle plus précisément
dans l'estimation de la densité f, pour qu’on puisse tirer plus d’infor-
mation sur la loi parente.



La connaissance de l'estimateur de F et f menent a résoudre un
autre probleme fondamental de la statistique non paramétrique, c’est
le probleme de la régression.

Les estimateurs non-paramétriques classiques ont été introduit par
Rosemblatt (1956) pour estimer la fonction de densité, a été reprise
simultanément par Waston (1964) et Nadaraja (1964) pour estimer une
fonction de régression.

Le comportement asymptotique de ces estimateurs a été étudié par de
nombreux auteurs tel que Tsybakov (2004).

Ainsi, le but de ce travail est de définir les estimateurs a noyau associé
et d’établir les propriétés relatives.

La base et I'objectif de cet mémoire est I’estimation non paramétrique
par la méthode de noyau de la fonction de densité conditionnelle avec
une variable aléatoire fonctionnelle sur des données indépendantes
identiquement distribuées(i.i.d),apres on va étudier la convergence
presque complete et la vitesse de convergence.

Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques notions élémen-
taires, définitions et exemples dans I'estimation paramétrique et non
paramétrique.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnerons quelques notions élémen-
taires, définitions de la méthode de noyau et leur utilisation pour les
données fonctionnelles, et I’estimation par cette méthode.

Dans le troisieme chapitre, nous donnerons présentation des modeles
et ’estimateur a noyau de la densité conditionnelle.

Dans le dernier chapitre le travail des simulations sont faites pour
illustrer les résultats théoriques établis sur la densité de probabilité.
Les applications et les commentaires, oii nous avons confirmé que les
variables aléatoires fonctionnelle sont des courbes (sous logiciel R),
nous illustrons la convergence presque complete en effectuant des si-
mulations sur l'estimateur de densité conditionnelle par la méthode
de noyau pour les variables fonctionnelles (qui présenté par Ferraty),
et sur autre densité, ensuite nous examinons les résultats.



Nous allons comparer les résultats,cet application montre que la
convergence presque complete de I'estimateur de densité condition-
nelle est confirmée.
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FIGURE 1 — Les données fonctionnelles



Chapitre 1

Estimation fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques notions élémentaires,
définitions et exemples dans l'estimation paramétrique
et non paramétrique.

1.1 Les variables aléatiores fonctionnelles

Une variable aléatoire X est appelée variable fonctionnelle (v.f.)
si elle prend des valeurs dans un espace de dimension infini (ou es-
pace fonctionnel).
Une observation x de X s’appelle une donnée fonctionnelle.
Notez que, lorsque X (resp. x ) désigne une courbe aléatoire (ou son
observation), nous impliquons implicitement 1'identification suivante
X ={X(t);t €T} (resp. x = (t);t € T}).
Dans cette situation, la caractéristique fonctionnelle provient directe-
ment des observations la situation ou la variable est une courbe est
associée a un ensemble unidimension T C RR.
Ici, il est important de remarquer que la notion de variable fonction-
nelle couvre une plus grande surface que 'analyse des courbes.
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CHAPITRE 1. ESTIMATION FONCTIONNELLE

1.2 Ensembles de données fonctionnels

Un ensemble de données fonctionnelles xj, .. ., X, est 'observation
de n variables fonctionnelles X7, ..., X, est identique a X.

Cette définition couvre de nombreuses situations, le plus populaire
étant les ensembles de données courbes.
Ici, nous supposerons que nous disposons d’un échantillon de don-
nées fonctionnelles.

1.3 Estimation paramétrique et non paramé-
trique

Définition 1.3.1. Estimation paramétrique : Si l'on sait a priori que h
appartient a une famille paramétrée {h(x,0),0 € @} ot @ C R* et h(.,.)
est une fonction connue, on parle alors d’éstimation paramétrique, car éstimer
h revient a éstimer le paramétr fini dimensionnel 0.

Définition 1.3.2. Estimation non paramétrique :Si I'on sait seulement
que h appartient a I ensemble des lois de probabilités qui est un éspace de
dimension infinie, alors on dit que I'on fait de I’éstimation non paramétrique
ou de I'éstimation fonctionnelle

Dans ce qui suit, on suppose que I'on a observé un échantillon X4, Xs, ..., X,
a valeurs dans R® muni de sa tribu borélienne B.

De plus, on suppose que les {X;,i = 1,...,n} sont indépendantes et identi-
quement distribuées (i.i.d) u € Py une famille de loi sur (IR%; B).

1. La densité de probabilité : Si P, est une famille de loi dominée
par une loi A,donc elle admet (théoreme de Radon-Nykadim)

une densité f = Z—K c’est un parametre dans L,

. d : ) : :
Si ﬁ admet une version bornée (respectivement continue et
bornée) alors on peut la considérer comme un paramétre dans
L? (respectivement dans Cp (R®) ).

12



CHAPITRE 1. ESTIMATION FONCTIONNELLE

Enfin, si f, est différentiable, on définit de nouveaux paramétres
fonctionnels : les dérivées partielles de f, :

2. La fonction de répartition C’est la fonction définie par

S

Fﬂ (xl,...,xs) = (H

i=1

_oo;xi]> ,(xl,...,xs) EIRS

3. Lafonction des quantiles Pour s = 1, la fonction quantile d’ordre
p définie par

F 7l (p) = Q(p) =inf{t e R;F(H) > p} 0<p<1

F, " est un paramétre a valeur dans 1’éspace de fonctions réelles
définies sur |0; 1| monotones non décroissantes et continues a
gauche.

4. La fonction caractéristique Elle est définie par
i(t) = E Jexp{i(t,x)}] ou tx€ER".

fi est un parametre dans Cp, (IR?).

5. Le parametre de régression Supposons que 1’on observe un échan-
tillon {(X;,Y;), i=1,...,n} d'un couple (X,Y) a valeurs
dans R®1 X R*2 est soit uj, x € R*! une famille de versions des
lois conditionnelles de Y sachant X = x : Toute fonction de la
former:x — r(py)
est un parametre de régression. Les plus usuals sont :

(a) L'éspérance conditionnelle (qui est la fonction de régression),
(b) La densité conditionnelle,

(c) Le mode conditionnel,

(d) La fonction de répartition conditionnelle,

(e) Le quantile conditinnel.

13



CHAPITRE 1. ESTIMATION FONCTIONNELLE

1.4 Estimation non-paramétrique d’une den-
sité

1.4.1 L’estimateur de la fonction de densité

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribués Xj, - - - , X,, de densité de probabilité par
rapport a la mesure de Lebesgue une fonction inconnue f de IR dans
[0, +o0].

L'objectif de notre étude est la construction d"un estimateur de f, c’est-
a-dire une fonction f,, (x) = fu(x,Xq,...,X,) mesurable par rapport
a la tribu engendrée par (Xy, ..., X,).

Notons F(x) = P (X3 < x) la fonction de répartition de la loi de

X; et considérons la fonction de répartition empirique

A

12
Fn(x) - ; Z 1{Xi§x}; Vx € R
i=1

La loi forte des grands nombres permet d’affirmer que F, est un esti-
mateur de F.

Il est méme possible d’obtenir des intervalles de confiance et de tester
I’'adéquation des données a différentes lois.

Néanmoins, il n’est pas évident d’utiliser E, pour estimer f.

Une des premieres idées intuitives est de considérer pour h > 0 petit

A E(x+h)—FE,(x—h 1 &
fu(x) = ( )2h ( ) =2 Zl{—hgm—xgh}

=1

L’idée la plus naturelle est d’estimer f en un point x et de voir ce qui
ce passe au voisinage de x.

14



CHAPITRE 1. ESTIMATION FONCTIONNELLE

Une des premieres idées intuitives est de considérer pour b > 0 petit

F(x+h) — F(x—h)

f(x) = lim -
_im EG 1) — f(x) | F(x) —F(x—h)
h—0 2h oh .

En remplagant alors F par F,, on obtient

fulx) = F"(x+h)2_hP”(x_h) (1.4.1)

qui peut aussi s’écrire sous la forme

\ 11
Fur X(x) = o0 ; {Lixi<etny — Tixi<oony |

1

= ﬁ Z L{x—n<X,<x+1}
2nh Zl{ 1< }

15



CHAPITRE 1. ESTIMATION FONCTIONNELLE

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenblatt (1956), c’est le pre-
mier exemple d’estimateur a noyau construit a I’aide d’une fonction
appelée noyau : K(t) := 31{_j<t<1}. Définissions maintenant plus
généralement la notion d’estimateur a noyau.

Définition 1.4.1. Soit K : IR — IR une fonction intégrable, positive et
telle que [ K(u)du = 1,K est appelée noyau.

Soit h := h, > 0 un parameétre de lissage (fenétre) qui dépend de la taille de
I'échantillon n.

Pour toute n € IN™, l'estimateur a noyau de la densité de la v.a. X au point
x, noté f, x(x) est donné par :

A 1 & x—Xi

" =—) K . 1.4.2

fux = LK (S5 142
1.4.1.1 Exemples de noyaux classiques

Voici quelques exemples de noyaux classiques :
- Noyau Triangulaire : K(t) = (1 — |¢|)1j¢<1},

- Noyau Biweight : K() = £ (1 — 12)* 1gie1<1}s
- Noyau Gaussien : K(t) = \/Lz_ﬂ exp {—t*/2},t € R,
- Noyau d’Epanechnikov : K(t) = 3 (1 — #*) 1¢5<13,

La figure (1.1) si-apres présente 1’allure des quatre noyaux cités.

16



CHAPITRE 1. ESTIMATION FONCTIONNELLE

Triangulaire Biweight

gaussien Epanechikov

AN

FIGURE 1.1 — Allures des noyaux : Triangulaire, Biweight, Gaussien et
Epanechnikov

17



Chapitre 2
La Méthode de noyau

Dans ce chapitre, nous donnerons quelques notions élémentaires,
définitions de la méthode de noyau et leur utilisation pour les données
fonctionnelles, et I’estimation par cette méthode.

2.1 Introduction

En raison de leur simplicité, les praticiens ont utilisé les noyaux
classiques (symétriques), introduits par Rosenblatt [1956] et Parzen
[1962] pour l'estimation de la fonction densité de probabilité a sup-
port non borné.

Citons le noyau gaussien, uniforme, biweight ainsi que le noyau opti-
mal d’Epanechnicov [1969].

L’estimateur a noyau classique d"une densité de probabilité f, étant
donné un n-échantillon X3, - - - , X}, i.i.d. issu d’une v.a. X de fonction
densité inconnue f, est de la forme

Fu(x) = % ;K <x _hX> (2.1.1)

18



CHAPITRE 2. LA METHODE DE NOYAU

ou K est la fonction noyau vérifiant généralement les conditions
suivantes :

/K(u)duzl,/ uK(u)du = 0 et / K (u)du = 0% < o0
s s s

et S le support de la fonction noyau K.

2.2 Définition

Les définitions suivantes présentent les notions du noyau associé et
de I’'estimateur a noyau associé pour la fonction de densité f inconnue
sur le support T.

Définition 2.2.1. : Soit x € T et h > 0avec T C R le support de la
densité f a estimer. On appelle noyau associé K, , toute densité paramétrique
de probabilité de support S, j, verrifiant les trois conditions suivantes :

x €S, (2.2.1)
E{K.1} =x+ A(x,h) (2.2.2)
V{K.1} = B(x,h) (2.2.3)

ot IC., est une variable aléatoine de densité Ky, et les termes A(x, h) et
B(x, h) convergent vers 0 quand h — 0.

Définition 2.2.2. Soit Xy, « « - , X,, un n-échantillon aléatoire indépendant et
identiquement distribué issu d’une variable aléatoire X de fonction de densité

inconnue f sur T C R. L'estimateur a noyau associé fy de f utilisant K, ,
est défini par

fn(x) = % ZK,, (X;), x€T (2.2.4)
i=1

ot Ky, est le noyau associé continu de cible x et de fenétre (paramétre de
lissage) h sur Sy j,. La cible x et le parameétre h interviennent dans la définition
intrinseque du noyau associé Ky .

19



CHAPITRE 2. LA METHODE DE NOYAU

2.3 Présentation générale de la méthode du noyau

Un noyau est une fonction de pondération utilisée dans les tech-
niques d’estimation non paramétrique.
Les noyaux interviennent dans 1’estimation a noyau pour estimer la
densité de probabilité d une variable aléatoire, elle se base sur un échan-
tillon d"'une population statistique et permet d’estimer la densité en
tout point du support.
En ce sens, cette méthode généralise astucieusement la méthode d’esti-
mation par un histogramme. Cette méthode est aussi appelée méthode
de Parzen-Rozenblatt.

2.3.1 Noyaus usuels

Il existe plusieurs types de noyaux, citons les plus utilisés.

1 .
5 silul <1 .
Ki(u) = { 0, silul >1 (noyau rectangulaire)

K ={ (- <

0, silul>1 (noyau triangulaire)

31—u?), silul <1 : :
_ 4 s =~ 4 7 .
K3(u) = { 0, silul>1 (noyau parabolique ou d’Epanechnikov);

15 (1 _ ,2\2 o;
Ky(u) = { gf(lsi |1:z|)>si ul <1 (noyau quadratique)

20



CHAPITRE 2. LA METHODE DE NOYAU

u2

Ks(u) = \/12_7_[ exp (—?) (noyau gaussien )

Ke(u) = %exp(— (u|/v/2) sin(|u]/v2 + 7/4)

(noyau de Silverman).

2.3.2 Type de noyau

Nous allons considérer deux sortes de noyaux : noyaux de type I et
noyau de type IL
La famille du noyau de type I contient les noyaux usuels discontinus,
tandis que la seconde famille contient les noyaux standards continus.

Définition 2.3.1. Une fonction K : R — R* telle que [ K = 1 est dite
noyau de type I si il existe deux constantes réelles 0 < C; < C; < oo telle
que :

Ciljq < K < Gl

Définition 2.3.2. Une fonction K : R — R* telle que [ K = 1 est dite
noyau de type II si son support est [0,1] et si sa dérivé K’ existe sur l'intérval
[0,1] et cette dérivé vérifie la condition suivante : si il existe deux constante
réelles Cy et C, telle que :

—0o <6< KO0

alors

CG<K <G
Afin de simplifier notre objectif, pour la pondération locale des variables aléa-
toires réelles nous allons définir le noyau suivant :

Définition 2.3.3. Une fonction K : R — R* telle que : [ K = 1 sur un
support compact [—1,1] et Vu € (0,1), K(u) > 0 est appelé noyau de type
0[1].

21



CHAPITRE 2. LA METHODE DE NOYAU

2.3.3 Utilisation du noyau pour les données fonction-
nelles

Les méthodes du noyau sont utilisées de maniere intensive par
la communauté des non-paramétrés car elles constituent un moyen
utile de faire une pondération locale. Nous commencons par rappeler
quelle est la pondération locale du noyau dans les cas réels et multiva-
riés avant de I’étendre au contexte fonctionnel.

2.3.3.1 Cas fonctionnelle

Soit Xy, X, ..., Xyn vaf. évalué dans E et soit x un élément fixe
de E.
une extension fonctionnelle des idées de pondération locale du noyau
multivarié serait transforme le n v.a.f. Xy, &), ..., &, les n quantités

v ("5

Ot d est semi-métrique sur E, K est un noyau réel (asymétrique). Dans
cette expression V (h) serait le volume de

B(x,h) ={x' €E d(x,x") < h}

Qui est la boule, par rapport a la topologie induite par d, centrée a x
et au rayon h. Cependant, cette approche naive demande de définir
V(h). il faut avoir une mesure sur E.
C’est la principale différence avec les cas réels et multivariés pour les-
quels la mesure de Lebesgue est implicitement utilisée alors que dans
’espace fonctionnel E.

Par conséquent, afin de se libérer d"un choix d’une mesure parti-
culiére, nous construisons la normalisation en utilisant directement la
distribution de probabilité de la v.a.f. les variables pondérées locales
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du noyau fonctionnel sont définies par :

K (d(xl’in))

£ x (59)

Sinous retournons au cas multivarié, nous avons, pour un C constant
selon K et sur la norme ||.|| Utilisé dans R,

EK (||x — Xi|| /h) ~ Cf(x)h? (2.3.2)

A =

(2.3.1)

Tant que X; a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue qui est
continue et tel que f(x) > 0 (ce type de résultat est connu dans la
littérature comme théoreme de type de Bochner.

Ainsi, il est clair maintenant que (2.3.1) est une extension de la pondé-
ration locale du noyau multivarié dans le cadre fonctionnel.

2.4 Estimateur a noyau

2.4.1 Définition de l1a méthode de Parzen-Rozenblatt

L’estimation par la méthode noyau (ou méthode de Parzen-Rozenblatt)
est une méthode non paramétrique d’estimation de la densité d"une
variable aléatoire.

Cette méthode permet d’obtenir une densité continue et constitue en
ce sens une généralisation de la méthode de 1’histogramme.

En effet, la fonction indicatrice utilisée pour I’histogramme est ici rem-
placée par une fonction continue (le noyau) et une somme de fonctions
continues reste continue.

2.4.2 Estimateur a noyau

On va s’intéresser au modele de régression, ot
Yizf(xi)—|—e,-,i=1,...,n (241)
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Ici, x est un v.a et les x; sont n-échantillons de x, les g; sonti.i.d., et on
cherche a estimer f. Noter aussi que les Y; sont des variables aléatoires
indépendantes mais pas identiquement distribuées.

On suppose que f est continue, telle que :

vie[0,1] F(t) = /t F(x)dx.

On peut estimer la fonction de répartition F de maniére empirique par
F donnée par :

~ 12
vteo1] F(t) = Y Yily<e,
i=1

puis par f un taux d’accroissement
f(x) = (E(x+h) — F(x — h)/2h.
On a alors

~ 1 M
f(x) = =) Yl pexi<xtn
2nh 1;

f(x) est encore la moyenne locale des ¥; mais sur une fenétre "glis-
sante" centrée sur x
Sion pose K(x) = 31_j<x<iona:

f(x) = % Z Yi%K (x" - x) : (2.4.2)
i=1

Remarquons que :

"1 (xi —x) 1Z
Z —K - = Z 1x—h<xi<x+h ~ nh
iz h h 23 a

1

et on peut choisir

Z?:l YiK <Xil7x)
L K (557
24
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Le paramétre h > 0 est appelé fenétre, c’est un parametre de lissage.
Dans les deux cas, il s’agit d’un estimateur linéaire tel que

f(x) — Z W, Yi
i=1

1 X;i— X
W, = —K
v nh ( h )

avec

si on choisit (2.5.1), ou

X;j— X 1 X — X
W,,=K K
=K ()RR ()

si on choisit (2.2.2). Pour généraliser la "moyenne locale avec fenétre
glissante"”, on peut choisir d’autres types de noyaux,

i.e. de fonctions K, que l'on choisit souvent positives, a support com-
pact, paires, d'intégrale 1.

2.4.3 Les propriétés de 1’estimateur a noyau

Si k est une densité de probabilité, alors fest aussi une densité de
probabilité.
f ales mémes propriétés de continuité et de différentiabilité que k :
-Si k est continue, sera une fonction continue.
-Si k est différentiable, f sera une fonction différentiable.
-Si k peut prendre des valeurs négatives, alors fpourra aussi prendre
des valeurs négatives.
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2.4.4 Les conditions sur le noyau K

On suppose que K vérifie les 4 conditions suivantes :
1 [ K=1

2. K est une fonction paire ou, plus généralement, [, uK(u)du =0
3. [ W*K(u) < o

4. f]RK(uz) < o0,

2.4.5 Choix de parameétre de lissage h

Le choix de h est une étape importante lors de l'estimation par
noyau dans le sens ot h optimal nécessite de connaitre la densité que
’on cherche a estimer, ce qui n’est en pratique pas le cas.

Par ailleurs, si h est trop petit, le biais de 1’estimateur devient petit
devant sa variance et 'estimateur trop fluctant.

On obtient un phénomene de sous-lissage.

Dans le cas contraire, lorsque h est trop grand, le biais prend 1’ascen-
dant sur la variance et 1’estimateur varie peu : on obtient un phéno-
meéne de sur-lissage. En pratique, on utilise souvent la méthode de la
validation croisée pour choisir automatiquement h.
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Chapitre 3

La méthode de noyau de la
fonction de densité
conditionnelle

Dans ce chapitre, nous donnerons présentation des modeles et 'es-
timateur a noyau de la densité conditionnelle.
L’objectif de notre étude dans ce chapitre est la construction d"un es-
timateur de f, c’est-a-dire une fonction fn(x) = f(x,X1,X2,....X1)
par la méthode du noyau,
et del’étude de la convergence presque complete,et la vitesse de conver-
gence presque compléte.

3.1 Présentation des modéles

3.1.1 Estimateur simple

Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée de
la fonction de répartition F (si cette dérivée existe).
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On peut donc écrire, quand b — 0

£(x) = F(x) = F(x—l—h)z—hF(x— h)

_ Px—h<X<x+h)
- 2h

Un estimateur de f(x) est alors

fu(x) = F,(x+ h)z—th(x —h)

1 n
- 2nh Z; Lix;e[x—hx+H]} (Xi)
1=
1 &1
= — —I X—X; X
i 2 s OO
Notons que cette estimateur peut encore s’écrire comme

fulx) = lh; w(*5)

_ 12 siye[—-1,1]
W(y) _{ 0 sinon

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenblatt (1956), est le premier
exemple d’estimateur a noyau construit a ’aide du noyau

1
W(y) = EI{—1§y<1}

notion que nous allons étudier plus tard. Quelles sont les propriétés
de l'estimateur simple f,(x)?
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Remarquons que

fu(x) = F,(x+ h)z—hF,,(x —h)

avec F, la fonction de répartition empirique.
Le parametre de lissage h dépend de la taille de 1’échantillon n, c’est-
a-dire h = h,. Nous savons que

nF,(x) =) Iix,<xy (Xi) ~ Bin(n, F(x))

1

n
1=

et
znhnfn(x) =nF, (x+hn) —nkF, (x_ hn) ~ Bin (nl F(x+hn) _F(x_ hn))
= E [2nh,f,(x)] =n[F(x+h,) —F(x—h,)]

= EUfy(0)] = i [F(x+ 1) —F (x— )]

Pour la variance nous trouvons

Var [2nh, f,(x)] = n[F(x+h,) —F(x — h,)] [1 —F (x + h,) — F (x — hy,)]

= Var [f,(x)] = 4n1h2 [F (x4 hn) —F(x — hy)] [1— F (x + hn) — F (x — )]

Remarquons que, sin — oo et h, — 0, alors

E[fu(x)] = f(x)
et 1
nh, Var [f,(x)] — Ef(x)
Remarque 3.1.1. Quand nh,, — oo, l'expréssion de la variance devient

Var [£, ()] = 5.0 ()

Donc,
Var [f,(x)] = 0
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L'erreur quadratique moyen de l'estimateur f,(x) de f(x) estdonné
par:

E[fu(x) — f(x)]" = Var [fu(x)] + [ Biais {fu(x)}]’

Dong, si h, — 0 et nh, — oo quand n — oo, on a que

E[fu(x) — f(x)]" =0

pour tout point x. L'estimateur simple f,(x) est alors un estimateur
consistent de f(x).

3.1.2 Quelques résultats théoriques de base

Comme l'idée du noyau du poids local fonctionnel est le foyer de
toutes les méthodes non paramétriques fonctionnelles qu’on va étu-
dier, on utilise les deux résultats suivants :

Lemme 3.1.2. Si K est un noyau de type I, alors il existe deux constantes

réelles non négatives C et C’ telles que :

C%Uo§E<KC“2“))SC@AM G3.11)

Lemme 3.1.3. Si K est un noyau de type II, et si @, (h) satisfait

3C > 0,3ep, Ve < eo,/ @x(u)du > Ctflp,(€) (3.1.2)
0

et si il existe deux constantes réelles non négatives C et C alors :

d(x,X)
h

C%HOSE<K< ))SC@AM (3.1.3)
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3.2 Estimateur a noyau de la densité condition-
nelle

3.2.1 Estimateur a noyau

L'estimateur f,(x) peut étre généralisé en remplacant la fonction
de poids W(y) (la densité de probabilité uniforme) par une fonction
de poids plus générale K (par exemple une densité de probabilité quel-
conque). Ceci donne le résultat qui suivre.

3.2.1.1 Définition et construction

Définition 3.2.1. Soit (Q, A, Pq) un espace de probabilité. Soit X1, Xz, . « + «e, Xy
un échantillon i.i.d. de f.d.r F et d'une densité f. L'estimateur a noyau de la
fonction de densité, notée f,(x) est définie par

~ 1 n x — X
Ou K est appelé fonction de poids (weight function) ou noyau (kernel

function), et h est appelé parametre de lissage (smoothing parameter)
ou fenétre (window width).

3.2.2 Etude du biais et de la variance

Lorsqu’on définit un estimateur a noyau, on a non-seulement le
choix de la fenétre h > 0 mais aussi celui du noyau K. Il y a un certain
nombre de conditions qui sont considérées comme usuelles pour les
noyaux et qui permettent d’analyser le risque de I'estimateur a noyau
qui en résulte.

Hypothése K : On suppose que K vérifie les 4 conditions suivantes :

L [fK(u)du =1
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2. K est une fonction paire ou, plus généralement, [, u K(u)du =
0

3. [pu*| K(u)|du < oo

4. [ K(u)*du < oo

Proposition 3.2.2. Si les trois premieéres conditions de I'hypothese K sont
remplies, alors

Biais [fn (x)} = %f”(x),uzh2 + o (K?)

olt up = [ K(u)u?du Si, de plus, la condition 4 de I'hypothese K est satis-
faite, alors

Var [£,(0)] = L FORGM +0 ()
o R(x) = [ K*(u)du

Preuve 3.2.3. Commencons par calculer le biais : Considérons I’estimateur a
noyau

o 1 2 X
= — K
ACEESY (
i=1
o1l nous avons introduit la notation

() = 5 K (7)
i

} = E[Ky(x — X)] carles

X\ 1 ¢ |
)—nh;Kh(x Xl)

pour une version transformée de K. E
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X; sont i.i.d.

= | Ki(x =) f(y)dy
1

= /]RK(u)f(x —uh)du avecu = ad ; ot du = —hdy
— /]RK(u) [f(x) — f'(x)uh + %f”(x)uzh2 +. ] du  par Taylor
= £ [ K(u)du— £ ()h [ Kyudu+ 37" @) [ Kuyutdu+o (i)

Alors

Biais | fu(x)| = E|fu(x)| — f(x)
_ % £ (x) 1 /R K (u)?du + o (H) (3.2.1)

— ;f”(x),uzhzdu + o (1)

Avec pp = [ K(u)u*du. d’oit la premiere assertion de la proposition.
Pour la variance on calcule :

var [£,()] = B[] = {E[fu(0)] )’
= LB [K(x = )] — (E[Ky(x = X)])?}

=$/IRK2 <x;y) f(y)dy avecu:%
= %/RKZ(u)f(x—uh)du du
= %/RKZ(u) £ (x) —f/(x)hu—l—...|du—f’(x)/]RKz(u)udu—l—o(l)

= % £(x) /R K2 (u)dudidx
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Donc nous trouvons que :
Var [f,(x)] = nlhf(x) /RKZ(u)du Yo <$)
— S @RE) +o ()

avec R(x) = [ K*(u)du

(3.2.2)

Remarque 3.24. Sih =h, —+ 0 gquand n — oo, alors
Biais [fn(x)} —0

Sih = h, — 0et nh, — oo quand n — oo, alors
Var [fn(x)} —0

— Si h décroit alors le (Biais) et la variance?

— Si h augmente alors le (Biais) / et la variance
Il faut donc essayer de choisir un h qui fasse un compromis entre le
(Biais) 2 et la variance.

3.2.2.1 Expression d’erreur quadratique moyenne (MSE)

Les expressions asymptotiques du biais et de la variance nous pre-
mettent de trouver I'expression asymptotique pour la (MSE) et 'erreur
quadratique moyenne intégrée (MISE), Ces expressions ont été obte-
nues sous certaines conditions/sur K et en supposant que la densité de
probabilité f avait toutes les dérivées (continues) nécessaires. A par-
tir de (3.2.1) et (3.2.2) on peut obtenir facilement I’expression suivante
pour la MSE et la MISE.

MSE [,(x)] = 448 (/)" + o FRG) +o (W4 ) 629)

MISE [ﬁ(x)} - %h%/ (" (x))%dx + ﬁf(x)R(x) +o (h“ + %) (3.2.4)
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sous des conditions appropriées d’intégrabilité de f et ses dérivées. On note 1’ap-
proximation asymptotique de la MSE par

AMSE[,(x)| = 3148 (£7(1)* + - f(OR(x) (325)

et 'approximation asymptotique de la MISE par

AMISE [fn(.)} = %h“y%R (f") + % F(x)R(x) (3.2.6)

3.2.2.2 L’estimateur a noyau de la densité conditionnelle

Soit (X1,Y1),..., (Xu, Yn) un échantillon aléatoire du couple (X,Y) indépen-
dant, identiquement distribué qui est a valeurs dans # X R, ou J# est un espace
de Hilbert muni du produit scalaire (.,.), et dont la norme associée est notée ||..||.

I'estimateur & noyau de la densité conditionnelle f(y | x) noté f(y | x) est défini

par :
Yiz K <W) 2H (u

f(y | x) = K (d(%,x)) d >,Vy € R (3.2.7)

ou H est définit par
u
Vu € R,H(u) = / Ko(v)dv

et
d (X;,x) = ||X; — ]

La fonction K est un noyau de type I ou de type II et la fonction Ky est un noyau de
type O et h = h(n)( resp. g = g(n)) est une suite de nombres réels positifs qui tend
vers zéro lorsque n tend vers l'infinie.

I est aussi appelé le parametre de lissage ou largeur de fenétre. Tout au long de
notre travail, nous noterons par C et C’ deux constantes génériques et strictement
positives.

Afin d’établir la convergence presque complete (p.co.) de notre estimateur on consi-
dére les hypothéses suivantes.

Soient x (resp. y ) un élément de 7 (resp.de R), Ny C . un voisinage de x et S un
sous ensemble compact de R tels que :

P(d(X,x) < h) = gx(h) >0 (32.8)
3C >0,V (x,x') E R X R, [Ko(x) — Ko (x')| < C|x— x|,
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logn
lim ———
n—voo ngpx(h)

=0et3da >0, lim gn" = oo
n—oo

€
3C > 0,3ey, Ve < eo,/ @x(u)du > Cegy(e),
0
3Cy > 0tel que V (y1,y2) € S,V (x1,x2) € Ny X Ny,

F (a0 = f (2| 32)] < Ca (@ (o1, %2) + 1 — w2l ™) B2 > 0,82 > 0.

Théoréme 3.2.5. Sous les conditions (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6),(3.2.7) et (3.2.8),
nous avons pour tout nombre réel fixé y :

Flyl2) = fy %) =0 (hP) +0(g7) +0pca ( %) (3.29)

Preuve 3.2.6. La preuve est basée sur la décomposition qui suit

Fly| %) — fly | x) = (73(x,y) — Efs(x,v)) — (f(y | x) — Efs(x,v))

?1 (x)
3.2.10
IR 210
r1(x)
ol 71 est définit par avec
?1 (x) = % i Ai
i=1
XX 3.2.11
N (1) (3:2.11)
E (K (%5))
et ol
Pa(ny) =A@ Fy | 0) = - ) ATi(y) (3212)
i=1
avec X Y,
T'i(y) = §K0 ( Z ) (3.2.13)

Ainsi, la preuve est une conséquence directe des résultats qui suivent.
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Lemme 3.2.7. Sous les hypothéses (3.2.5) et (3.2.8), lorsque n tend vers l'infini, nous
avons :

Es(xy) — f(y |x) =0 (nP) +0(gh). (3.2.14)
Preuve 3.2.8. Puisque EA; = 1 et puisque Ko est une fonction intégrable, nous avons :

Er3(x,y) — f(y | x) = EMT1(y) — f(y | x)
=E (M (E(T1(y) | X) — f(y | x)))

= (Al/R;KO(y;u>f(”|X)d”_f(y|x)>
(a0 [ 2k (L) (7 1) = £y | 0)a)
—E (M [ 1 Ko(0)(Fly—vg | X) = f(y | x))do

(% g )

= & (1 [ Ko(o) (F(y = 08 130 = £y | x))do

(3.2.15)
Compte tenu du fait que le support Ko = [—1, 1] et puisque h et g tendent vers
zéro, la condition de Holder (3.2.8) permet d’écrire que :
B2
sup |f(y—vg|X) = f(y | x)| =0 () +|o(sP) (3:216)

vE[—11]

Ainsi, le résultat (3.2.14) découle directement en combinant (3.2.15),(3.2.16) et le
fait que EA; = 1.

Lemme 3.2.9. Sous les hypotheses du théoreme, lorsque n tends vers l'infini, nous avons :

. . logn
73(x,y) — Er3(x,y) = 0 p.co. — (3.2.17)
Y Y P ngey(h)
Preuve 3.2.10. Pour cela, nous utilisons la décomposition suivante :
1 n
73(x,y) — Ers(x,y) = . Y Z; (3.2.18)
i=1
On
7, = (Ti — ETi) et T;= Ail"i(y) (3.2.19)
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Afin d’appliquer une inégalité de type-Bernstein, nous commengons par montrer
_C ET? < ¢
gpx(h) 8px(h)

En utilisant le Lemme 3.2.1 ou le Lemme 3.2.2 et en tenant compte de I'hypothese
(3.2.7) et du fait que K est de type I ou de type II, nous avons :

d(X, x)
h

IT;| <

(3.2.20)

Cox(h) <E (K (

et en utilisant le dernier résultat et puisque Ky est borné, nous obtenons

_C
gpx(h)

Le second moment des variables T; peut étre calculé en utilisant 1'intégration par
changement de variable :

-8 () (e (25 )
_ %g (Af/Rxg (y;”) Fu | X)du)
— 55 (82 [ K@) (v~ vg | 00

= —EA?
g

Puisque 0 < [ K? < oo, si K est de type I (resp.1l)
alors fK—;Z est aussi de type I (resp.II).

>> < Clo.(h) (3.2.21)

IT;| <

(3.2.22)

= 0q

Ainsi, en appliquant le Lemme 3.2.1 ou le Lemme 3.2.2 on trouve
d (X,

Cox(h) <E (Kz ( ( . )
et en utilisant le dernier résultat, on écrit que

C
< EA? <
@x(h) — '~

)) < Clo.(h) (3.2.23)

C/
@x(h)

(3.2.24)

ce qui implique que

(3.2.25)
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En tenant compte de (3.2.20), on peut appliquer 1'inégalité de type-Bernstein-type
donné par le corollaire A.9 ( voir Ferraty [2]), et on obtient :

2 h
Ve > 0,P[[f3(x,y) — Efs(x,y)| > €] < 2exp % (3.2.26)

Puisque la suite —28" _ tend vers zéro,
ngex ()

en choisissant € = €y % dans le résultat (3.2.26) nous obtenons directement

e2logn

2C/ (1 + oy k)

logn
ngpx(h)

P [|?3(x,y) — Ers(x,y)| > €o < 2exp

2
< 2n~Ceo,

3.3 Convergence presque complete

3.3.1 Inégalité de Bernshtein Fréchet

Lemme 3.3.1. Soit X1, Xy, ...., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, tel que,
a; < X; < Bietw;, Bi € RAlors, Vt >00na:

! —2t?
P X; — E(X; >t <2
[Eocroon]z ] szen (G0
Preuve 3.3.2. On montre que :
Vh >0
Ia= (i Xi—E(Xi)) —t > 0) < exp (h i (Xi —E (X)) — t> (3.3.1)
i=1 i=1

et en déduire I'Inégalité de Bernshtein Fréchet pour ¥Vt > 0

—2¢2
P < 2ex
[ = ep( ?zl(ﬁi—af)

1 siweA
| p—
a(w) {0 sinon

Y- (% —E (X))

i=1

>t
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*SiIA =0
n
Y (Xi—E(X;)))—t<0
i=1

*SiA =1

Yima (Xi —E(Xi)) —t >0

exp (R, (Xi —E(Xp)) —t) >1
Alors (3.3.1)est vrais pour les deux cas. On sait que E [I5 (X)] = P(A)
P(A) =P <j21(x1 —E(X;))—t> 0)
exp (hig (X; —E(X;)) — t>]

< exp(—ht) -E [eXP (h i (Xi —E (Xl))>

i=1

<E

< exp(—ht) l—HlE [exp (h (X; — E (X;)))]

< TTE[exp (—HE (X;))] - E [exp (X:)] - exp(—h)

i=1
Pour (hXg) on va utiliser le fait que cette fonction est convexe, on pose
¢ (Xi) = exp (hX;)
ol @ est convexe vérifie

p(ax + By) < ap(x) + Po(y) ona,BER

Posons :

g Pi=Xi ﬂ:Xi—“i
Bi — i Bi —w;
Il est claire quew + =1
On pose
Xi = ax + By
X = K;
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y = Bi

¢(ax + By) = exp(h(ax + By))
< ap(x) + Bo(y)

= exp (hX;) < 'Bl — exp (ha;) —I—

eXP (hBi)
= E[exp (hX;)] < ,31’3— Xi] exp (hacl) + ng—l“ exp (hp;)
(3.3.2)
Alors
E [exp (—hE (X;))] E [exp (hX)] < E [exp (—KE (X;))] - ﬁ’ﬁj Bi = B exp () + l[; =% (hpl)}
' 333)

On éssaye de mettre (3.3.3) sous la forme exp (¢ (h;)) tel que : h; = h (B; — ;) cest a dire;

(3.3.2) (1) = exp (¢ (hi))
D’aprés le develeppement limitée de ¢ (h;) ona :

¥ (h) = 9(0) + 9" (0) + %4’"(5)’112 oit & € [0, k]
On trouve que :
p(0)=0 , ¥Y(O0)=0 et ¢"(h)< %

Donc :

, 1, K(Bi—w)
| (hi)| < ghi =— 5

2 S 2
(3.3.2) (h;) = exp (h(ﬁzsz)>

On peut dire que :

cela veut dire

P (é Xi—E(Xj))—t> 0) < exp(—ht) - lﬁlE [exp (h (X; —E (Xi)))]
[hz Y (Bi— ai)zl
8

< exp(—ht) - exp

2y a2
< exp (—ht+h Li=1 (Sﬁl &;) )
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CHAPITRE 3. LA METHODE DE NOYAU DE LA FONCTION DE
DENSITE CONDITIONNELLE

- >0
T (Bi—w) T

n —4¢t? 1612
P X,—EX))—t>0] < +
(i;( D)=t = ) =oF < it (Bi—wi)? 8, (Bi— “i)2>

—2¢2
S exp ( " (B —w)z)

A= <i (Xi—E(Xi))—t§0>
i=1

La relation est vraie pour h > 0. On pose : h =

On trouve le meme résultat pour :

Enfin on conclut :
n

Y (Xi —E(X;))

i=1

>t

—2#2
P < 2ex -
[ =7 p(i?zl <ﬁi—ai>2>

3.3.2 Convergence presque complete

Définition 1.3 La convergence presque complete. Soit (X,), ,n € N, une suite
de variables aléatoires. On dit que X, converge presque completement vers X si :

Ve >0

ZP[|X,,—X| >e] < oo

n=0

¢ veut dire,
Xy — X quand n — oo

3.3.3 Lavitesse de Convergence presque compléte

Définition 3.3.3. vitesse de convergence en p.c.o. On dit que X, = 0(Yn) en p.c.o (X,
converge vers 0 pour une vitesse Y, ) Si 3¢ > 0,

o0

P[Xu| > &[Yu|] < oo

n=0
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Théoreme 3.3.4. Soit X1, Xy, ... .., Xy un n_chchantillon de X de fonction de répartition F
et Fy, la fonction empirique. Alors, pour tout x on a :

Fy(x) — F(x) = 0 (,/1"5") p.co

Preuve 3.3.5. D’aprés la définition précédent de vitesse de convergence, il suffit de montrer

que : de > 0,
1
Z P [|Fn(x) —F(x)| > &/ og" < o0
on note :
had 1
=yp [u:,,(x) —F(x)| > ey/ °§”]
n=0
ona:
1 n
Fu() = Y T (X;) et F(x) = E[Fy ()]
i=1
Alors A devient :
had [ logn
A=YP ZI] M](xl)——E[Zh o] (Xi) || > &4/ 8 ]
n=0 [
= P [I| —oop] (Xi) ‘>£ nlogn]
n=>0 Li=

On utilise I'inégalité de Bernshtein Fréchet . On sait que :
0 <T|_ou (Xi) <1

Possons t = &/nlogn. donc, par identification a; = 0 et f; = 1. On trouve :

) n o L
A= Z P (Z Il_°°rx] (X,) —E [I]—oo,x] (Xl)i| ‘ > t) < Z 2exp <Llogn)
i=1 =

n=0 n
< i 2exp (log n—st)
n=0
S Z 2n—282

Zt 2x2
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Donc, 3e > 0 tel que :
1
22 >1=e> ——

V2

Pour que la série converge. Dot

logn
n

iOP [|Fn(x) —F(x)| > ¢ < o0

De cela, nous concluons que

Fo(x) — F(x) = 0 (, / 10;‘15”) Do
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Chapitre 4

Application et exploration
des observations sur des
données simulées

La densité conditionnelle est un outil fondamental pour décrire la relation entre
deux variables aléatoires.

Dans ce chapitre, nous allons déterminer ce lien par la méthode d’estimation non
paramétrique de noyau.
L’objectif principal est de montrer a 'aide de données simulées I’applicabilité de
cette méthode dans le cadre fonctionnel.
Dans un premier temps, nous illustrons les variables aléatoires fonctionnelle sont
des courbes.
Ensuite, nous proposons une implémentation de I'estimateur de la densité condi-
tionnelle proposé.
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4.1 Simulée les données fonctionnelles

Nous récoltons des observations fonctionnelles générales a I’aide dul processuls

sulivant : )
t
x;(t) = cos (wi + (ﬁ — 1))

ou wi est distribué selon la loi uniforme U (0, §) Nous effectuerons une étude de
simulation a l'aide dul logicicel statistique R

4.1.1 Programme sous R d’un courbe aléatoire simulée

Un courbe aléatoire simulée :

x <- matrix(anrow = 100, ncol=100, byrow=TRUE)
xx <- (1 :100)

w= runif(100,0,pi/4)

# échantillon de loi uniforme

for (i in 1 :100) {

for (j in 1 :100) {

x[i,jl=cos(wl[i] + pi *((2 * j/100) - 1))"4

}

}

# boucle pour les observations de v.a.f
yy <- x[1, ] #Vecteur de premier v.a.f
plot(yy,type="1",col="blue",xlab="t", ylab="X(t)",
main="Un courbe aléatoire

simulée")
# Tracer un courbe qui représente un v.a.f
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4,1.2 Résultat de simulation d’un variable aléatoire fonc-
tionnelle

1.0

04

0.0
|

0 20 40 60 80 100

FIGURE 4.1 — Un courbe aléatoire simulée
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4.1.3 Programme sous R de plusieurs courbes aléatoires
simulées

Plusieurs courbes aléatoires simulées :

x <- matrix(nrow = 100, ncol=100, byrow=TRUE)
xx <- (1 :100)

w= runif (100,0,pi/4)

# échantillon de loi uniforme

for (i in 1 :100) {

for (j in 1 :100) {

x[i,jl=cos(w[i] + pi *((2 * j/100) - 1))"4

+

X

# boucle pour les observations de v.a.f
yy <- x[1, 1]

#Vecteur de premier v.a.f

plot(yy,type="1",col="blue",xlab="t", ylab="X(t)",
main="Un courbe aléatoire

simulée")
# Tracer un courbe qui représente un v.a.f
plot(xx,yy,type="1",col="blue",xlab="t", ylab="X(t)",
main="plusieurs courbes

aléatoires simulées")

for (j in 1 :100) {

lines(xx,x[j,], col="black")

}

# Tracer les courbes qui représente les v.a.f.
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4.1.4 Résultat de plusieurs variables aléatoires fonction-
nelles

1.0

0.8
|

086

04

0.2

0.0
|

0 20 40 60 80 100

FIGURE 4.2 — Plusieurs courbes aléatoires simulées
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4.2 Simulation les variables de réponse réels

Pour trouver les variables de réponses réels que nous donnerons le terme de
régression multiple suivante :

Y, =r(Xi)+e

tell que les X; est une matrice, et pour chaque i nous avons un vecteur qui présente
une variables aléatoire fonctionnelle.

Et I'erreur g; est centrée réduit.
On utilise les variables aléatoires fonctionnelles qui sont utilisé dans la section pré-
cédente.
On suit les étapes de l'algorithme suivant :

4.2.1 Algorithme1

1. Générer un échantillon de taille n d"une variable normale centrée réduit qui
présent l'erreur &;(¢ = morm(n))

2. Nous choisirons cette fonction pour représenter la régression :

r(X;) = X?+2

3. Nous prendrons les valeurs de variables de réponse.

4.2.2 Programme sous R

n<-100

err<-rnorm(100,0,1) # &chantillon de loi N(O; 1)
f<-function(x)

for (i in 1 : 100) {

flil<-(x[1,]172 + 2)

}
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yr<-f[i]+err[i]

for (i in 1 : 100) {

yr[il=f[i]+err[i]

}

plot(f,type="1",col="blue",xlab="x", ylab="f(x)",
main="courbe de f")

for (i in 1 :100){

lines(f[i], col="red")

}

4.3 Simulation l'estimateur de densité condi-
tionnelle

Dans cette section, nous calculons et représentons graphiquement I’estimateur
de densité conditionnelle.
Il s’agit de 'estimateur proposé par Ferraty et Vieu(2006).
Cette estimation pour le couple (x,y) de (X,Y) est donnée par :

. i1 K (h7'd (x, Xi)) gHKo (87 (y — i)
ey = LK (7 (1, X))

Afin d’estimer doit choisir K un type de noyaux présentée dans le chapitre 1, nous
choisirons le noyau gaussien sous forme :

K(u) — u?/2

1 —
ex
V2 P
et le noyau Ky est un noyau symétrique, nous choisirons le noyau rectangulaire :

1
Ko(u) = 51[—1,1](1‘)

Pour estimer plus facilement nous calculerons les noyaux composes HKy (y — Y;),
tel que:

Vi € R, H(p) = /”oo Ko(o)do

I |
= /_1 51[_1,1]('0)011)

_p+1
2
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et aussi : 1
Ko (y —Yi) = J111 (y — Yi)

_ % si—1<y—-Y;<1
10 sinon

alors les noyaux composés HKj (y — Y;) est sous forme :

H (Ko (y — %) = 5 (Ko (y = ¥i)) +

_[§si —1<y-Yv<1
o % sinon

On suit les étape de l'algorithme suivant pour simulée 1'estimateur ]/"]7(( a couple
(x ) (on fixée (x1,1)) :

4.3.1 Algorithme 2

On choisit la valeur de parametre de lissage h et g.
Calculey — Y;

On insérer K (h~'d (x, &;))

Oninsérer H (Ko (y — Y;))

On doit calculer l'estimateur f{f

AR e

On présente fff

4.3.2 Programme sous R

h <- 0.44 # paramétre de lissage

z <= yr[1]-yr[i]

zz <- (x[1,]-x[i,])/h

for (i in 1 :100){

z[il=yr[1]-yr[i] zz[il=(x[1,]1-x[i,1)/h

b

g <- 0.34 # paramétre de lissage

kz <- function(z)

for (i in 1 :100) {

kz [1]=(1/sqrt (2%pi) ) *exp (- (1/2)*((z[i1)"2)) }
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hk <- function(z) # noyau composée HKO
for (i in 1 :100){

if(z[il<=1 z[i]>=-1)

hk[il<- 3/4

else hk[i]<- 1/2

+

s<-function(kz,hk) for (i in 1 :100) {
s[i]<-(sum((1/g)*(kz[i]*hk[i])))

}

ss<-function(kz)

for(i in 1 :100)

ss[il<-sum(kz[i])

}

fchp <- numeric(n) # 1’estimateur “f_Y~°X
Y

for (i in 1 :100){ fchpl[il<-sum(s[i]l*ss[i])/(sum(ss[i])) 7}
plot (fchp,type="1",col="black",xlab="t", ylab="f,fchp",xlim=c(0,100) ,ylim=c(0,2),
lwd="2",main="Courbe de f et fchp" )
for(i in 1 :100) {

lines(fchp, col="black",lwd="2")

} # présenteée b X

4.4 Comparation

Afin de faire la comparaison, nous devons proposer une autre fonction,qui doit
vérifier les conditions de la fonction de densité (i.e [ :r;o f = 1et f continue,) On
choisit la fonction suivante :

p(x,y) =2exp —(x + ¥)Lio<x<y}
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On présent programme de p sous R :

4.4.1 Programme sous R

p<-function(x)

for (i in 1 :100) {

if (x[il<=yr[i] x[i]>=0)

plil<= ( 2%exp(-(x[i]+yr[i]) ))
else pl[i]l<- 0

}

plot(p,col="blue")

plot(fchp,type="1",col="black",xlab="t",
,ylim=c(0,5) ,main="Courbe de f et fchp" )

for (i in 1 :100){
lines(p, col="blue",lwd="2")
}
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4,5 Résultats des simulations

4,51 Simulation de l'estimateur de densité condition-
nelle

Courbe de l'estimateur

04

f(x)

0.2

0.1
1
RH“&
H,.__HH

\ /
T -

0 20 40 60 80 100

0.0

FIGURE 4.3 — Comportement graphique de l'estimateur de densité
conditionnelle fX
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4.5.2 Simulation de la fonction p

10

pix)

04

0.2

00

0 20 40 60 80 100

FIGURE 4.4 — Courbe de la fonction p
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4.5.3 La fonction p et I’estimateur f au méme plan

courbe de f

15 20

1.0

05
i

53 ~_ ™~ _
= ———
Qo |
(]
\/—\ e
Ty) U
CI,' —
=
0o

0 20 40 60 80 100

FIGURE 4.5 — Courbe de la fonction p et 'estimateur def

4,54 Résultat final

Apres les résultats des simulations, nous avons obtenu les deux courbes sont proches,
donc les approximations sont bonnes.
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Conclusion

Dans cet mémoire nous avons présenté d une part des outils mathématique exis-
tants dans la littérateur, et qui sont en particulier nécessaire pour la résultat du pro-
bleme posé par cette dimension infinie.

Nous avons étudié 'estimation non paramétrique de la densité conditionnelle par la
méthode de noyau dans le cadre fonctionnelle, ot1 les variables sont dans le cas i.i.d.
ol nous avons conclu apres 1'étude théorique et pratique que nous avons fait, que
I'estimateur de densité conditionnelle converge presque complete vers les valeurs
simulées.

Cet mémoire montre que la convergence presque complete de I'estimateur de den-
sité conditionnelle qui présentée par Ferraty et vieu (2006) est confirmée, et c’est la
meilleure approximation.
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Resumé

L’estimation de la régression joue un role tres
important dans la prédiction.
L’objet de mémoire est d’établir une synthese des
résultat limite del’estimation non paramétrique
de la densité conditionnelle pour lesvariables aléa-
toires fonctionnelles (c’est-a-dire des variables que-
prennent leurs valeurs dans espaces de dimen-
sion infinis), et dans le casi.i.d (indépendant et
identiquement distribuée), et en utilise la méthode
de noyau.
Dans ce mémoire on a 4 chapitres :
Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques
notions élémentaires, définitions et exemples dans
’estimation paramétrique et non paramétrique.
Dans le deuxieme chapitre, nous donnerons quelques
notions élémentaires, définitions de la méthode
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de noyau et leur utilisation pour les données fonc-
tionnelles, et I’estimation par cette méthode.
Dans le troisieme chapitre, nous donnerons pré-
sentation des modeles et I’estimateur a noyau de
la densité conditionnelle

Par la suite, Nous présentons dans le dernier cha-
pitre le travail des simulations sont faites pour
illustrer les résultats théoriques établis sur la den-
sité de probabilité.

En dernier, Les résultats obtenus sont écrits sous
la forme d"une conclusion.

Mots clé :non paramétrique, méthode du noyau,
parametre de lissage, la convergence presque com-
plete.
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Abstract

Regression estimation plays a very important role in prediction.
The object of the thesis is to establish a synthesis of the limiting re-
sults of the nonparametric estimation of the conditional density for
the functional random variables (i.e. variables that take their values
in infinite dimensional spaces), and in the casi.i.d (independent and
identically distributed), and uses the kernel method.

In this dissertation we have 4 chapters :

In the first chapter, we will give some basic notions, definitions and
examples in parametric and non-parametric estimation.

In the second chapter, we will give some elementary notions, defini-
tions of the kernel method and their use for functional data, and esti-
mation by this method.

In the third chapter, we will give presentation of the models and the
kernel estimator of the conditional density Thereafter, we present in
the last chapter the work of the simulations are made to illustrate the
theoretical results established on the density of probability.

Lastly, The results obtained are written in the form of a conclusion.
Keywords : nonparametric, kernel method, smoothing parameter,Almost
complete convergence
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