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Résumeé

Dans ce mémoire, nous focalisons notre attention essentiellement sur 1’étude de pro-
blemes elliptiques de type Kirchhoff de la forme suivante :

-M (/ﬂ |Vu(m)|2dx> Au = f(z,u) dans Q

u=0 sur OS).

En premier lieu on étudie I'existence d’une solution positive de ce probléeme quand
la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz est satisfaite.
En second lieu notre étude domine sur I'existence d’une solution positive ou la condi-
tion d’Ambrosetti-Rabinowitz n’est pas satisfaite.
Pour prouver ces résultats en utilisant un argument variationnel (théoreme du col) et
la technique de troncature.

Mots Clés : Probleme elliptiques de type Kirchhoff, la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz,
théoreme du col, solution positive, la technique de troncature.
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Introduction

Les découvertes des savants de I’époque moderne sont a 1’origine de nos connais-
sances en acoustique. Ainsi, Brook Taylor a établi les équations des courbes de vibra-
tion des cordes. Ses recherches furent complétées par celles de Jean d’Alembert, ce
denier s’intéressa aux petites vibrations et leur forme en général. Il déduit du principe
fondamental de la dynamique une équation aux dérivées partielles satisfaite par le
déplacement vertical de la corde. De nos jours, elle est connue sous le nom d’équation
des ondes.

D’Alembert résolut cette équation et montra que toute solution est la somme de
deux ondes progressives, de son coté Daniel Bernoulli montra également qu’'une corde
en vibration produit simultanément une multitude d’oscillations élémentaires dont la
somme donne le son résultant, c’est le principe de superposition.

Les études des vibrations des corps solides ne purent se développer que avec la mise
au point de la théorie mathématique des vibrations élastiques entreprise par Robert
Hooke entre 1660 et 1676.

En 1876, Kirchhoff [13] proposa ce type de problemes comme étant une généralisa-
tion aux cordes vibrantes de I’équation classique des ondes de D’Alembert. Le modele
initialement étudié fit,

0u(z, 1) N 0*u(z,t)
at?_{pOerl/o ((%) dx W_O,O<x<l,t>0, (K)

ou po dépend de la tension initiale, p; est une caractéristique du matériau du fil,
u(zx,t) dénote le déplacement vertical du point z du fil a I'instant ¢. De tels problemes
sont souvent appelés non locaux car I’équation contient une intégrale sur ).

Apres le fameux article de Lions [I4], ce type de problemes a attiré 'attention de
plusieurs auteurs et depuis des dizaines d’articles sont tombés. On peut citer en par-
ticulier les travaux de Chipot [6], [7].Corréa et al. [11] et leurs références.

Dans [11], et en se basant sur la méthode de Galerkin, les auteurs montrent ’existence



de solutions positives dans le cas sous-linéaire.
flu)=u*0<a<l1.

Le but de ce mémoire, basé essentiellement sur les articles [I] et [3], on s’intéresse a
I'équation stationnaire associée a (K).

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Chapitre 1 : on rappelle quelques outils de base de ’analyse fonctionnelle et quelques
éléments de base de la théorie des points critiques, des théorémes fondamentaux, et
nous citons quelques défnitions et résultats connus utilisés dans ce mémoire.
Chapitre 2 : on va étudier I'existence de la solution de probléeme du type Kirchhoff
dans le cas ou la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz est satisfaite et on utilise le théo-
reme du col pour montrer I'existence de solutions.

Chapitre 3 : on va étudier I'existence et la non existence du probleme du type Kir-
chhoff sans condition d’Ambrosetti-Rabinowitz.



CHAPITRE

1 Notations et résultats

préliminaires

1.1 Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

Symbole

o0}

Au

Vu

ut

.

Uy — U
Up — U
|ulp

[

P =55
%

P

p.p

(-, )em

Signification

Ouvert de RN,

Le bord de € .

Elément de RY.

Mesure de Lebesgue sur (2 .

Laplacien de la fonction w.

Gradient de u.

Partie positive de la fonction u, u* = max(u;0).
Partie negative de la fonction u, u~ = max(—u;0).
Convergence forte de u,, vers u.

Convergence faible de u,, vers u.

La norme de l'espace LP(Q2), 1 < p < 0.

La norme de I'espace H}(€2).
Exposent critique de Sobolev.
Exposant conjugué de p d.e: -+ — =1 avec (1 < p < ).
Espace dual de F.

Presque partout.

141
p 7

Crochet de dualité entre E et son dual .
Le produit scalaire
Désigne toute quantité qui tend vers zéro quand n tend vers 'infni.

La premiére valeur propre de (—A, Hg()).



1.2 Espaces fonctionnels

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.2.1. [/
Soit Q C RY un ouvert, et soit p € R avec 1 < p < 0o.

e L’espace de Lebesque LP(Q)) est défni par :
LP(Q) = {u: Q — R ; u mesurable et |ul’ € L*(Q)}.

L’espace LP(§2) muni de la norme

= ([ \u(mﬂpdx)’l’ .

e L’espace de Lebesque L™°(2) est défini par :
L) ={u:Q— R; umesurable, 3C > 0 telque |u(z)| < C pu—p.p. sur Q}.
L’espace L™®(Q)) muni de la norme
[u]oo = Inf{C, |u(z)] < C u—p.p. sur Q }.
Remarque 1.2.1. Siu € L>®(Q) on a
lu(z)| < |uloo  p.p. sur Q.
Théoréme 1. [l Soient (u,) une suite de LP(Q) et u € LP(S2) tels que,
|, — ul, — 0.
Alors il exsite une sous suite (u,x) tel que :
Uni(z) = u(z)  p.p. sur Q.

Lemme 1. (Lemme de Fatou) [J] Soit (f,) une suite de fonctions de L*(Q) telle
que

1. pour chaque n, (f.(z)) >0 p.p. sur Q.

2. sup/ fn(z)dr < co.
n JQ



1.2 Espaces fonctionnels

3. pour chaque x € Q, on pose f(x) = lim inf f,(x).

n—oo

Alors f € L'(Q) et
n—oo

/Qf(x)dx < lim inf/ﬂfn(x)dx

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Holder) []] Soient f € LP(Q) et g € L7 (Q) avec
I <p<oo.
Alors

foe L) et [ [f@)g@)ld < [flylgly-

1.2.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens faible
sont intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour
I’étude des solutions des équations aux dérivées partielles.

Soit © C RN un ouvert, p€ Ret 1 <p < 0.

Définition 1.2.2. [/
L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini par :

w € LP(Q), g1, go,..,gn € LP(QQ) tels que :

Whe(Q) =

¢
U oz, dx

On note = g;.

Théoréme 2. [ L’espace WP(Q) est muni de la norme

N
ou
il wroey = luly + 3 |
i—1

WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oco. Il est de plus réfexif pour 1 < p < oo
et separable pour 1 < p < oco.
On pose H'(Q) = W12(Q).

o Il est clair que 'espace H'(€) est un espace vectoriel euclidien muni du produit
scalaire

N Ou 8v
(u,v) i = (u,v L2—|—Z Fr 8%



1.2 Espaces fonctionnels

Définition 1.2.3. [{] W, 7(Q) désigne la fermeture de CL(Q) dans WP(Q).

o L’espace HL(Q) peut-étre défni comme suit
H&(Q):{ ue HY(Q) :u=0 sur O }

On note HL(Q) = W,2(Q).

Proposition 1.2.2. (Inégalité de Poincaré)[]|]

L’inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev. Cette in-
égalité permet de borner une fonction a partir d’une estimation sur ses dérivées et de
la géométrie du domaine sur lequel elle est considérée.

Soit  C RY un ouvert borné, alors il existe C > 0 (dépendant de Q) telle que
luly < C|Vuly,  Vu € Hy(Q).
Une conséquence tres importante de cette inégalité est que
[ull = [Vuls,

est une norme pour Hy ().
L’expression | VuNuv est un produit scalaire qui induit la norme |Vuly équivalent a
la norme ||ul|.

Définition 1.2.4. Soit By, By deux espaces de Banach, on dit que By s’injecte d’une
facon continue dans By si

i Bl C BQu
e Si l'application identité i : By — By est continue i.e ||v||g, < C||v]|p,-

et on dit que By s’injecte d’une facon compacte dans By, si ['image de tout borné de
By est relativement compact dans Bs.

Définition 1.2.5. [J] On désigne par Wy ¥ (Q) Uespace dual de WP (Q) (1 < p < 00)
On note par H1(Q) le dual de H}(Q) .

Grace au théoréme de représentation de Riesz, on peut identifier L2(Q)) et son dual.
Par conséquent, on a les inclusions

HL(Q) < L2(Q) — H1(Q).

avec injections continues.



1.3 Injections de Sobolev

1.3 Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont treés utilisées lorsqu on étudie les équations aux
dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de
Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Théoréme 3. [J] Soit Q@ C RY un ouvert borné de classe C*.On a

o sip< N alors W'?(Q) — LP*(Q) avec z% =

1_ 1
P N7

e sip=N alors W'P(Q) — LI(Q) Vq € [p; +o0],
e sip> N alors WHP(Q) — L>°(Q),
avec injections continues.

Théoréme 4. (Théoréme Rellich-Kondrachov)[]|] Soit @ C RN un ouvert borné
de classe C'. Alors on a les injections compactes suivantes :

o sip< N alors WHP(Q) — LI(Q) Vq € [1;p*] avec }% =

1
N

Sl

e sip=N alors W'?(Q) — LI(Q) Vq € [1;+o0],
e sip> N alors W' (Q) — C(Q).
Remarque 1.3.1.

e Si on remplace Uespace WHP(Q) par WP (Q) alors les injections précédente sont
vérifiees indépendament de la régularité du domaine 2.

e La condition sur le domaine §2 est nécessair, si ) n’est pas borné alors les injec-
tions ne sont pas compactes.

Théoréme 5. [I7] Soit Q un ouvert borné de RN alors linjection canonique de HE(Q)
dans L*(Q) est un opérateur compact.

Corollaire 5.1. Soit Q un ouvert borné de RY, si u € HL(Q) alors u € L%(Q)
quand N > 3 et il existe une constante C > 0 tel que

|ul, < Cllull,
pour tout 1 € [1, 2] et pour tout u € H}(Q) .
De plus Uinjection Hy(Q) < L"(2) est compacte pour tout r € [1, 2]
Remarque 1.3.2. Soit F, G deuz espaces réflexifs, si l’espace F' s’injecte d’une facon
compacte dans ’espace G, cela signifie que : de toute suite bornée de F on peut extraire
un sous suite qui converge faiblement dans F et fortement dans G.



1.4 Quelques défnitions et théorémes

1.4 Quelques défnitions et théoremes

1.4.1 Convergence forte et Convergence faible

Soient E un espace de Banach muni de la norme ||.|| et (4, )nen une suite dans E.

Définition 1.4.1. On dit que la suite (u,),en converge fortement vers u dans E si
|lun, — u||lg = 0 lorsque n — +o0.
Définition 1.4.2. (u,),en est dite convergente faiblement vers uw dans E si
(U, v) = (u,0v), Vo€ E.
Proposition 1.4.1. [j] Soit (u,) une suite de E et u un élément de E. On a
up, = u dans E < (f,u,) — (f,u), VfeFL.

Théoréme 6. [J] Soit E un espace réflexif et soit (un)nen une suite bornée de E.
Alors il existe une sous-suite, encore notée (u,) et u € E telle que u, — u dans E.

1.4.2 Principes de maximum
Théoréme 7. [12] Soit  C RN un ouvert borné de classe C* et u € HY(Q) telle que :

—Au >0 dans ()

u >0 sur O0f).

Alors u > 0 dans Q, et s’il existe xg € Q tel que u(zo) > 0 alors u >0 dans Q.

1.4.3 Théoreme de la moyenne

Théoreme 8. Pour toute fonction f d valeurs réelles, définie et continue sur un seg-
ment [a,b], avec a < b, il existe un réel ¢ compris entre a et b vérifiant :

f@) = [ ) ar

10



1.5 Probléme aux valeurs propres

1.5 Probléme aux valeurs propres

Définition 1.5.1. [15] Un probléme aux valeurs propres, relatif 4 un opérateur A,
consiste a chercher les solutions a :

Au = Au,

ot u est une fonction propre non identiquement nulle et \ la valeur propre.

1.5.1 Valeurs propres et fonctions propres du Laplacien

Soit 2 C RY un ouvert borné. Considérons le probléme suivant :

—Au = A u dans )

u=20 sur oS
Théoréeme 9. [§/
* Les valeurs propres de (—A, H}(Q)) sont réelles.

x Ces valeurs propres constitue une suite croissante, 0 < A\ < Ay < A3 < ..., et

k——+o0

x Les fonctions propres correspondantes forment une base orthonormée de L*(Q).

Définition 1.5.2. [15] Pour u € H} () et u # 0 on défnit le quotient de Rayleigh de
u par

Rlu] = W

/ u?dr
Q

Le numérateur est appelé l’énergie de Dirichlet de u.

Proposition 1.5.1. [13] La caractérisation variationnelle classique de Rayleigh de A\

AM(Q) = inf  Rful.

u€H{ (Q),u#0

11



1.6 Méthode variationnelle

1.6 Meéthode variationnelle

Le principe de 'approche variationnelle pour la résolution des EDPs est de rempla-
cer I'équation par une formulation équivalente dite variationnelle obtenue en intégrant
I’équation multipliée par une fonction quelconque dite fonction teste.

Nous commencons par donner quelque resultat éssentielle.

Théoréme 10. (Formules de Green) [15]
Soit Q@ C RN un ouvert borné de classe C. Alors si u,¢ € H}(2) on a la formule de
Green suivante :

D) ) gy _ [ 29

do+ [ o ds,
Q Ox; o Ox; u(w) do + mugbn s

o = (n1,1m2,....n8)" est la normale extérieure a Q.
Cette formule est la généralisation de l'intégration par parties dans RY.

Corollaire 10.1. si u € H*(Q) et ¢ € H(Q)

/Q Au(z)p(z) da = — /Q Vu(@) Vo) dz+ [ 2% (2)é(z) ds,

o0 On

avec - = (Vu,n).

Définition 1.6.1. Soit F un espace de Banach, V' un ouvert de E et J :V — R une
fonctionnelle de classe C1.

e On dit que uw € V est un point critique de J si J'(u) = 0.
e On dit que u est un point régulier s’il n’est pas un point critique.

e Une valeur critique de J est un nombre réel c tel que J(u) = ¢ et J'(u) = 0.

1.6.1 Formulation variationnelle

Soit 2 C RN un ouvert borné de classe C'. On considére le probléme suivant :

—Au = g(z,u) dans Q
u=20 sur oS

12



1.6 Méthode variationnelle

Multiplions les deux membres de I’équation par ¢ € H?(Q) et intégrons sur €2 on aura,
[ Au(@)o(@) de = = [ gla,w)o(a) dr vo € HY(Q),

en utilisant la formule de Green on trouve :
| V@) Vo) de = [ gla.uo(x) da Vo € H}(S),

cette écriture s’appelle la formulation variationnelle du probleme.
la solution u de ce probleme est un point critique de la fonctionnelle

J(u) = ;/Q|Vu(x)|2 dr — /QG(x,u) dz,
o G(z,u) = /Oug(x,s) ds,

J est dite la fonctionnelle d’énergie.

1.6.2 Condition de Palais-Smale

Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de fagon générale des suites
qui convergent vers un point dont on espere montrer que c¢’est un point critique, on a
souvent recours a la condition de Palais-Smale.

Définition 1.6.2. [12] Soit E un espace de Banach, et J : E — R une fonction de
classe C.
On dit que la suite (up)nen de E est une suite de Palais-Smale de J si elle vérife

(J(un))nen est bornée et ||J'(uy,)| gz — 0.

On dit que la fonctionnelle J vérife la condition de Palais-Smale (en abrégé (PS) ) si
toute suite (uy)nen de Palais-Smale de J contient une sous-suite (unx), convergente.

Définition 1.6.3. [12] Soit E un espace de Banach, et J : E — R une fonction de
classe C* et ¢ € R. On dit que J vérife la condition de Palais-Smale (au niveau ¢ ) si
toute suite (u,)nen de E telle que

J(un) — ¢ dans R et ||J' (un)||z — 0,

contient une sous-suite (unk)k convergente.

13



1.6 Méthode variationnelle

Remarque 1.6.1. La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de l’existence d’une
valeur critique. Elle dit seulement que si on a une telle suite, celle-ci est nécessairement
relativement compacte. Pour ['utiliser effectivement de facon utile, il faudra pouvoir
démontrer par un autre biais qu’une telle suite existe.

1.6.3 Théoréme du col

Pour une fonctionnelle J qui n’est pas bornée (ni majorée, ni minorée), chercher
ses points critiques revient a chercher des points selles. Ces points sont déterminées
par un argument de type min-max, ce qui nous ramene a l'utilisation du théoreme du
col de la montagne, (en Anglais : mountain pass theorem).

Théoréme 11. [17] Supposons que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-
Smale et que

(i) J(0)=0,

(11) Il existe p > 0 et a > 0 tels que si ||u|| = p, alors J(u) > a,
(iii) 1l existe v € E tel que ||v|| >p et J(v) < a.
Alors J admet une valeur critique c telle que ¢ > .

Lemme 2. [5] Soit E un espace de Banach réel et J € C*(E,R) une fonctionnelle
satisfaisant la condition suivante :

max(J(0), J(uy)) <a < p < inf J(u),

lulle=p
ot «, (B et p sont des réels positifs et u; € E avec ||ui||g > p. Soit ¢ > [ caractérisé par

¢ = inf max J(y(7)) avec I' = {y € C([0,1], E); v(0) = 0,v(1) = uy },

Y€l 7€[1,0]

[' étant l’ensemble des chemins continus joignant 0 d uy. Alors il existe une suite (uy)
dans FE telle que

J(u,) == ¢ > B et (1+ ||unllp)l|J (un)|| e — 0.

14



CHAPITRE

Résultat d’existence pour un
probleme elliptique de type
Kirchhoff avec la condition

d’Ambrosetti-Rabinowitz

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie I'existence de solutions positives du probleme suivant :

—M </Q \Vu(x)]de) Au= f(z,u) dans Q
(P)
u=20 sur OS2,

o © C RY est un domaine borné dont le bord est régulier, M : R* — R est une
fonction continue et f: Q2 xR — R.

L’objectif de cette chapitre est d’utiliser la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz sui-
vante, il existe u >2 et R > 0 tels que,

0 < uF(z,t) < f(z,t)t, pour tout |t| > R, x € Q. (AR)

Il est bien connu que (AR) est une condition technique importante pour l'application
du théoreme de col, et pour établir des conditions sur les fonctions f et M pour
lesquelles le probleme (P) admette une solution positive.

Notation : Le long de ce chapitre une sous-suite d’'une suite (u,) sera notée de la
méme fagon.

15



2.1 Introduction

On suppose que
(My) M est une fonction continue sur R™ telle que pour un certain mg > 0 on ait :

M(@t) >mg, — Vt>0.

(Hy) la fonctions f € C(Q2 x R) est localement lipschitzienne.

(Hy) la fonctions f est a croissance sous critique et satisfait la condition suivante :
|f(z,s)| <C(1+1s|") VreQ,VseR.

ouC > 0,p€]l,+oo[ si N ={12} et p€]l,(N+2)/(N—2)] si N> 3.

(Hy) f(z,t) =o0(t) (quandt — 0).

(AR) il existe u >2 et R > 0 tels que ,

0 < pF(x,t) < f(x,t)t, pour tout |t| > R,x € Q.

Les solutions de ce probléme sont exactement les points critiques de la fonctionnelle

I:H}(Q) — R
I(u) = ;J\/Z(HUHQ) - [ Flew) s,

avec M(t) = /tM(s) ds et F(z,u)= /uf(a:,s) ds.

Puisque M estoune fonction continue et foest a croissance sous critique, la fonctionnelle
I est de class C! dans H}(Q).

Une fonction u € H} () est dite solution faible du probleme (P) si

M(|[ul®) [ Vu@)Vo() da— [ flz,u)é(e) dz =0 Vo € HY(D).

Si f est fonction localement lipschitzienne, alors la solution faible de (P) sera encore
une solution classique.

Ce chapitre est organisé comme suit : La section 2.2 est consacrée a étudier le probleme
(P) ou la fonction M est décroissante, quant a la section 2.3, elle traitera le probleme
(P) o M est supposée bornée et croissante. Dans la section 2.4 on montre I'existence
de solutions positives dans le cas ou la fonction M est croissante.
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2.2 La fonction M est décroissante

2.2 La fonction M est décroissante

2.2.1 Résultat d’existence

Avant d’établir le résultat d’existence, commencons par démontrer le lemme sui-
vant.

Lemme 3. Supposons que f satisfait la condition (Hy) et que M vérife (M), alors
toute suite de Palais-Smale bornée relative a I contient une sous suite fortement conver-
gente.

Démonstration :

Soit (u,) une suite de Palais-Smale bornée de I, alors il existe une sous-suite (u,,)
et u € HL(Q) telle que

u, — u faiblement dans H}(€2).

IN

’/Qf(x,un)(un —u) dz

17 ) = )]
= C/Q(l + Jun ") |up — u] dz.

En utilisant 1'inégalité de Holder, on écrit

o 1
/ [ [P |ty — ul doz < (/ |, [PH d:v> o </ |y, — ufPT dx) m
Q Q Q

‘/Qf(x,un)(un —u) dzx

D’aprés le théoréme de Rellich-Kondrachov, les injections Hj(2) C L'(Q) et H}(Q) C
LPT(Q) sont compactes car (2 < p+ 1 < 2*), on en déduit que

Ainsi

<C (|Un = ult + [tn[py [un — u|p+1) .

/Qf(l", )ty — u) dz — 0.

Et puisque

(I (), (1 — 1)) = M(|[un]|?) /Q VaunV (ty — 1) da — /Qf(af,un)(un —w) dz = 0.

17



2.2 La fonction M est décroissante

Alors
M(J[un?) /Q VoV (uy — ) dz — 0,

et comme M (||u,]|?) > mo > 0 on obtient,

/QVunV(un —u) dz — 0,

et par suite,
/QVunV(un —w) dz = [[un])? = (un, ),

done
[ ||* = [l

On conclut que
u, — u dans Hj(Q).

Théoréme 12. Supposons que la fonction f satisfait (Hy), (H1), (H2) et (AR).
Alors si M satisfait My et

—

(M) M(t) > M(t)t, pour tout t > 0,

le probléme (P) admet une solution positive.

2.2.2 Preuve du Théoréme 12

La fonctionnelle I admet un point critique si elle vérifie les conditions du théoreme
du col.
La démonstration de ce théoreme se fait en deux étapes :

« Dans la premiére, on montre que I vérifie les conditions géométriques (les hypo-
theses (ii) et (iii) du théoréme du col).

« Dans la 2°™¢ étape, on montre que I satisfait la condition de Palais-Smale.

a) les conditions géométriques

On a évidement, 1(0) = 0.
Vérifions la condition (ii).

18



2.2 La fonction M est décroissante

D’apres les conditions (My) et (M;) on a

Iw) = S¥(ulP) - [ Fleu) dr,
> SM(l?)l? - [ o) dr,

1
> 5mo||u||2—/QF(:C,U) de.

La condition (Hj) implique que
Ve >0, 3> 0, [t <y = |f(z.0)] <eltl

Ainsi pour |u| < n, on a

rmawv{fV@wdﬂsqﬂﬂw
0 0
d’ou .
P, 0)] < P (2.1)

Et pour tout = € 2, la condition de croissance (H;) entraine I'existence d'une constante
C, =C(n) > 0, tel que pour |u| > 7, on a

|F(z,u)] < CplulP. (2.2)
En combinant les deux inégalités et on obtient
Vo eQ, VueR |F(z,u)| < %W + Oy fufPt (2.3)
Par conséquent
1) 2 gmollul = [ (Sl + Gylul) e,
d’apres le théoreme d’injection de Sobolev et de 'inégalité de Poincaré, on a

1 3
1) 2 (5m0 = G ) lul® = Collul™.

1 €
En étudiant le signe de I’expression (§m0 — iCl)tz — CytP™ pour t > 0, en on déduit

1 €
3o — 3G

Cy

1
F
que I(u) > o> 0pour 0 < |lul| =p < ( ) , la condition (ii) est vérifiée.
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2.2 La fonction M est décroissante

Vérifions la condition (iii).
Soit ¢ la fonction propre associée a la premiere valeur propre \; de l'opérateur
(— A, HY(Q) avec 6] = 1.
1~
1(tén) = S M (lt1]?) = [ Fla.to1) da,

_ ;]\7(9) = [ Fa,t01) da.

D’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe 6 €]0, t?[ tel que :
M(t?) = £*M(6),

et par la condition (AR) on a :

R L CL)

ds =—= F >(R+1)""F(r.R+ Du*. Yu>R-+1.
R+1 S - PH-IF(Q'},S) s (ZL',U/)_( + ) (IE, + )u, u = —+

Et comme M est une fonction décroissante on obtient

H(t61) < SMO) = (R +1)* [ [P, R+ DlJolt d,

2
en faisant tendre t vers +oo, alors I(t¢;) — —oo car u > 2, on conclut donc qu’il

existe to > 0 assez grand tel que I(to¢p1) <0 .
Pour v = tg¢p; et tgp > pon a

o]l = [ltogr |l = to > p et I(v) <O,
la condition (iii) est vérifiée .

b) Vérifions la condition de (PS).

Pour vérifier la condition de Palais-Smale on montre d’abord que toute suite de Palais-
Smale est bornée.

Soit (u,) une suite de Palais-Smale, alors il existe C3, Cy > 0 telles que

I(up) <C5 et = (I'(un), un) < Caflunl,
Cy
donc pour C' = max{C3,—}, on a
1

I(uy) — ;<I’<un>,un> < C(1+ Jual). (2.4)
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2.2 La fonction M est décroissante

D’autre part, on a

)= 0 ) = T )= 0 4 (0010 o))

en utilisant les conditions (M) et (M;) on arrive a

1) = 1o = (5= 1) mallal?+ [ (L7, = Fow) ds

1 1
> (51 ) malule+ 5+ 1
2 p
avec
1
1 :/ — f(x,up)u, — F(z,u,) | dz,
' Jontunlzry (uﬂ ) ( )>
et

1
I, = / (f(x, Up Uy, — F(z, un)> dz.
{QN|un|<R} \ it

Ainsi le terme I est positif car
1
—f(z,up)u, — Fx,u,) >0  sur {QN]u,| > R},
L

Par conséquent

1 1
/Q <qu(x, Up )y, — F(z, un)> dr > /{Qﬂ|un<R} (Mf(x, Up )y, — F(z, un)> dz.

Et grace a I'hypothese (Hy) le terme I est borné par une constante indépendante de n |

done

1 /
/ (f(x,un)un — F(z, un)> de > —-C',
{QN|un|<R} \ W

avec C' = Csmes(Q)

Alors
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

1 1 1 1
I(uy) _E<[/(un)7un> > (2 — N) m0\|un”2+/{m|un<R} (Mf(x,un)un — F(x,un)> dx.

ce qui implique que

1 1 /

zmw—iwwwmszfvjmm%W—c. (25)

(2.4) et (2.5) impliquent que
1 1 /
0> (5= ) malu? = Clun) -
U

Supposons que ||u, || — +oo alors

1 1 ) 1 1
5 mO”“nHQ_CHUnH —C = +o0 car - —— > 0.
2 2 o

contradiction.

On conclut que la suite (u,) est bornée dans H}(f2) et d’aprés le lemme 3 la suite
(u,) admet une sous-suite convergente vers u € H}(Q), la condition de Palais-Smale
est satisfaite.

Le théoréeme du col assure l'existence d’une valeur critique c¢ strictement positive.
Il existe donc un point critique correspondant et il n’est pas nul puisque 7(0) =0 < c.
Ainsi le probleme (P) admet une solution non triviale.

Comme la démonstration de I'existence de la solution reste valable pour u* = max {u, 0},
on conclut que le probleme admet une solution positive.

Remarque 2.2.1. si la fonction M est croissante la condition (M) n’est plus satis-
faite.
2.3 La fonction M est bornée et croissante

Dans cette section on supposons que M est bornée et croissante. Plus précisément,
on suppose qu’il y a existe my; > mq et tg > 0, tels que
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

(My)  M(t)=my VYt >t

2.3.1 Résultat d’existence
Théoréme 13. Supposons que la fonction M satisfait (My) et (Ms) avec

mo ma
50, (2.

et supposons aussi que f satisfaisant (Hy), (Hy) ,(Hs) et (AR).

Alors le probleme (P) admet une solution positive.

2.3.2 Preuve du Théoréme 13

Comme dans le théoreme 12, on montre que la fonctionnelle I admet un point
critique.
D’apres (My), on a

- t t
M(t):/ M(s) dsz/ myg ds.
0 0
D’ou
M (t) > myt. (2.7)
D’apres (M;), on a

— t ¢
M(t) = /0 ’ M(s)ds+ [ mids  pour tout t > t,

to
= M(to) — m1t0 + mlt,
S mo + mlt, (28)

avec mo = ‘]\//\[(to) — mlto‘.

a) les conditions géométriques

On a évidement, I1(0) = 0.
Vérifions la condition (ii).
Rappelons que
1~
I(w) = S (Jul?) = | F(a.u) da.
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

D’apres (2.7) et (2.3) et par le inégalité de Poincaré et le théoréme d’injection on
obtient

1 €
I(u) 2 (5mo = 501)”“”2 — CyjulP*,
et puisque p + 1 > 2 donc il existe p > 0, assez petit tel que I(u) > « pour |u|| = p

(ii) est alors vérifiée.

Vérifons la condition (iii).
Soit ¢ € Hy(Q) avec ¢ > 0.

1~
1(t9) = SM([t6]]?) — | Fla.t9) da.
d’aprés on a

mo

my o 2
1(t6) < ol + 7

/QF(JU,W) dz.

Et pour tout z € Q et t € R, il existe deux constantes a; et ay positives
telles que :

F(z,t) > a1|t|* — ao, (2.9)
en effet, de (AR) on a :

~
—
8

=

0 < pF(x,t) < f(z,t)t, pour tout |t| > R —=

e Sit>R

b f(,s) Lh
/RF(%S) dSZ/RgdS:|F($7t)’Z

F
R~
e Sit<—R

R f(x,s) R
/t F(x’s)dsg/t s — |F(a.0)| 2

F(x,—R
(:C, )| |t|u
R#

Donc

. (F(z,-R) F(z,R)\ .,
V|t| > R = F(z,t) > min ( T T [t]".
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

Alors
F(z,t) > aq|t|" . (2.10)
D’autre parte
F est continue pour V|t| < R ,
|F(z,t)] < as. (2.11)

En combinant les deux inégalités (2.10]) et (2.11)), on obtien

F(z,t) > a1|t|* — as. (2.12)
Par conséquent
m m
1(t9) < DY+ 2 - [ Fla.tg) da,
my
< S lI” = Cet"llol” + Cr,

d’ou
I(tp) - —o0  quand t — 400,

(iii) est alors vérifiée.
b) Vérifions la condition de (PS)
d’apreés (AR) et (M), (M) en procédant comme dans le théoreme 12,

mo ma

I(u,) — i(]’(un),un> > (2 — M) | ||* + /{leun|<R} F(z,u,) dz, (2.13)

mo my

= C' + Cllu,|| > ( — )HunH2 -C'.
2 7

Supposons que |[u, || — +oo alors

C

[

C/
+C > Mo T ||unll — — 400 car@—@>0,
2 p [ 2 p

ce qui implique que C' > +o0.

On déduire que (u,) est bornée dans H}(Q) et d’apres le lemme 3 la condition de
Palais-Smale est satisfaite.

Donc le théoreme du col assure 'existence d’une valeur critiquec strictement positive.
Ainsi le probleme (P) admet une solution positive.
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2.4 la fonction M est croissante

2.4 la fonction M est croissante

Dans cette section on va traiter le probleme dans le cas ou la fonction M est
croissante.
Propriétés de la solution
Pour résoudre le probleme (P), on utilisera une technique de troncation et pour donner
des propriétés sur la solution de probleme (P), on utilisera les estimations de Gidas et
Spruck [10], affirmant que si
(H,) lim L&)

t—oo tp
pour une certaine fonction continue A > 0.

= h(x) uniformément dans €,

Alors toute solution classique positive u du probleme
—Au = f(x,u)
u € H}(Q),

est bornée c’est-a-dire, il existe A > 0, dépendant seulement de p et €2 telle que
u(z) < A.

2.4.1 Reésultat d’existence

Avant d’établir le résultat d’existence, on commence par la proposition suivante
qui nous fournit une estimation a priori pour la solution de (P).

Proposition 2.4.1. soit f € C(Q x R) et satisfait la condition suivante :
(Hy) |f(x,s)| < Cols|]? + Cyls|?, Ve € Q,Vs € R,
ou1Cy>0,C;>0et0<q<p, p€|l,(N+2)/(N-2)[si N >3etpe€]l,+oo|si N ={1,2}.

Et si f satisfait (H3) et M satisfait (My), alors toute solution positive u de (P) est
telle que
lull < max{ M ([lul[*)*P/E=D M (||u]*) P~ D}0. (2.14)

ou 0 > 0 est une constante positive indépendante de M.
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2.4 la fonction M est croissante

Démonstration :
Soit w une solution positive de (P).Posons,

u
M ({luff?)1/ =D

w =

on voit que w > 0 résout le probleme

—Aw = g(z,w)
w € HL(Q).
Avec
f (. M(|Juf?)*Vs)
90 = N o
vérification :
D’une part, on a
A —Au
— w =
M([[ulf?)!/ @1

_ flw
= M(JlulPy/oD

D’autre part, on a
£ (2, M(JJu)?)/ e Dw)
o) = e

_ flww
= M(JlulPy/oD

Donc
—Aw = g(z,w) dans

w=20 sur Of).

Alors, on obtient
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2.4 la fonction M est croissante

- ogles) L e M(fJulP)YPYs)
Jm =2 = lim (M(JJul2) /oDy — (2).

Et on peut assurer, d’apres 'estimation de Gidas-Spruck, I'existence d’'une constante
A > 0 telle que
Wl < 4,

et donc

[uloo < M(Jlu]l?)"/ DA,

et par conséquent

Jull? = 22(lulf?)™ [ f,wpu de,
(2.15)

< M(J[ul®) 7t (ColulZ + Cful2 ') mes(Q),
d’ou
ul[> < max{ M (|[u]|2) @20/ @D pr(||u]2)2/ DY (CoAT + CLAP Ymes(€).

Ensuite, on prend 0 = (Co AT + C1 AP )mes(Q).

Théoréme 14. Supposons que la fonction [ satisfait (Hy), (Hs), (Hs) et (AR), Sup-
posons de plus que M est une fonction continue satisfait la condition (M) et qu’il
exise k > 0 tel que "

M(k) < % (2.16)
et

max{ M (k)@ T/ =D pp ()2 =Y < 2 (2.17)

| =

ou p, q et @ > 0 sont donnés dans la proposition 2.4.1.

Alors le probléeme (P) admet une solution positive.

La démonstration est basée sur une troncature de la fonction M en une fonction
M, égale a M sur un intervalle [0;k]. On montrera ensuite que le probleme tronqué
admet une solution positive et on s’assurera que cette derniére est aussi solution du
probléme initial (P).
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2.4 la fonction M est croissante

2.4.2 Preuve du Théoréme 14.

La fonction M étant croissante, définissons alors le probléme tronqué suivant :

— M (||[ul|))Au = f(z,u) dans Q
(Pr)
u=20 sur S

ou la fonction M, est définie comme suit,

M) si t>k

Premierement, nous notons que les hypotheses (Hs) et (H3) impliquent que (Hy)
est valable.
Ensuite, on remarque que la fonction M, satisfait 'hypothese (Ms) avec my = M (k)
d’autre parte (H3) implique que (H;) est satisfaite, alors on peut appliquer le théoreme
13 pour avoir que u; > 0 soit une solution du probleme tronqué.
D’apres la proposition 2.4.1 on a

|2 < mase{ M (|| |2) 2P0/ 0D M ([ |[2)> 2D Y.
e Si |lug]|?> > k alors, on obtient

k< max{ M (k) PH9/00 M (k@D ),

ce qui contredit avec (2.17) donc |Jugx||* < k ce qui prouve que uy; est une solution
positive du problem (P).
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CHAPITRE

Sur une équation elliptique de
type Kirchhoff sans condition
d’Ambrosetti-Rabinowitz

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie 'existence de solutions positives du probleme suivant :

-M (/Q |Vu(x)|2dx> Au= f(z,u) dans Q
(P)
u=0 sur Of).

ot © est un ouvert borné de RY a frontiere réguliere 99, f(x,t) est une fonction conti-
nue sur ) x R, asymptotiquement linéaire & I'infini en ¢ pour tout = € Q, et M est
une fonction continue sur R,

Une question légitime se pose alors : Pour M non identiquement constante et f(z,t)
asymptotiquement linéaire a 'infini en ¢, peut-on assurer l’existence de solutions dans
le cas ot (AR) n’est pas satisfaite ?

Le but du présent chapitre est d’apporter une réponse positive a cette question. Nous
serons donc amenés a trouver des conditions suffisantes sur M et f pour lesquelles le
probleme (P) admette des solutions au sens faible.

Notation : Le long de ce chapitre Une sous-suite d'une suite u,, sera notée de la méme
facon.
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3.1 Introduction

on suppose que ,
(My) M est une fonction continue sur R* telle que pour un certain mg > 0 on ait

M) >my,  VteRT

(M) il existe my > 0 et £y > 0 tels que

M(t) = my pour t > t.

(Hy) la fonction (x,t) = f(x,t) est continue sur Q x R et est telle que,

flx,t)>0, Vt>0,2€Q et f(x,t)=0, Vt<0,2€0.

t _
H,) la fonction t — f@.?) est croissante pour x fixé dans €.
t
St o flat) e
(Hj) t1_1>r(§1+ — = p(z); tEeroo = q(z) # 0 uniformément en x € Q,

ou 0 < gy < p(x), q(z) € L®(Q) et |ploo < moA1, €0 est un réel positif fixé.

On sait d’apres 'article de De Figueiredo [9], que la premier valeur propre \;(¢q) du
probleme
—Au = M(z) u dans Q
(1)
u=20 sur 051,
oll q est une fonction continue et positive sur €. La fonction propre associée a \;(q)

est notée ¢y, ¢1 € Hy(Q). On désigne par u; et 11 € Hy(Q) la premiere valeur propre
et la fonction propre associée au probleme

—M(J|u||*)Au = N\g(z) v dans Q
(Pn)
u=20 sur 0S2.

Ce chapitre est organisé comme suit : La section 3.2 est consacrée a étudier le probleme

(P) ou la fonction M est supposée bornée, Dans la section 3.3 on montre l'existence
de solutions positives dans le cas ou la fonction M est croissante.
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3.2 La fonction M est bornée

3.2 La fonction M est bornée

3.2.1 Résultat d’existence et non existence

Théoréme 15. Supposons que (Hy) a (Hs) soient satisfaites et que la fonction M
vérifie (M) et (My). Alors

1. Si py > 1 alors le probléme (P) n’admet pas de solution.
2. SimiAi(q) < 1, alors le probléme (P) a une solution positive.
3.8y =1 et moAi(q) > 1 et si le probléme (P) admet une solution positive
u € HL(Q) alors
fla,u) = Mi(@g@)M([ul*) v pp. dans Q.

Avant de commencer la preuve de ce théoréme nous avons besoin de la proposition
suivante.

Proposition 3.2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 15 si
miAi(g) <1, (3.1)
alors la fonctionnelle I vérifie les conditions géométriques suitvantes :
(1) Il existe p,a > 0 tels que I(u) > a pour ||ul| = p.
(ii) 1l existe v € H}(Q) tel que ||v|| > p et I(v) <O0.

Démonstration :

Des hypotheses (H) et (Hj) il s’ensuit que pour tout € > 0, il existe A = A(e) >0
tel que pour tout (z,s) € Q x R,

F(x,8) < =(|ploo + €)s* + AsPT, (3.2)

N —

oil<p<oo siNe{l,2} etl<p<iE2 siN >3

Pour ¢ fixé dans U'intervalle |0, mogA; — |p|oo[ de (3.2) et de 'inégalité de Sobolev,
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3.2 La fonction M est bornée

on a
T(w) = S3T(l?) = [ Fe.u) d
u) = — u T, U X
2 Q
1 1
> Cmollull? — 5 (Iplo + 2)lul} — Al
1 poo—i-é
> 5 (1mo = P - el

Puisque p > 1, la condition (i) s’ensuit.
Pour le point (ii), on peut écrire que, pour ¢ suffisamment grand
- t
M(t) = / M(s) ds,
0

= M(to) — m1t0 + mlt,

< my+mit avec my = ’]\/Z(to) — mlto‘ )

En utilisant le lemme de Fatou, on a

im0 — 12(11\7(Ht¢1||2— [ Fla.ton) ar).

t—+oco ¢t t—+oo t
. F(x7t¢1) 2
< i, 5 (F +mllonl?) - [t =55t oo
1 . F(z,t
_ *m1H¢1H2 _ lim Mgﬁ% d

Q t—+o0 t2 (b%

2

d’autre part, on a

. F(x,ter)
[ Jim, g old 2/ )| (

De plus,comme \;(q) est la premiere valeur propre du probleme (P),

on obtient

o1 :
i) = @@

33



3.2 La fonction M est bornée

On en déduit que

_ I(te) 1 1 )
i M < 5 (g e <o

car miA(q) < 1.

Ainsi il existe t; > max (to, p) tel que I(t1¢1) < 0.

[l

En prenant v = ¢1¢; le point (ii) est vérifiée.

Passons maintenant a la preuve du Théoreme 15.

3.2.2 Preuve du Théoréme 15

Premier point.

Si g > 1 alors le probleme (P) n’admet pas de solution.
On démontre par I'absurde en effet, si u € H}(Q2) est une solution de (P), on a

M) [ Fu(@)Vo(w) do— [ f(,0) o) de =0 Vo € HY(Q),

en prende u = ¢ alors des hypotheses (H;) a (Hjz) on obtien
M(Jul?)ul? = [ f@wpude < [ g(@)? do,
) Q

donc
2 2
e MUl

<1.
ue H(Q).u£0 / g(a)u? da
Q

C’est une contradiction

Deuxieme point.

i m1>\1(q) < 1 p 1 1 3 : l’ 1 ¢ ’ ! > ( 7”H)
S l a pIO osition 2 1 not le
tel que l(tlﬁbl) < 0.

On définit ’ensemble des chemins suivant,

I'={yeC([0,1], Hj(Q)); 7(0) =0, v(1) = t1¢1},
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3.2 La fonction M est bornée

et

— inf I .
¢ = Inf max (v(7))

Du lemme 2, il existe une suite (u,) C H}(Q) telle que

I(uy) = ;]\/Z(HWHZ) — [ Pl w) de = c+o(1), (3.4)
et
(L un DI () -1 — 0, (3.5)
ceci implique que
(I'(tn), tn) = M(J|Jug]|*)]Junl* — /Q [, up)uy, dz = o(1). (3.6)

Montrons que la suite (u,) est bornée. Supposons au contraire que ||u,| — +oc et

posons
Unp

Wn

(3.7)

el

La suite (w,) ainsi définie est bornée dans Hj (), il existe alors une sous-suite encore
notée (wy,) telle que

w, — w faiblement dans H}(£2),
w, — w fortement dans L?(Q),
w, — w p.p. dans €.
Ensuite, on vérifie que La limite w est non identiquement nulle. En effet, supposons

par 'absurde que w = 0.
De (Hy) et (H3) on en déduit qu’il existe 6 > 0 tel que

‘f(:v,t)

; |§9p0urx€Q,t20.

D’ou de (3.6) et (3.7) il vient

+
mo < M(||un]]?) :/ J@un) 2 g0 4 o(1) ge/ W2 dz 5 0,
Q uf Jo
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3.2 La fonction M est bornée

ce qui contredit ’hypothese mg > 0. Ainsi w # 0.
Montrons maintenant que
Up, — +00  p.p. dans €.

Puisque |Ju,|| — +0o0 et w, — w p.p. dans €, on en déduit que
U, — +o0o dans p.p. dans €2, si w > 0 p.p. dans €.

I1 reste donc a établir que w > 0 p.p. dans ). Considérons, comme dans [I8§], la suite
(pn) définie par

[z, un)
pa(a) = unM([[un]?)
0 pour x € Q et uy(x) <O0.

pour x € et u,(z) > 0,

Pour tout entier n et pour tout x € {2 on a

0
mo

il existe donc une sous-suite encore notée (p,) telle que

0
pn — h faiblement dans L*(Q), avec 0 < h < o
0

De la convergence forte de (w,) vers w dans L*(f2), on a

| pu@wn(@)o@) do = [ po@)t @)é(@) dv 2 [ bt (@)o@)de o € LA(Q),

donc
Pawn — hw' faiblement dans L*(€2). (3.8)

D’autre part pour tout ¢ € L?(Q)

(I (un), )| [ (un) |10

o I ) = T 132 2)

(V.96 = pu(@)en(a)o(w)) dz =

Faisons tendre n vers +oo tout en utilisant (3.5) et (3.8)), et comme [Ju,|| — +oo et
la convergence faible de (w,) vers w dans Hj(2), on conclut que

/Q (VwVe — h(z)w* (@)6(z)) de =0 Vo € HL(Q).
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3.2 La fonction M est bornée

En remplagant ¢ par w™ dans cette égalité, on obtient ||w™| =0,
donc

w=w">0 dans Q.
Enfin par application du principe du maximum on aboutit a
w(z) >0 VYo eQ,

alors la conclusion u, — 400 p.p. dans € .

Estimons a présent I(u,) pour n assez grand .
D’apres les hypotheses (M), (Hy), (Hs) et de (3.6), on obtient

| — /Qq(x)ui dz - o(1). (3.9)
D’apres le théoréme de la moyenne, pour tout entier n, il existe ¢, € [0, ||u,||?] tel que
M (JJunl®) = M (tn)llua* (3.10)

Remarquons que

M(tn) =my s? tn Z to,

mo < M(t,) < max M(t) si t, <tp.
te[0,to]

pour F on peut écrire
F(z,u,) = F(z,A) + /An f(z,s) ds,

ol A est un nombre réel suffisamment grand. En utilisant encore une fois (Hsz) on
obtient, pour n assez grand,

F(z,u,) = F(z, A) + ;q(x)(ufl — A%) +o(1). (3.11)

Rappelons que
1~
1) = S0 (Jwal®) = [ Fa,ua) da,

Les deux équations (3.9) et (3.11)) donnent

Hw) = [ (50042 = F(a, 4)) o+ SO00(0) = m) |+ o). (3.12)
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3.2 La fonction M est bornée

« Maintenant si a partir d’'un certain rang ng, M(t,) = m;; on choisit convena-
blement le réel A de sorte que l'intégrale dans (3.12) soit inférieure a c¢/2, on
obtient

I(u,) <

N O

Ce qui est en contradiction avec ((3.4]).
e Si M(t,) —mi — a € R*, on arrive a
I (u,) - 400,
on ce qui contredit aussi (3.4)).
« Silasuite (M(t,) n’admet pas de limite, ce sera encore une contradiction avec (3.4)).
La suite (u,) est donc bornée dans H}(Q) et puisque Q et M sont bornés et f(z,u)
est sous-critique de la compacité de I'injection de Sobolev et des résultats standards,
il existe une sous suite (u,) qui converge fortement vers un point critique non trivial
de I, solution du probléeme (P). Ceci achéve la preuve du deuxiéme point.
Troisieme point.
Supposons que p; = 1. De la définition de p; on a
M(nll?) [ Vroda = [ gy da, Yo € H(Q). (3.13)
Si u est une solution positive de (P), Vi), € H}(Q2) on a
M(|[ul?) /Q Vuvi, dr = /Qf(:zc,u)v,bl da. (3.14)
Posons u = v dans (3.13) on obtient,

M([al) [ VerVude = [ gayiru da. (3.15)

en utilisant (3.14) et (3.15), on en déduit que

few) o gl
fy ez 4= f s
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3.2 La fonction M est bornée

faw) g -
/Q<M<Hu\l2) M(leuz))wld 0' (3.16)

few) g
<M<HuH2) M<||w1||2>> =0

Alors, on a

En effet, 1 implique que
M([[vl*)]lvll*

L el MU Ai(q)
M(||1/}1||2) / q(g;)w2 dz ~ veH}(Q),0#£0 / Q(SL’)UQ da ’
Q Q

Par conséquent

M([Jen]*)A(q) <1,

d’autre part, on a

M([l1][*)Ai(g) > moAi(g) > 1,

donc
M(H%HQ))H(Q) =1.

En utilisant cette information, on écrit,

fow few) o
AM(TlP) ~ ([l A1(q><xl<q>z\4<uun2> ‘“)’

et comme A;(q) M (||u][?) > A\i(g)mo > 1, ce qui implique que

(@, u)

W —q(z)u < f(2,u) — q(z)u <0.

Puisque ¢; > 0 p.p.dans © et de (3.16) on conclut que

oy — M)

B WQ(@U = M(@)q@)M(|ulP)u pp. dans Q.

Ceci termine la preuve du 3°™¢ point.
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3.3 La fonction M est croissante

3.3 La fonction M est croissante

Dans cette section on va traiter le probleme dans le cas ou la fonction M est
croissante.

3.3.1 Résultat d’existence
Théoréme 16. On suppose que la fonction M est croissante et verifie (My). On sup-

pose de plus que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont satisfaites avec |plo > 0.

Alors le probléme (P) admet une solution positive.

Avant de démontrer le Théoreme 16, on va établir la proposition suivante qui nous
fournit une estimation a priori pour la solution de (P).

Proposition 3.3.1. Supposons que les hypothéses (M), (Hy), (Hs) et (H3) sont sa-
tisfaites avec |plew > 0. Si |qleo < mu, alors toute solution positive u de (P) est telle
que

Jul| <,

ou C est une constante positive dépendant seulement de mg, My, |Plo, |¢le €t to.

Démonstration :

En posant py = inf p(x), en utilisant les hypotheses (Hs) et (Hj), on arrive a
z€eQ

1
F(I,U,) Z §p0|u|27

d’oll ¢y > ¢, ou ¢ et ¢y sont les niveaux d’énergie respectifs des fonctionnelles I et [,
0 ) 0 0,

avec
1

low) = SN (ul*) = 5 [ Ju? da.
Soit u une solution positive de (P). On distingue deux cas :
1. Si ||ul]? < to, on prend C = /%y.

2. Si ||ul|? > tg, alors de (H3), on a

‘p’oo < mO)\b
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3.3 La fonction M est croissante

et avec la définition de A\, on obtient

mo
July < = Ilull*.

< (3.17)
1P|oo
D’autre part
1 — 2
0 = o= M(Jul>) - [ Fle,u) de,
Q
1 1 1
> Smllul = Srmto — slalelull (318)

En utilisant (3.17), on obtient a partir de (3.18)

(2¢o +mato) [ploc = (malploc — molgloo) [[ull*:

Comme o < My et la constante m, eut étre ChOiSie ChOiSie inférieure ou é ale E\%
9 0
|p|s On arrive finalement a

(2co + mato)|p|oo
[Jul|? <

m1|ploe — Mo|qloo’

lull < C,

avec

o> \J (2¢o + mato)|p|oo

A noter que C > /1.
Passons a présent a la démonstration du Theoreme 16.
La démonstration est basée sur une troncature de la fonction M en une fonction

M, égale a M sur un intervalle [0, k]. On montrera ensuite que le probleme tronqué

admet une solution positive et on s’assurera que cette derniere est aussi solution du
probléme initial (P).
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3.3 La fonction M est croissante

3.3.2 Preuve du Théoréme 16

La fonction M étant croissante, définissons alors le probléme tronqué suivant :

— M, </Q ]Vu(a:)\zdx) Au = f(z,u) dans S

(Pr)
u=20 sur 051,
ou la fonction My est définie comme suit,
M(t) sit<k,
Mp(t)=<Rat+b sik<t<k-+1,
ﬁ% sit>k+1,
avec k > 0 un entier suffisamment grand,
4] ok
a = — M(k), b=(1+k)M(k)—
g MW (I+BMB =30
et
0 <6 < min(1, A\ (q)myg).
On remarque que la fonction M, satisfait I'hypotheése (M) avec m; = —— et la

Ai(q)
condition (3.1) de la proposition 3.2.1 est clairement vérifiée. Ainsi, d’apres le théoreme

15, le probleme (Py) admet une solution positive wuy.

« Si cette solution est telle que ||uy||* < k, alors elle est aussi solution du probléme
(P), et c’est fini.

Analysons le cas |lug||? > k .
On a ¢ et py étant définis dans la démonstration de la proposition 3.3.1,

1 — p
o 2 5 Malal®) = 23

car, par construction, M (t) > My(t) pour tout ¢t >0 .

Par (3.17), on obtient
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3.3 La fonction M est croissante

1 p
o > EMk(IIUkIIQ) — s molux

e Sik<|u/*?<k+1,ona

co =
>

1
_ m0k<1— Po)_ Po m
2 Pls ) 2|P]oo

Ce qui est impossible pour k assez grand, car 1 — Po_

D)oo

> 0.
o Si||ug|* > k+1, on éerit
&2 ST () — 2l (3.19)
ol c; est le niveau d’énergie de la fonctionnelle [; définie par

h(w) = M (Jul?) = 5 [ ful*dz.

. g Iploo>
Avec 0 < p; < min , .
n (po M (q)

De (3.19) et de la définition de la fonction M on obtient

1~ 1 1
o > §M(k) 2| ‘oo 4(M(k‘) —m1)+§m1(llwll2—k’),
alors
1 1 1
cr > §(mo —mq)k + 3 (m1 — |pp’oo> ||u;€||2 Z(M(k) —my). (3.20)

Comme les coefficients my — m; et m; — |p|1 sont positifs I'inégalité (3.20) ne peut
o0
pas avoir lieu pour k assez grand. Ainsi ||ug||* < k et uy est solution du probléme (P).
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