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Résumé

Dans ce mémoire, nous focalisons notre attention essentiellement sur l’étude de pro-
blèmes elliptiques de type Kirchhoff de la forme suivante :

−M
(∫

Ω
|∇u(x)|2dx

)
∆u = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

En premier lieu on étudie l’existence d’une solution positive de ce problème quand
la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz est satisfaite.
En second lieu notre étude domine sur l’existence d’une solution positive où la condi-
tion d’Ambrosetti-Rabinowitz n’est pas satisfaite.
Pour prouver ces résultats en utilisant un argument variationnel (théorème du col) et
la technique de troncature.

Mots Clés : Problème elliptiques de type Kirchhoff, la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz,
théorème du col, solution positive, la technique de troncature.
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Introduction
Les découvertes des savants de l’époque moderne sont à l’origine de nos connais-

sances en acoustique. Ainsi, Brook Taylor a établi les équations des courbes de vibra-
tion des cordes. Ses recherches furent complétées par celles de Jean d’Alembert, ce
denier s’intéressa aux petites vibrations et leur forme en général. Il déduit du principe
fondamental de la dynamique une équation aux dérivées partielles satisfaite par le
déplacement vertical de la corde. De nos jours, elle est connue sous le nom d’équation
des ondes.

D’Alembert résolut cette équation et montra que toute solution est la somme de
deux ondes progressives, de son côté Daniel Bernoulli montra également qu’une corde
en vibration produit simultanément une multitude d’oscillations élémentaires dont la
somme donne le son résultant, c’est le principe de superposition.

Les études des vibrations des corps solides ne purent se développer que avec la mise
au point de la théorie mathématique des vibrations élastiques entreprise par Robert
Hooke entre 1660 et 1676.

En 1876, Kirchhoff [13] proposa ce type de problèmes comme étant une généralisa-
tion aux cordes vibrantes de l’équation classique des ondes de D’Alembert. Le modèle
initialement étudié fût,

∂2u(x, t)
∂t2

−

p0 + p1

∫ l

0

(
∂u

∂x

)2

dx

 ∂2u(x, t)
∂x2 = 0, 0 < x < l, t > 0, (K)

où p0 dépend de la tension initiale, p1 est une caractéristique du matériau du fil,
u(x, t) dénote le déplacement vertical du point x du fil à l’instant t. De tels problèmes
sont souvent appelés non locaux car l’équation contient une intégrale sur Ω.

Après le fameux article de Lions [14], ce type de problèmes a attiré l’attention de
plusieurs auteurs et depuis des dizaines d’articles sont tombés. On peut citer en par-
ticulier les travaux de Chipot [6], [7].Corrêa et al. [11] et leurs références.
Dans [11], et en se basant sur la méthode de Galerkin, les auteurs montrent l’existence
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de solutions positives dans le cas sous-linéaire.

f(u) = uα, 0 < α < 1.

Le but de ce mémoire, basé essentiellement sur les articles [1] et [3], on s’intéresse à
l’équation stationnaire associée à (K).

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Chapitre 1 : on rappelle quelques outils de base de l’analyse fonctionnelle et quelques
éléments de base de la théorie des points critiques, des théorèmes fondamentaux, et
nous citons quelques défnitions et résultats connus utilisés dans ce mémoire.
Chapitre 2 : on va étudier l’existence de la solution de problème du type Kirchhoff
dans le cas où la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz est satisfaite et on utilise le théo-
rème du col pour montrer l’existence de solutions.
Chapitre 3 : on va étudier l’existence et la non existence du problème du type Kir-
chhoff sans condition d’Ambrosetti-Rabinowitz.
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CHAPITRE 1 Notations et résultats
préliminaires

1.1 Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

Symbole Signification
Ω Ouvert de RN.
∂Ω Le bord de Ω .
x = (x1, x2, ....., xN) Elément de RN.
dx = (dx1, dx2, ....., dxN) Mesure de Lebesgue sur Ω .
∆u Laplacien de la fonction u.
∇u Gradient de u.
u+ Partie positive de la fonction u, u+ = max(u; 0).
u− Partie negative de la fonction u, u− = max(−u; 0).
un → u Convergence forte de un vers u.
un ⇀ u Convergence faible de un vers u.
|u|p La norme de l’espace Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞.
‖u‖ La norme de l’espace H1

0(Ω).
p∗ = Np

N−p Exposent critique de Sobolev.
p′ Exposant conjugué de p .i.e : 1

p
+ 1

p′
= 1 avec (1 ≤ p <∞).

E
′ Espace dual de E.

p.p Presque partout.
〈. , . 〉E,E′ Crochet de dualité entre E et son dual .
(. , .) Le produit scalaire
o(1) Désigne toute quantité qui tend vers zéro quand n tend vers l’infni.
λ1 La première valeur propre de (−∆, H1

0 (Ω)).
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1.2 Espaces fonctionnels

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Espaces de Lebesgue
Définition 1.2.1. [4]
Soit Ω ⊂ RN un ouvert, et soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞.

• L’espace de Lebesgue Lp(Ω) est défni par :

Lp(Ω) = {u : Ω→ R ; u mesurable et |u|p ∈ L1(Ω)}.

L’espace Lp(Ω) muni de la norme

|u|p =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

.

• L’espace de Lebesgue L∞(Ω) est défini par :

L∞(Ω) = {u : Ω→ R ; u mesurable, ∃C ≥ 0 telque |u(x)| ≤ C µ−p.p. sur Ω}.

L’espace L∞(Ω) muni de la norme

|u|∞ = inf{C, |u(x)| ≤ C µ− p.p. sur Ω }.

Remarque 1.2.1. Si u ∈ L∞(Ω) on a

|u(x)| ≤ |u|∞ p.p. sur Ω.

Théorème 1. [4] Soient (un) une suite de Lp(Ω) et u ∈ Lp(Ω) tels que,

|un − u|p → 0.

Alors il exsite une sous suite (unk) tel que :

unk(x)→ u(x) p.p. sur Ω.

Lemme 1. (Lemme de Fatou) [4] Soit (fn) une suite de fonctions de L1(Ω) telle
que

1. pour chaque n, (fn(x)) ≥ 0 p.p. sur Ω.

2. sup
n

∫
Ω
fn(x)dx <∞.
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1.2 Espaces fonctionnels

3. pour chaque x ∈ Ω, on pose f(x) = lim
n→∞

inf fn(x).

Alors f ∈ L1(Ω) et ∫
Ω
f(x)dx ≤ lim

n→∞
inf

∫
Ω
fn(x)dx.

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Hölder) [4] Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec
1 ≤ p ≤ ∞.
Alors

f.g ∈ L1(Ω) et
∫

Ω
|f(x)g(x)|dx ≤ |f |p|g|p′ .

1.2.2 Espaces de Sobolev
Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérivées au sens faible

sont intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour
l’étude des solutions des équations aux dérivées partielles.

Soit Ω ⊂ RN un ouvert, p ∈ R et 1 ≤ p ≤ ∞ .

Définition 1.2.2. [4]
L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par :

W 1,p(Ω) =


u ∈ Lp(Ω), ∃g1, g2, .., gN ∈ Lp(Ω) tels que :

∫
Ω
u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω
giφ dx ∀φ ∈ C∞c (Ω), ∀i = 1, 2, ....., N.


On note ∂u

∂xi
= gi.

Théorème 2. [4] L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖w1,p(Ω) = |u|p +
N∑
i=1

∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣
p

.

W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞. Il est de plus réfexif pour 1 < p <∞
et separable pour 1 ≤ p <∞.
On pose H1(Ω) = W 1,2(Ω).

• Il est clair que l’espace H1(Ω) est un espace vectoriel euclidien muni du produit
scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
N∑
i=1

( ∂u
∂xi

,
∂v

∂xi
)L2 .
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1.2 Espaces fonctionnels

Définition 1.2.3. [4] W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

c(Ω) dans W 1,p(Ω).

• L’espace H1
0 (Ω) peut-être défni comme suit

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur ∂Ω

}
.

On note H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

Proposition 1.2.2. (Inégalité de Poincaré)[4]
L’inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev. Cette in-
égalité permet de borner une fonction à partir d’une estimation sur ses dérivées et de
la géométrie du domaine sur lequel elle est considérée.

Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné, alors il existe C > 0 (dépendant de Ω) telle que

|u|2 ≤ C|∇u|2 ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Une conséquence très importante de cette inégalité est que

‖u‖ = |∇u|2,

est une norme pour H1
0 (Ω).

L’expression
∫

Ω
∇u∇v est un produit scalaire qui induit la norme |∇u|2 équivalent à

la norme ‖u‖.

Définition 1.2.4. Soit B1, B2 deux espaces de Banach, on dit que B1 s’injecte d’une
façon continue dans B2 si

• B1 ⊂ B2,

• Si l’application identité i : B1 → B2 est continue i.e ‖v‖B2 ≤ C‖v‖B1 .

et on dit que B1 s’injecte d’une façon compacte dans B2, si l’image de tout borné de
B1 est relativement compact dans B2.

Définition 1.2.5. [4] On désigne par W−1,p′
0 (Ω) l’espace dual de W1,p

0 (Ω) (1 ≤ p <∞)
On note par H−1(Ω) le dual de H1

0(Ω) .
Grâce au théorème de représentation de Riesz, on peut identifier L2(Ω) et son dual.
Par conséquent, on a les inclusions

H1
0(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω).

avec injections continues.
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1.3 Injections de Sobolev

1.3 Injections de Sobolev
Les injections de Sobolev sont très utilisées lorsqu on étudie les équations aux

dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de
Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.
Théorème 3. [4] Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1.On a

• si p < N alors W1,p(Ω) ↪→ Lp∗(Ω) avec 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

• si p = N alors W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p; +∞[,

• si p > N alors W1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω),
avec injections continues.
Théorème 4. (Théorème Rellich-Kondrachov)[4] Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné
de classe C1. Alors on a les injections compactes suivantes :

• si p < N alors W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1; p∗[ avec 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

• si p = N alors W1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1; +∞[,

• si p > N alors W1,p(Ω) ↪→ C(Ω).
Remarque 1.3.1.

• Si on remplace l’espace W1,p(Ω) par W1,p
0 (Ω) alors les injections précédente sont

vérifiées indépendament de la régularité du domaine Ω.

• La condition sur le domaine Ω est nécessair, si Ω n’est pas borné alors les injec-
tions ne sont pas compactes.

Théorème 5. [17] Soit Ω un ouvert borné de RN alors l’injection canonique de H1
0 (Ω)

dans L2(Ω) est un opérateur compact.
Corollaire 5.1. Soit Ω un ouvert borné de RN, si u ∈ H1

0 (Ω) alors u ∈ L
2N

N−2 (Ω)
quand N ≥ 3 et il existe une constante C > 0 tel que

|u|r ≤ C‖u‖,

pour tout r ∈ [1, 2N
N−2 ] et pour tout u ∈ H1

0 (Ω) .
De plus l’injection H1

0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) est compacte pour tout r ∈ [1, 2N
N−2 [.

Remarque 1.3.2. Soit F, G deux espaces réflexifs, si l’espace F s’injecte d’une façon
compacte dans l’espace G, cela signifie que : de toute suite bornée de F on peut extraire
un sous suite qui converge faiblement dans F et fortement dans G.
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1.4 Quelques défnitions et théorèmes

1.4 Quelques défnitions et théorèmes

1.4.1 Convergence forte et Convergence faible
Soient E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ et (un)n∈N une suite dans E.

Définition 1.4.1. On dit que la suite (un)n∈N converge fortement vers u dans E si

‖un − u‖E → 0 lorsque n→ +∞.

Définition 1.4.2. (un)n∈N est dite convergente faiblement vers u dans E si

〈un, v〉 → 〈u, v〉, ∀v ∈ E
′
.

Proposition 1.4.1. [4] Soit (un) une suite de E et u un élément de E. On a

un ⇀ u dans E ⇐⇒ 〈f, un〉 → 〈f, u〉, ∀f ∈ E ′.

Théorème 6. [4] Soit E un espace réflexif et soit (un)n∈N une suite bornée de E.
Alors il existe une sous-suite, encore notée (un) et u ∈ E telle que un ⇀ u dans E.

1.4.2 Principes de maximum
Théorème 7. [12] Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1 et u ∈ H1(Ω) telle que :

−∆u ≥ 0 dans Ω

u ≥ 0 sur ∂Ω.

Alors u ≥ 0 dans Ω, et s’il existe x0 ∈ Ω tel que u(x0) > 0 alors u > 0 dans Ω.

1.4.3 Théorème de la moyenne
Théorème 8. Pour toute fonction f à valeurs réelles, définie et continue sur un seg-
ment [a, b], avec a < b, il existe un réel c compris entre a et b vérifiant :

f(c) = 1
b− a

∫ b

a
f(x) dx.
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1.5 Problème aux valeurs propres

1.5 Problème aux valeurs propres
Définition 1.5.1. [15] Un problème aux valeurs propres, relatif à un opérateur A,
consiste à chercher les solutions à :

Au = λu,

où u est une fonction propre non identiquement nulle et λ la valeur propre.

1.5.1 Valeurs propres et fonctions propres du Laplacien
Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné. Considérons le problème suivant :

−∆u = λu dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

Théorème 9. [8]

∗ Les valeurs propres de (−∆, H1
0 (Ω)) sont réelles.

∗ Ces valeurs propres constitue une suite croissante, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ..., et

lim
k→+∞

λk = +∞.

∗ Les fonctions propres correspondantes forment une base orthonormée de L2(Ω).

Définition 1.5.2. [15] Pour u ∈ H1
0 (Ω) et u 6= 0 on défnit le quotient de Rayleigh de

u par

R[u] =

∫
Ω
|∇u|2dx∫
Ω
u2dx

.

Le numérateur est appelé l’énergie de Dirichlet de u.

Proposition 1.5.1. [15] La caractérisation variationnelle classique de Rayleigh de λ1

λ1(Ω) = inf
u∈H1

0 (Ω),u 6=0
R[u].
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1.6 Méthode variationnelle

1.6 Méthode variationnelle
Le principe de l’approche variationnelle pour la résolution des EDPs est de rempla-

cer l’équation par une formulation équivalente dite variationnelle obtenue en intégrant
l’équation multipliée par une fonction quelconque dite fonction teste.

Nous commençons par donner quelque resultat éssentielle.

Théorème 10. (Formules de Green) [15]
Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1. Alors si u, φ ∈ H1

0 (Ω) on a la formule de
Green suivante :∫

Ω

∂u(x)
∂xi

φ(x) dx = −
∫

Ω

∂φ(x)
∂xi

u(x) dx+
∫
∂Ω
uφηi ds,

où η = (η1, η2, ..., ηN))T est la normale extérieure à Ω.
Cette formule est la généralisation de l’intégration par parties dans RN.

Corollaire 10.1. si u ∈ H2(Ω) et φ ∈ H1(Ω)
∫

Ω
∆u(x)φ(x) dx = −

∫
Ω
∇u(x)∇φ(x) dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)φ(x) ds,

avec ∂u
∂n

= (∇u, η).

Définition 1.6.1. Soit E un espace de Banach, V un ouvert de E et J : V 7→ R une
fonctionnelle de classe C1.

• On dit que u ∈ V est un point critique de J si J ′(u) = 0.

• On dit que u est un point régulier s’il n’est pas un point critique.

• Une valeur critique de J est un nombre réel c tel que J(u) = c et J ′(u) = 0.

1.6.1 Formulation variationnelle
Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1. On considére le problème suivant :

−∆u = g(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.
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1.6 Méthode variationnelle

Multiplions les deux membres de l’équation par φ ∈ H2(Ω) et intégrons sur Ω on aura,∫
Ω

∆u(x)φ(x) dx = −
∫

Ω
g(x, u)φ(x) dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω),

en utilisant la formule de Green on trouve :∫
Ω
∇u(x)∇φ(x) dx =

∫
Ω
g(x, u)φ(x) dx ∀φ ∈ H1

0 (Ω),

cette écriture s’appelle la formulation variationnelle du problème.
la solution u de ce problème est un point critique de la fonctionnelle

J(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u(x)|2 dx−

∫
Ω
G(x, u) dx,

avec
G(x, u) =

∫ u

0
g(x, s) ds,

J est dite la fonctionnelle d’énergie.

1.6.2 Condition de Palais-Smale
Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de façon générale des suites

qui convergent vers un point dont on espère montrer que c’est un point critique, on a
souvent recours à la condition de Palais-Smale.

Définition 1.6.2. [12] Soit E un espace de Banach, et J : E 7→ R une fonction de
classe C1.
On dit que la suite (un)n∈N de E est une suite de Palais-Smale de J si elle vérife

(J(un))n∈N est bornée et ‖J ′(un)‖E′ → 0.

On dit que la fonctionnelle J vérife la condition de Palais-Smale (en abrégé (PS) ) si
toute suite (un)n∈N de Palais-Smale de J contient une sous-suite (unk)k convergente.

Définition 1.6.3. [12] Soit E un espace de Banach, et J : E 7→ R une fonction de
classe C1 et c ∈ R. On dit que J vérife la condition de Palais-Smale (au niveau c ) si
toute suite (un)n∈N de E telle que

J(un)→ c dans R et ‖J ′(un)‖E′ → 0,

contient une sous-suite (unk)k convergente.
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1.6 Méthode variationnelle

Remarque 1.6.1. La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de l’existence d’une
valeur critique. Elle dit seulement que si on a une telle suite, celle-ci est nécessairement
relativement compacte. Pour l’utiliser effectivement de façon utile, il faudra pouvoir
démontrer par un autre biais qu’une telle suite existe.

1.6.3 Théorème du col
Pour une fonctionnelle J qui n’est pas bornée (ni majorée, ni minorée), chercher

ses points critiques revient à chercher des points selles. Ces points sont déterminées
par un argument de type min-max, ce qui nous ramène à l’utilisation du théorème du
col de la montagne, (en Anglais : mountain pass theorem).

Théorème 11. [12] Supposons que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-
Smale et que

(i) J(0)=0,

(ii) Il existe ρ > 0 et α > 0 tels que si ‖u‖ = ρ, alors J(u) ≥ α,

(iii) Il existe v ∈ E tel que ‖v‖ > ρ et J(v) < α.

Alors J admet une valeur critique c telle que c ≥ α.

Lemme 2. [5] Soit E un espace de Banach réel et J ∈ C1(E,R) une fonctionnelle
satisfaisant la condition suivante :

max(J(0), J(u1)) ≤ α < β ≤ inf
‖u‖E=ρ

J(u),

où α, β et ρ sont des réels positifs et u1 ∈ E avec ‖u1‖E > ρ. Soit c ≥ β caractérisé par

c = inf
γ∈Γ

max
τ∈[1,0]

J(γ(τ)) avec Γ = {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) = 0, γ(1) = u1} ,

Γ étant l’ensemble des chemins continus joignant 0 à u1. Alors il existe une suite (un)
dans E telle que

J(un) n−→ c ≥ β et (1 + ‖un‖E)‖J ′(un)‖E′ n−→ 0.
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CHAPITRE 2 Résultat d’existence pour un
problème elliptique de type
Kirchhoff avec la condition
d’Ambrosetti-Rabinowitz

2.1 Introduction
Dans ce chapitre on étudie l’existence de solutions positives du problème suivant :

−M
(∫

Ω
|∇u(x)|2dx

)
∆u = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

(P )

où Ω ⊂ RN est un domaine borné dont le bord est régulier, M : R+ → R est une
fonction continue et f : Ω× R→ R .
L’objectif de cette chapitre est d’utiliser la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz sui-
vante, il existe µ >2 et R > 0 tels que,

0 < µF (x, t) ≤ f(x, t)t, pour tout |t| ≥ R, x ∈ Ω. (AR)

Il est bien connu que (AR) est une condition technique importante pour l’application
du théorème de col, et pour établir des conditions sur les fonctions f et M pour
lesquelles le problème (P) admette une solution positive.
Notation : Le long de ce chapitre une sous-suite d’une suite (un) sera notée de la
même façon.
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2.1 Introduction

On suppose que
(M0) M est une fonction continue sur R+ telle que pour un certain m0 > 0 on ait :

M(t) ≥ m0, ∀t ≥ 0.

(H0) la fonctions f ∈ C(Ω× R) est localement lipschitzienne.

(H1) la fonctions f est à croissance sous critique et satisfait la condition suivante :

|f(x, s)| ≤ C(1 + |s|p) ∀x ∈ Ω, ∀s ∈ R.

où C > 0, p ∈]1,+∞[ si N ={1,2} et p ∈]1, (N + 2)/(N − 2)[ si N ≥ 3.

(H2) f(x, t) = o(t) (quand t→ 0).

(AR) il existe µ >2 et R > 0 tels que ,

0 < µF (x, t) ≤ f(x, t)t, pour tout |t| ≥ R, x ∈ Ω.

Les solutions de ce problème sont exactement les points critiques de la fonctionnelle
I : H1

0 (Ω)→ R.
I(u) = 1

2M̂(‖u‖2)−
∫

Ω
F (x, u) dx,

avec M̂(t) =
∫ t

0
M(s) ds et F (x, u) =

∫ u

0
f(x, s) ds.

PuisqueM est une fonction continue et f est à croissance sous critique, la fonctionnelle
I est de class C1 dans H1

0 (Ω).
Une fonction u ∈ H1

0 (Ω) est dite solution faible du probleme (P) si

M(‖u‖2)
∫

Ω
∇u(x)∇φ(x) dx−

∫
Ω
f(x, u)φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ H1

0 (Ω).

Si f est fonction localement lipschitzienne, alors la solution faible de (P) sera encore
une solution classique.
Ce chapitre est organisé comme suit : La section 2.2 est consacrée à étudier le problème
(P) où la fonction M est décroissante, quant à la section 2.3, elle traitera le problème
(P) où M est supposée bornée et croissante. Dans la section 2.4 on montre l’existence
de solutions positives dans le cas où la fonction M est croissante.
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2.2 La fonction M est décroissante

2.2 La fonction M est décroissante

2.2.1 Résultat d’existence
Avant d’établir le résultat d’existence, commençons par démontrer le lemme sui-

vant.

Lemme 3. Supposons que f satisfait la condition (H1) et que M vérife (M0), alors
toute suite de Palais-Smale bornée relative à I contient une sous suite fortement conver-
gente.

Démonstration :

Soit (un) une suite de Palais-Smale bornée de I, alors il existe une sous-suite (un)
et u ∈ H1

0 (Ω) telle que

un ⇀ u faiblement dans H1
0 (Ω).

On a ∣∣∣∣∫
Ω
f(x, un)(un − u) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|f(x, un)(un − u)| dx,

≤ C
∫

Ω
(1 + |un|p) |un − u| dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder, on écrit

∫
Ω
|un|p|un − u| dx ≤

(∫
Ω
|un|p+1 dx

) p
p+1

(∫
Ω
|un − u|p+1 dx

) 1
p+1

.

Ainsi ∣∣∣∣∫
Ω
f(x, un)(un − u) dx

∣∣∣∣ ≤ C
(
|un − u|1 + |un|pp+1|un − u|p+1

)
.

D’aprés le théorème de Rellich-Kondrachov, les injections H1
0 (Ω) ⊂ L1(Ω) et H1

0 (Ω) ⊂
Lp+1(Ω) sont compactes car (2 < p+ 1 < 2∗), on en déduit que∫

Ω
f(x, un)(un − u) dx→ 0.

Et puisque

〈I ′(un), (un − u)〉 = M(‖un‖2)
∫

Ω
∇un∇(un − u) dx−

∫
Ω
f(x, un)(un − u) dx→ 0.
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2.2 La fonction M est décroissante

Alors
M(‖un‖2)

∫
Ω
∇un∇(un − u) dx→ 0,

et comme M(‖un‖2) ≥ m0 > 0 on obtient,∫
Ω
∇un∇(un − u) dx→ 0,

et par suite, ∫
Ω
∇un∇(un − u) dx = ‖un‖2 − (un, u),

donc
‖un‖2 → ‖u‖2.

On conclut que

un → u dans H1
0 (Ω).

Théorème 12. Supposons que la fonction f satisfait (H0), (H1), (H2) et (AR).
Alors si M satisfait M0 et

(M1) M̂(t) ≥M(t)t, pour tout t ≥ 0,

le problème (P) admet une solution positive.

2.2.2 Preuve du Théorème 12
La fonctionnelle I admet un point critique si elle vérifie les conditions du théorème

du col.
La démonstration de ce théorème se fait en deux étapes :

• Dans la première, on montre que I vérifie les conditions géométriques (les hypo-
thèses (ii) et (iii) du théorème du col).

• Dans la 2ème étape, on montre que I satisfait la condition de Palais-Smale.

a) les conditions géométriques

On a évidement, I(0) = 0.
Vérifions la condition (ii).
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2.2 La fonction M est décroissante

D’après les conditions (M0) et (M1) on a

I(u) = 1
2M̂(‖u‖2)−

∫
Ω
F (x, u) dx,

≥ 1
2M(‖u‖2)‖u‖2 −

∫
Ω
F (x, u) dx,

≥ 1
2m0‖u‖2 −

∫
Ω
F (x, u) dx.

La condition (H2) implique que

∀ε > 0, ∃η > 0, |t| ≤ η =⇒ |f(x, t)| ≤ ε|t|.

Ainsi pour |u| ≤ η, on a

|F (x, u)| =
∣∣∣∣∫ u

0
f(x, t) dt

∣∣∣∣ ≤ ε
∫ u

0
|t| dt,

d’où
|F (x, u)| ≤ ε

2 |u|
2. (2.1)

Et pour tout x ∈ Ω, la condition de croissance (H1) entraîne l’existence d’une constante
Cη = C(η) > 0, tel que pour |u| ≥ η, on a

|F (x, u)| ≤ Cη|u|p+1. (2.2)

En combinant les deux inégalités (2.1) et (2.2) on obtient

∀x ∈ Ω, ∀u ∈ R |F (x, u)| ≤ ε

2 |u|
2 + Cη|u|p+1. (2.3)

Par conséquent
I(u) ≥ 1

2m0‖u‖2 −
∫

Ω

(
ε

2 |u|
2 + Cη|u|p+1

)
dx,

d’après le théorème d’injection de Sobolev et de l’inégalité de Poincaré, on a

I(u) ≥
(1

2m0 −
ε

2C1

)
‖u‖2 − C2‖u‖p+1.

En étudiant le signe de l’expression (1
2m0 −

ε

2C1)t2 − C2t
p+1 pour t ≥ 0, en on déduit

que I(u) ≥ α > 0 pour 0 < ‖u‖ = ρ <

( 1
2m0 − ε

2C1

C2

) 1
p−1

, la condition (ii) est vérifiée.
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2.2 La fonction M est décroissante

Vérifions la condition (iii).
Soit φ1 la fonction propre associée à la première valeur propre λ1 de l’opérateur
(−∆, H1

0 (Ω)) avec ‖φ1‖ = 1.

I(tφ1) = 1
2M̂(‖tφ1‖2)−

∫
Ω
F (x, tφ1) dx,

= 1
2M̂(t2)−

∫
Ω
F (x, tφ1) dx.

D’après le théorème des accroissements finis, il existe θ ∈]0, t2[ tel que :

M̂(t2) = t2M(θ),

et par la condition (AR) on a :
∫ u

R+1

µ

s
ds ≤

∫ u

R+1

f(x, s)
F (x, s) ds =⇒ F (x, u) ≥ (R + 1)−µF (x,R + 1)uµ, ∀u ≥ R + 1.

Et comme M est une fonction décroissante on obtient

I(tφ1) ≤ 1
2M(0)t2 − tµ(R + 1)−µ

∫
Ω
|F (x,R + 1)||φ|µ1 dx,

en faisant tendre t vers +∞, alors I(tφ1) → −∞ car µ > 2, on conclut donc qu’il
existe t0 > 0 assez grand tel que I(t0φ1) < 0 .
Pour v = t0φ1 et t0 > ρ on a

‖v‖ = ‖t0φ1‖ = t0 > ρ et I(v) < 0,

la condition (iii) est vérifiée .

b) Vérifions la condition de (PS).
Pour vérifier la condition de Palais-Smale on montre d’abord que toute suite de Palais-
Smale est bornée.
Soit (un) une suite de Palais-Smale, alors il existe C3, C4 > 0 telles que

I(un) ≤ C3 et - 〈I ′(un), un〉 ≤ C4‖un‖,

donc pour C = max{C3,
C4

µ
}, on a

I(un)− 1
µ
〈I ′(un), un〉 ≤ C(1 + ‖un‖). (2.4)
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2.2 La fonction M est décroissante

D’autre part, on a

I(un)− 1
µ
〈I ′(un), un〉 = 1

2M̂(‖un‖2)− 1
µ
M(‖un‖2)‖un‖2+

∫
Ω

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx,

en utilisant les conditions (M0) et (M1) on arrive à

I(un)− 1
µ
〈I ′(un), un〉 ≥

(
1
2 −

1
µ

)
m0‖un‖2 +

∫
Ω

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx,

≥
(

1
2 −

1
µ

)
m0‖un‖2 + I1 + I2.

avec
I1 =

∫
{Ω∩|un|≥R}

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx,

et
I2 =

∫
{Ω∩|un|<R}

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx.

Ainsi le terme I1 est positif car

1
µ
f(x, un)un − F (x, un) ≥ 0 sur {Ω ∩ |un| ≥ R},

Par conséquent
∫

Ω

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx ≥

∫
{Ω∩|un|<R}

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx.

Et grâce à l’hypothèse (H2) le terme I2 est borné par une constante indépendante de n ,

donc
∫
{Ω∩|un|<R}

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx ≥ −C ′ ,

avec C ′ = C5mes(Ω)

Alors
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

I(un)− 1
µ
〈I ′(un), un〉 ≥

(
1
2 −

1
µ

)
m0‖un‖2 +

∫
{Ω∩|un|<R}

(
1
µ
f(x, un)un − F (x, un)

)
dx.

ce qui implique que

I(un)− 1
µ
〈I ′(un), un〉 ≥

(
1
2 −

1
µ

)
m0‖un‖2 − C ′ . (2.5)

(2.4) et (2.5) impliquent que

C ≥
(

1
2 −

1
µ

)
m0‖un‖2 − C‖un‖ − C

′
.

Supposons que ‖un‖ n−→ +∞ alors(
1
2 −

1
µ

)
m0‖un‖2 − C‖un‖ − C

′ → +∞ car
1
2 −

1
µ
> 0.

contradiction.

On conclut que la suite (un) est bornée dans H1
0 (Ω) et d’après le lemme 3 la suite

(un) admet une sous-suite convergente vers u ∈ H1
0 (Ω), la condition de Palais-Smale

est satisfaite.

Le théorème du col assure l’existence d’une valeur critique c strictement positive.
Il existe donc un point critique correspondant et il n’est pas nul puisque I(0) = 0 < c.
Ainsi le problème (P) admet une solution non triviale.

Comme la démonstration de l’existence de la solution reste valable pour u+ = max {u, 0},
on conclut que le problème admet une solution positive.

Remarque 2.2.1. si la fonction M est croissante la condition (M1) n’est plus satis-
faite.

2.3 La fonction M est bornée et croissante
Dans cette section on supposons que M est bornée et croissante. Plus précisément,

on suppose qu’il y a existe m1 > m0 et t0 > 0, tels que
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

(M2) M(t) = m1 ∀t ≥ t0

2.3.1 Résultat d’existence
Théorème 13. Supposons que la fonction M satisfait (M0) et (M2) avec

m0

2 −
m1

µ
> 0, (2.6)

et supposons aussi que f satisfaisant (H0), (H1) ,(H2) et (AR).

Alors le problème (P) admet une solution positive.

2.3.2 Preuve du Théorème 13
Comme dans le théorème 12, on montre que la fonctionnelle I admet un point

critique.
D’après (M0), on a

M̂(t) =
∫ t

0
M(s) ds ≥

∫ t

0
m0 ds.

D’où
M̂(t) ≥ m0t. (2.7)

D’après (M2), on a

M̂(t) =
∫ t0

0
M(s) ds+

∫ t

t0
m1 ds pour tout t ≥ t0,

= M̂(t0)−m1t0 +m1t,

≤ m2 +m1t, (2.8)

avec m2 =
∣∣∣M̂(t0)−m1t0

∣∣∣.

a) les conditions géométriques

On a évidement, I(0) = 0.
Vérifions la condition (ii).
Rappelons que

I(u) = 1
2M̂(‖u‖2)−

∫
Ω
F (x, u) dx.
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

D’après (2.7) et (2.3) et par le inégalité de Poincaré et le théorème d’injection on
obtient

I(u) ≥ (1
2m0 −

ε

2C1)‖u‖2 − C2‖u‖p+1,

et puisque p+ 1 > 2 donc il existe ρ > 0, assez petit tel que I(u) ≥ α pour ‖u‖ = ρ

(ii) est alors vérifiée.

Vérifons la condition (iii).
Soit φ ∈ H1

0 (Ω) avec φ ≥ 0.

I(tφ) = 1
2M̂(‖tφ‖2)−

∫
Ω
F (x, tφ) dx,

d’après (2.8) on a

I(tφ) ≤ m1

2 t2‖φ‖2 + m2

2 −
∫

Ω
F (x, tφ) dx.

Et pour tout x ∈ Ω et t ∈ R, il existe deux constantes a1 et a2 positives
telles que :

F (x, t) ≥ a1|t|µ − a2, (2.9)

en effet, de (AR) on a :

0 < µF (x, t) ≤ f(x, t)t, pour tout |t| ≥ R =⇒ f(x, t)
F (x, t) ≥

µ

t
.

• Si t ≥ R

∫ t

R

f(x, s)
F (x, s) ds ≥

∫ t

R

µ

s
ds =⇒ |F (x, t)| ≥

∣∣∣∣∣F (x,R)
Rµ

∣∣∣∣∣ |t|µ.
• Si t ≤ −R

∫ −R
t

f(x, s)
F (x, s) ds ≤

∫ −R
t

µ

s
ds =⇒ |F (x, t)| ≥

∣∣∣∣∣F (x,−R)
Rµ

∣∣∣∣∣ |t|µ.
Donc

∀|t| ≥ R =⇒ F (x, t) ≥ min
(
F (x,−R)

Rµ
,
F (x,R)
Rµ

)
|t|µ.
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2.3 La fonction M est bornée et croissante

Alors
F (x, t) ≥ a1|t|µ . (2.10)

D’autre parte
F est continue pour ∀|t| ≤ R ,

|F (x, t)| ≤ a2. (2.11)

En combinant les deux inégalités (2.10) et (2.11), on obtien

F (x, t) ≥ a1|t|µ − a2. (2.12)

Par conséquent

I(tφ) ≤ m1

2 t2‖φ‖2 + m2

2 −
∫

Ω
F (x, tφ) dx,

≤ m1

2 t2‖φ‖2 − C6t
µ‖φ‖µ + C7,

d’où
I(tφ)→ −∞ quand t→ +∞,

(iii) est alors vérifiée.

b) Vérifions la condition de (PS)

d’après (AR) et (M0), (M2) en procédant comme dans le théorème 12,

I(un)− 1
µ
〈I ′(un), un〉 ≥

(
m0

2 −
m1

µ

)
‖un‖2 +

∫
{Ω∩|un|<R}

F (x, un) dx, (2.13)

=⇒ C + C‖un‖ ≥
(
m0

2 −
m1

µ

)
‖un‖2 − C ′ .

Supposons que ‖un‖ n−→ +∞ alors

C

‖un‖
+ C ≥

(
m0

2 −
m1

µ

)
‖un‖ −

C
′

‖un‖
→ +∞ car

m0

2 −
m1

µ
> 0,

ce qui implique que C ≥ +∞.
On déduire que (un) est bornée dans H1

0 (Ω) et d’après le lemme 3 la condition de
Palais-Smale est satisfaite.
Donc le théorème du col assure l’existence d’une valeur critiquec strictement positive.
Ainsi le problème (P) admet une solution positive.
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2.4 la fonction M est croissante

2.4 la fonction M est croissante
Dans cette section on va traiter le problème dans le cas où la fonction M est

croissante.
Propriétés de la solution
Pour résoudre le problème (P), on utilisera une technique de troncation et pour donner
des propriétés sur la solution de problème (P), on utilisera les estimations de Gidas et
Spruck [10], affirmant que si

(H3) lim
t→∞

f(x, t)
tp

= h(x) uniformément dans Ω,
pour une certaine fonction continue h > 0.
Alors toute solution classique positive u du problème

−∆u = f(x, u)

u ∈ H1
0 (Ω),

est bornée c’est-à-dire, il existe A > 0, dépendant seulement de p et Ω telle que
u(x) ≤ A.

2.4.1 Résultat d’existence
Avant d’établir le résultat d’existence, on commence par la proposition suivante

qui nous fournit une estimation à priori pour la solution de (P).

Proposition 2.4.1. soit f ∈ C(Ω× R) et satisfait la condition suivante :

(H4) |f(x, s)| ≤ C0|s|q + C1|s|p, ∀x ∈ Ω,∀s ∈ R,

où C0 ≥ 0, C1 > 0 et 0 < q ≤ p, p ∈]1, (N+2)/(N−2)[ si N ≥ 3 et p ∈]1,+∞[ si N = {1, 2}.

Et si f satisfait (H3) et M satisfait (M0), alors toute solution positive u de (P) est
telle que

‖u‖2 ≤ max{M(‖u‖2)(2−p+q)/(p−1),M(‖u‖2)(2/p−1)}θ. (2.14)

où θ > 0 est une constante positive indépendante de M .
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2.4 la fonction M est croissante

Démonstration :

Soit u une solution positive de (P).Posons,

ω = u

M(‖u‖2)1/(p−1) ,

on voit que ω > 0 résout le problème
−∆ω = g(x, ω)

ω ∈ H1
0 (Ω).

Avec

g(x, s) =
f
(
x,M(‖u‖2)1/(p−1)s

)
M(‖u‖2)p/(p−1) .

vérification :

D’une part, on a
−∆ω = −∆u

M(‖u‖2)1/(p−1) ,

= f(x, u)
M(‖u‖2)p/(p−1) .

D’autre part, on a

g(x, ω) =
f
(
x,M(‖u‖2)1/(p−1)ω

)
M(‖u‖2)p/(p−1) ,

= f(x, u)
M(‖u‖2)p/(p−1) .

Donc 
−∆ω = g(x, ω) dans Ω

ω = 0 sur ∂Ω.

Alors, on obtient
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2.4 la fonction M est croissante

lim
s→+∞

g(x, s)
sp

= lim
s→+∞

f(x,M(‖u‖2)1/(p−1)s)
(M(‖u‖2)1/(p−1)s)p = h(x).

Et on peut assurer, d’après l’estimation de Gidas-Spruck, l’existence d’une constante
A > 0 telle que

|ω|∞ ≤ A,

et donc
|u|∞ ≤M(‖u‖2)1/(p−1)A,

et par conséquent

‖u‖2 = M(‖u‖2)−1
∫

Ω
f(x, u)u dx,

≤M(‖u‖2)−1
(
C0|u|q+1

∞ + C1|u|p+1
∞

)
mes(Ω),

(2.15)

d’où

‖u‖2 ≤ max{M(‖u‖2)(2−p+q)/(p−1),M(‖u‖2)2/(p−1)}(C0A
q+1 + C1A

p+1)mes(Ω).

Ensuite, on prend θ = (C0A
q+1 + C1A

p+1)mes(Ω).

Théorème 14. Supposons que la fonction f satisfait (H0), (H2), (H3) et (AR), Sup-
posons de plus que M est une fonction continue satisfait la condition (M0) et qu’il
exise k > 0 tel que

M(k) < µm0

2 , (2.16)

et
max{M(k)(2−p+q)/(p−1),M(k)2/(p−1)} ≤ k

θ
, (2.17)

où p, q et θ > 0 sont donnés dans la proposition 2.4.1.

Alors le problème (P) admet une solution positive.

La démonstration est basée sur une troncature de la fonction M en une fonction
Mk égale à M sur un intervalle [0; k]. On montrera ensuite que le problème tronqué
admet une solution positive et on s’assurera que cette dernière est aussi solution du
problème initial (P).
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2.4 la fonction M est croissante

2.4.2 Preuve du Théorème 14.
La fonction M étant croissante, définissons alors le problème tronqué suivant :

−Mk(‖u‖2)∆u = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.
(Pk)

où la fonction Mk est définie comme suit,

Mk(t) =


M(t) si t ≤ k,

M(k) si t > k.

Premièrement, nous notons que les hypothèses (H2) et (H3) impliquent que (H4)
est valable.
Ensuite, on remarque que la fonction Mk satisfait l’hypothèse (M2) avec m1 = M(k)
d’autre parte (H3) implique que (H1) est satisfaite, alors on peut appliquer le théorème
13 pour avoir que uk > 0 soit une solution du problème tronqué.
D’après la proposition 2.4.1 on a

‖uk‖2 ≤ max{M(‖uk‖2)(2−p+q)/(p−1),M(‖uk‖2)2/(p−1)}θ.

• Si ‖uk‖2 > k alors, on obtient

k < max{M(k)(2−p+q)/(p−1),M(k)2/(p−1)}θ,

ce qui contredit avec (2.17) donc ‖uk‖2 ≤ k ce qui prouve que uk est une solution
positive du problèm (P).
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CHAPITRE 3 Sur une équation elliptique de
type Kirchhoff sans condition
d’Ambrosetti-Rabinowitz

3.1 Introduction
Dans ce chapitre on étudie l’existence de solutions positives du problème suivant :

−M
(∫

Ω
|∇u(x)|2dx

)
∆u = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

(P )

où Ω est un ouvert borné de RN à frontière régulière ∂Ω, f(x, t) est une fonction conti-
nue sur Ω × R, asymptotiquement linéaire à l’infini en t pour tout x ∈ Ω, et M est
une fonction continue sur R+.

Une question légitime se pose alors : Pour M non identiquement constante et f(x, t)
asymptotiquement linéaire à l’infini en t, peut-on assurer l’existence de solutions dans
le cas où (AR) n’est pas satisfaite ?

Le but du présent chapitre est d’apporter une réponse positive à cette question. Nous
serons donc amenés à trouver des conditions suffisantes sur M et f pour lesquelles le
problème (P) admette des solutions au sens faible.
Notation : Le long de ce chapitre Une sous-suite d’une suite un sera notée de la même
façon.
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on suppose que ,
(M0) M est une fonction continue sur R+ telle que pour un certain m0 > 0 on ait

M(t) ≥ m0, ∀t ∈ R+.

(M1) il existe m1 > 0 et t0 > 0 tels que

M(t) = m1 pour t ≥ t0.

(H1) la fonction (x, t) 7→ f(x, t) est continue sur Ω× R et est telle que,

f(x, t) ≥ 0, ∀t ≥ 0, x ∈ Ω et f(x, t) = 0, ∀t ≤ 0, x ∈ Ω.

(H2) la fonction t 7→ f(x, t)
t

est croissante pour x fixé dans Ω.

(H3) lim
t→0+

f(x, t)
t

= p(x) ; lim
t→+∞

f(x, t)
t

= q(x) 6= 0 uniformément en x ∈ Ω,

où 0 < ε0 ≤ p(x), q(x) ∈ L∞(Ω) et |p|∞ < m0λ1, ε0 est un réel positif fixé.

On sait d’après l’article de De Figueiredo [9], que la premièr valeur propre λ1(q) du
problème 

−∆u = λq(x) u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(P1)

où q est une fonction continue et positive sur Ω. La fonction propre associée à λ1(q)
est notée φ1, φ1 ∈ H1

0 (Ω). On désigne par µ1 et ψ1 ∈ H1
0 (Ω) la première valeur propre

et la fonction propre associée au problème
−M(‖u‖2)∆u = λq(x) u dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.
(PM)

Ce chapitre est organisé comme suit : La section 3.2 est consacrée à étudier le problème
(P) où la fonction M est supposée bornée, Dans la section 3.3 on montre l’existence
de solutions positives dans le cas où la fonction M est croissante.
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3.2 La fonction M est bornée

3.2 La fonction M est bornée

3.2.1 Résultat d’existence et non existence
Théorème 15. Supposons que (H1) à (H3) soient satisfaites et que la fonction M
vérifie (M0) et (M1). Alors

1. Si µ1 > 1 alors le problème (P) n’admet pas de solution.

2. Si m1λ1(q) < 1, alors le probléme (P) a une solution positive.

3. Si µ1 = 1 et m0λ1(q) ≥ 1 et si le problème (P) admet une solution positive
u ∈ H1

0 (Ω) alors

f(x, u) = λ1(q)q(x)M(‖u‖2) u p.p. dans Ω.

Avant de commencer la preuve de ce théorème nous avons besoin de la proposition
suivante.

Proposition 3.2.1. Sous les hypothèses du Théorème 15 si

m1λ1(q) < 1, (3.1)

alors la fonctionnelle I vérifie les conditions géométriques suivantes :

(i) Il existe ρ, α > 0 tels que I(u) ≥ α pour ‖u‖ = ρ.

(ii) Il existe v ∈ H1
0 (Ω) tel que ‖v‖ > ρ et I(v) ≤ 0.

Démonstration :

Des hypothèses (H1) et (H3) il s’ensuit que pour tout ε > 0, il existe A = A(ε) ≥ 0
tel que pour tout (x, s) ∈ Ω× R,

F (x, s) ≤ 1
2(|p|∞ + ε)s2 + Asp+1, (3.2)

où 1 < p <∞ si N ∈ {1, 2} et 1 < p < N+2
N−2 si N ≥ 3.

Pour ε fixé dans l’intervalle ]0,m0λ1 − |p|∞[ de (3.2) et de l’inégalité de Sobolev,
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3.2 La fonction M est bornée

on a

I(u) = 1
2M̂(‖u‖2)−

∫
Ω
F (x, u) dx,

≥ 1
2m0‖u‖2 − 1

2(|p|∞ + ε)|u|22 − A|u|
p+1
p+1,

≥ 1
2

(
m0 −

|p|∞ + ε

λ1

)
‖u‖2 − C‖u‖p+1.

(3.3)

Puisque p > 1, la condition (i) s’ensuit.

Pour le point (ii), on peut écrire que, pour t suffisamment grand

M̂(t) =
∫ t

0
M(s) ds,

= M̂(t0)−m1t0 +m1t,

≤ m2 +m1t avec m2 =
∣∣∣M̂(t0)−m1t0

∣∣∣ .
En utilisant le lemme de Fatou, on a

lim
t→+∞

I(tφ1)
t2

= lim
t→+∞

1
t2

(1
2M̂(‖tφ1‖2 −

∫
Ω
F (x, tφ1) dx

)
,

≤ lim
t→+∞

1
2

(
m2

t2
+m1‖φ1‖2

)
−
∫

Ω
lim
t→+∞

F (x, tφ1)
t2φ2

1
φ2

1 dx,

= 1
2m1‖φ1‖2 −

∫
Ω

lim
t→+∞

F (x, tφ1)
t2φ2

1
φ2

1 dx,

d’autre part, on a
∫

Ω
lim
t→+∞

F (x, tφ1)
t2φ2

1
φ2

1 dx = 1
2

∫
Ω
q(x)|φ1(x)|2 dx,

De plus,comme λ1(q) est la premiere valeur propre du problème (P1),

on obtient
‖φ1‖2

λ1(q) =
∫

Ω
q(x)|φ1(x)|2 dx,
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3.2 La fonction M est bornée

On en déduit que

lim
t→+∞

I(tφ1)
t2

≤ 1
2

(
m1 −

1
λ1(q)

)
‖φ1‖2 < 0,

car m1λ1(q) < 1.

Ainsi il existe t1 > max
(
t0,

ρ

‖φ1‖

)
tel que I(t1φ1) ≤ 0.

En prenant v = t1φ1 le point (ii) est vérifiée.

Passons maintenant à la preuve du Théorème 15.

3.2.2 Preuve du Théorème 15
Premier point.

Si µ1 > 1 alors le problème (P) n’admet pas de solution.
On démontre par l’absurde en effet, si u ∈ H1

0 (Ω) est une solution de (P), on a

M(‖u‖2)
∫

Ω
∇u(x)∇φ(x) dx−

∫
Ω
f(x, u) φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ H1

0 (Ω),

en prende u = φ alors des hypothèses (H1) à (H3) on obtien

M(‖u‖2)‖u‖2 =
∫

Ω
f(x, u)u dx ≤

∫
Ω
q(x)u2 dx,

donc

µ1 = inf
u∈H1

0 (Ω).u6=0

M(‖u‖2)‖u‖2∫
Ω
q(x)u2 dx

≤ 1.

C’est une contradiction

Deuxième point.

Si m1λ1(q) < 1 la proposition 3.2.1 nous assure l’existence d’un t1 > max
(
t0,

ρ

‖φ1‖

)
tel que I(t1φ1) < 0.

On définit l’ensemble des chemins suivant,

Γ = {γ ∈ C ([0, 1], H1
0 (Ω)) ; γ(0) = 0, γ(1) = t1φ1} ,
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3.2 La fonction M est bornée

et
c = inf

γ∈Γ
max
τ∈[1,0]

I(γ(τ)).

Du lemme 2, il existe une suite (un) ⊂ H1
0 (Ω) telle que

I(un) = 1
2M̂(‖un‖2)−

∫
Ω
F (x, un) dx = c+ o(1), (3.4)

et
(1 + ‖un‖)‖I ′(un)‖H−1

n−→ 0, (3.5)

ceci implique que

〈I ′(un), un〉 = M(‖un‖2)‖un‖2 −
∫

Ω
f(x, un)un dx = o(1). (3.6)

Montrons que la suite (un) est bornée. Supposons au contraire que ‖un‖ n−→ +∞ et
posons

ωn = un
‖un‖

. (3.7)

La suite (ωn) ainsi définie est bornée dans H1
0 (Ω), il existe alors une sous-suite encore

notée (ωn) telle que

ωn ⇀ ω faiblement dans H1
0 (Ω),

ωn → ω fortement dans L2(Ω),

ωn → ω p.p. dans Ω.

Ensuite, on vérifie que La limite ω est non identiquement nulle. En effet, supposons
par l’absurde que ω ≡ 0.
De (H1) et (H3) on en déduit qu’il existe θ > 0 tel que∣∣∣∣∣f(x, t)

t

∣∣∣∣∣ ≤ θ pour x ∈ Ω , t ≥ 0.

D’où de (3.6) et (3.7) il vient

m0 ≤M(‖un‖2) =
∫

Ω

f(x, u+
n )

u+
n

ω2
n dx+ o(1) ≤ θ

∫
Ω
ω2
n dx n−→ 0,
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3.2 La fonction M est bornée

ce qui contredit l’hypothèse m0 > 0. Ainsi ω 6= 0.
Montrons maintenant que

un
n−→ +∞ p.p. dans Ω.

Puisque ‖un‖ n−→ +∞ et ωn → ω p.p. dans Ω, on en déduit que

un → +∞ dans p.p. dans Ω, si ω > 0 p.p. dans Ω.

Il reste donc à établir que ω > 0 p.p. dans Ω. Considérons, comme dans [18], la suite
(pn) définie par

pn(x) =


f(x, un)

unM(‖un‖2) pour x ∈ Ω et un(x) > 0,

0 pour x ∈ Ω et un(x) ≤ 0.

Pour tout entier n et pour tout x ∈ Ω on a

0 ≤ pn(x) ≤ θ

m0
,

il existe donc une sous-suite encore notée (pn) telle que

pn ⇀ h faiblement dans L2(Ω), avec 0 ≤ h ≤ θ

m0
.

De la convergence forte de (ωn) vers ω dans L2(Ω), on a∫
Ω
pn(x)ωn(x)φ(x) dx =

∫
Ω
pn(x)ω+

n (x)φ(x) dx n−→
∫

Ω
h(x)ω+(x)φ(x) dx ∀φ ∈ L2(Ω),

donc
pnωn ⇀ hω+ faiblement dans L2(Ω). (3.8)

D’autre part pour tout φ ∈ L2(Ω)
∫

Ω
(∇ωn∇φ− pn(x)ωn(x)φ(x)) dx = |〈I ′(un), φ〉|

‖un‖M(‖un‖2) ≤
‖I ′(un)‖H−1(Ω)

‖un‖M(‖un‖2)‖φ‖.

Faisons tendre n vers +∞ tout en utilisant (3.5) et (3.8), et comme ‖un‖ n−→ +∞ et
la convergence faible de (ωn) vers ω dans H1

0 (Ω), on conclut que∫
Ω

(∇ω∇φ− h(x)ω+(x)φ(x)) dx = 0 ∀φ ∈ H1
0 (Ω).
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3.2 La fonction M est bornée

En remplaçant φ par ω− dans cette égalité, on obtient ‖ω−‖ = 0,
donc

ω = ω+ ≥ 0 dans Ω.
Enfin par application du principe du maximum on aboutit à

ω(x) > 0 ∀x ∈ Ω,
alors la conclusion un

n−→ +∞ p.p. dans Ω .

Estimons à présent I(un) pour n assez grand .
D’après les hypothèses (M1), (H1), (H3) et de (3.6), on obtient

m1‖un‖2 −
∫

Ω
q(x)u2

n dx n−→ o(1). (3.9)

D’après le théorème de la moyenne, pour tout entier n, il existe tn ∈ [0, ‖un‖2] tel que

M̂(‖un‖2) = M(tn)‖un‖2. (3.10)

Remarquons que 
M(tn) = m1 si tn ≥ t0,

m0 ≤M(tn) ≤ max
t∈[0,t0]

M(t) si tn ≤ t0.

pour F on peut écrire

F (x, un) = F (x,A) +
∫ un

A
f(x, s) ds,

où A est un nombre réel suffisamment grand. En utilisant encore une fois (H3) on
obtient, pour n assez grand,

F (x, un) = F (x,A) + 1
2q(x)(u2

n − A2) + o(1). (3.11)

Rappelons que
I(un) = 1

2M̂(‖un‖2)−
∫

Ω
F (x, un) dx,

Les deux équations (3.9) et (3.11) donnent

I(un) =
∫

Ω

(1
2q(x)A2 − F (x,A)

)
dx+ 1

2(M(tn)−m1)‖un‖2 + o(1). (3.12)
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3.2 La fonction M est bornée

• Maintenant si à partir d’un certain rang n0, M(tn) = m1 ; on choisit convena-
blement le réel A de sorte que l’intégrale dans (3.12) soit inférieure à c/2, on
obtient

I(un) ≤ c

2 .

Ce qui est en contradiction avec (3.4).

• Si M(tn)−m1 → a ∈ R∗, on arrive à

I (un) n−→ ±∞,

on ce qui contredit aussi (3.4).

• Si la suite (M(tn) n’admet pas de limite, ce sera encore une contradiction avec (3.4).

La suite (un) est donc bornée dans H1
0 (Ω) et puisque Ω et M sont bornés et f(x, u)

est sous-critique de la compacité de l’injection de Sobolev et des résultats standards,
il existe une sous suite (un) qui converge fortement vers un point critique non trivial
de I, solution du problème (P). Ceci achève la preuve du deuxième point.

Troisième point.

Supposons que µ1 = 1. De la définition de µ1 on a

M(‖ψ1‖2)
∫

Ω
∇ψ1∇vdx =

∫
Ω
q(x)ψ1v dx, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (3.13)

Si u est une solution positive de (P), ∀ψ1 ∈ H1
0 (Ω) on a

M(‖u‖2)
∫

Ω
∇u∇ψ1 dx =

∫
Ω
f(x, u)ψ1 dx. (3.14)

Posons u = v dans (3.13) on obtient,

M(‖ψ1‖2)
∫

Ω
∇ψ1∇u dx =

∫
Ω
q(x)ψ1u dx. (3.15)

en utilisant (3.14) et (3.15), on en déduit que
∫

Ω

f(x, u)
M(‖u‖2)ψ1 dx =

∫
Ω

q(x)u
M(‖ψ1‖2)ψ1 dx,
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c-à-d ∫
Ω

(
f(x, u)
M(‖u‖2) −

q(x)u
M(‖ψ1‖2)

)
ψ1 dx = 0. (3.16)

Alors, on a (
f(x, u)
M(‖u‖2) −

q(x)u
M(‖ψ1‖2)

)
≤ 0.

En effet, µ1 implique que

1
M(‖ψ1‖2) = ‖ψ1‖2∫

Ω
q(x)ψ2 dx

≥ inf
v∈H1

0 (Ω),v 6=0

M(‖v‖2)‖v‖2∫
Ω
q(x)v2 dx

= λ1(q),

Par conséquent

M(‖ψ1‖2)λ1(q) ≤ 1,

d’autre part, on a
M(‖ψ1‖2)λ1(q) ≥ m0λ1(q) ≥ 1,

donc
M(‖ψ1‖2)λ1(q) = 1.

En utilisant cette information, on écrit,

f(x, u)
M(‖u‖2) −

q(x)u
M(‖ψ1‖2) = λ1(q)

(
f(x, u)

λ1(q)M(‖u‖2) − q(x)u
)
,

et comme λ1(q)M(‖u‖2) ≥ λ1(q)m0 ≥ 1, ce qui implique que

f(x, u)
λ1(q)M(‖u‖2) − q(x)u ≤ f(x, u)− q(x)u ≤ 0.

Puisque ψ1 > 0 p.p.dans Ω et de (3.16) on conclut que

f(x, u) = M(‖u‖2)
M(‖ψ1‖2)q(x)u = λ1(q)q(x)M(‖u‖2)u p.p. dans Ω.

Ceci termine la preuve du 3ème point.
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3.3 La fonction M est croissante
Dans cette section on va traiter le problème dans le cas où la fonction M est

croissante.

3.3.1 Résultat d’existence
Théorème 16. On suppose que la fonction M est croissante et verifie (M0). On sup-
pose de plus que les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites avec |p|∞ > 0.

Alors le problème (P) admet une solution positive.

Avant de démontrer le Théorème 16, on va établir la proposition suivante qui nous
fournit une estimation à priori pour la solution de (P).

Proposition 3.3.1. Supposons que les hypothèses (M1), (H1), (H2) et (H3) sont sa-
tisfaites avec |p|∞ > 0. Si |q|∞ < m1, alors toute solution positive u de (P) est telle
que

‖u‖ ≤ C,

où C est une constante positive dépendant seulement de m0, m1, |p|∞, |q|∞ et t0.

Démonstration :

En posant p0 = inf
x∈Ω

p(x), en utilisant les hypothèses (H2) et (H3), on arrive à

F (x, u) ≥ 1
2p0|u|2,

d’où c0 ≥ c, où c et c0 sont les niveaux d’énergie respectifs des fonctionnelles I et I0,
avec

I0(u) = 1
2M̂(‖u‖2)− p0

2

∫
Ω
|u|2 dx.

Soit u une solution positive de (P). On distingue deux cas :

1. Si ‖u‖2 < t0, on prend C =
√
t0.

2. Si ‖u‖2 ≥ t0, alors de (H3), on a

|p|∞ < m0λ1,
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et avec la définition de λ1, on obtient

|u|22 ≤
m0

|p|∞
‖u‖2. (3.17)

D’autre part

c0 ≥ c = 1
2M̂(‖u‖2)−

∫
Ω
F (x, u) dx ,

≥ 1
2m1‖u‖2 − 1

2m1t0 −
1
2 |q|∞|u|

2
2. (3.18)

En utilisant (3.17), on obtient à partir de (3.18)

(2c0 +m1t0)|p|∞ ≥ (m1|p|∞ −m0|q|∞)‖u‖2.

Comme |q|∞ < m1, et la constante m0 peut être choisie choisie inférieure ou égale à
|p|∞ on arrive finalement à

‖u‖2 ≤ (2c0 +m1t0)|p|∞
m1|p|∞ −m0|q|∞

,

c-à-d
‖u‖ ≤ C,

avec

C ≥

√√√√ (2c0 +m1t0)|p|∞
m1|p|∞ −m0|q|∞

.

A noter que C ≥
√
t0.

Passons à présent à la démonstration du Thèorème 16.

La démonstration est basée sur une troncature de la fonction M en une fonction
Mk égale à M sur un intervalle [0, k]. On montrera ensuite que le problème tronqué
admet une solution positive et on s’assurera que cette dernière est aussi solution du
problème initial (P).
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3.3.2 Preuve du Théorème 16
La fonction M étant croissante, définissons alors le problème tronqué suivant :

−Mk

(∫
Ω
|∇u(x)|2dx

)
∆u = f(x, u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,

(Pk)

où la fonction Mk est définie comme suit,

Mk(t) =


M(t) si t ≤ k,

at+ b si k < t ≤ k + 1,
δ

λ1(q) si t > k + 1,

avec k > 0 un entier suffisamment grand,

a = δ

λ1(q) −M(k), b = (1 + k)M(k)− δk

λ1(q) .

et
0 < δ < min(1, λ1(q)m0).

On remarque que la fonction Mk satisfait l’hypothèse (M1) avec m1 = δ

λ1(q) et la

condition (3.1) de la proposition 3.2.1 est clairement vérifiée. Ainsi, d’après le théorème
15, le probleme (Pk) admet une solution positive uk.

• Si cette solution est telle que ‖uk‖2 ≤ k, alors elle est aussi solution du problème
(P), et c’est fini.
Analysons le cas ‖uk‖2 > k .
On a c0 et p0 étant définis dans la démonstration de la proposition 3.3.1,

c0 ≥
1
2M̂k(‖uk‖2)− p0

2 |uk|
2
2,

car, par construction, M(t) ≥Mk(t) pour tout t ≥ 0 .

Par (3.17), on obtient
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c0 ≥
1
2M̂k(‖uk‖2)− p0

2|p|∞
m0‖uk‖2.

• Si k < ‖uk‖2 ≤ k + 1, on a

c0 ≥
1
2M̂(k)− p0

2|p|∞
m0‖uk‖2,

≥ 1
2m0k −

p0

2|p|∞
m0(k + 1),

= 1
2m0k

(
1− p0

|p|∞

)
− p0

2|p|∞
m0.

Ce qui est impossible pour k assez grand, car 1− p0

|p|∞
> 0.

• Si ‖uk‖2 > k + 1, on écrit

c1 ≥
1
2M̂k(‖uk‖2)− p1

2 |uk|
2
2, (3.19)

où c1 est le niveau d’énergie de la fonctionnelle I1 définie par

I1(u) = 1
2M̂(‖u‖2)− p1

2

∫
Ω
|u|2dx.

Avec 0 < p1 < min
(
p0,

δ|p|∞
λ1(q)

)
.

De (3.19) et de la définition de la fonction Mk on obtient

c1 ≥
1
2M̂(k)− p1

2|p|∞
‖uk‖2 + 1

4(M(k)−m1) + 1
2m1(‖uk‖2 − k),

alors

c1 ≥
1
2(m0 −m1)k + 1

2

(
m1 −

p1

|p|∞

)
‖uk‖2 + 1

4(M(k)−m1). (3.20)

Comme les coefficients m0 −m1 et m1 −
p1

|p|∞
sont positifs l’inégalité (3.20) ne peut

pas avoir lieu pour k assez grand. Ainsi ‖uk‖2 ≤ k et uk est solution du problème (P).
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