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Notations

Notations générales :

r,yeR: -y le produit scalaire usuel de x et y dans R?

r€RY: |z[2=2-2 norme induite du produit scalaire

d
T = (xla"‘uxd)u Yy = (3/17'”7yd)/17z’7yi S Rd : riy= le *Yi
i=1

o2 =2: 2z
Ry ={reR/ x>0}
Q partie de R?
o frontiére de Q2
Aq(©2)  mesure (de Lebesgue) de 'ensemble €2
Br boule ouverte de centre en 0 de rayon R (dans un espace donné)
u:RI—R:
1
(u) = Q) /Q udx = valeur moyenne de u

T
Fum (20 Y g

4 9%
Au = Z Py Laplacien de u
i=1 *

uw:RT — R?:
Vu = (Vuy, Vug, ..., Vug)

Au = (Auy, Aug, ....,Aud)T

d
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diva=Y" 8“1 = divergence de u
=1 9t



Espaces Fonctionnels :

LP(2) = {u mesurable sur Q et [, [u|Pdz < oo}, 1< p < oo.
L>(Q) = {u mesurable sur Q et IC € R tq |u(x)] < C p.p sur Q}.
C(R4,Ry) : espace des fonctions continues de R4 dans Ry.

C.(2) : Fonctions continues a support compact dans €.

C¥(Q) : Fonctions k fois contintiement différentiables sur © (k entier > 1).

ce(Q) =) cHQ).

k>0

Cx = C®(Q) N C(Q).

0
WP(Q) = {u € LP(Q)/3g1, . g € IP(Q) tg / w28 _ / gi,
Q 35% QO

Vi € C(Q), Vi=1.n}, 1<p<oo.
L’espace W1P(Q) est muni de la norme :

ou
ullwro) = lullo@) + ||%HLP(Q)-
i=1 '
HY(Q) =W3(Q).
W, P () : fermeture de C}(Q) dans WP(Q).
HE (2) = Wy~ (92).

H(Q)4 : espace des fonctions définies de 2 & valeurs dans R?, dont toutes
les fonctions coordonnées appartiennent a H} (€2).

H(9)4 est muni de la norme :

2
[ull g1 (e = Vu:Vudr ) = [[|Vul|[12q)-
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Introduction

Un fluide est un milien matériel parfaitement déformable. On regroupe
sous cette appellation les liquides , les gaz et les plasmas. Gaz et plasmas
sont trés compressibles, tandis que les liquides le sont trés peu (a peine plus
que les solides).

La mécanique des fluides est un domaine de la physique consacré a ’étude
du comportement des fluides et des force internes associées. C’est une branche
de la mécanique des milieux continus qui modélise la matiére & ’aide de parti-
cules assez petites pour relever de 'analyse mathématique mais assez grandes
par rapport aux molécules pour étre décrites par des fonctions continues.

Elle se divise en deux parties, la statique des fluides qui est ’étude des
fluides au repos i.e & I’équilibre et la dynamique des fluides, qui est I’étude
des fluides en mouvement, ainsi que ’étude de l'interaction de ces derniers
avec les corps solides.

Son importance s’explique par le fondement théorique qu’elle offre & de
nombreuses disciplines I'astrophysique,la biomédecine,la météorologie,la géo-
physique,la physique du plasma, [aérodynamique,’hydraulique ... Ce qui
indique 'ampleur de son champ d’investigation.

La maitrise de I'eau, comme de l’air, a intéressé les hommes depuis la
préhistoire, pour résoudre les problémes d’irrigation et utiliser la force du
vent pour propulser les bateaux. C’est Archiméde,au IIléme siécle av. J.-C.,
qui a été le véritable initiateur de la mécanique des fluides .

La présence irrésistible de la mécanique des fluides dans la nature a mo-
tivé l'intérét de 'investigation de ce domaine durant des sciécles, principale-
ment marquée par les contributions de : Léonard de Vinci, Pascal, Torricelli,
Pitot , Venturi ... Et & partir du XVIII éme siécle les travaux de Bernouilli
et Euler, et en suite Navier et Barré de Saint-Venant, complétés par Stokes,
ont fait avancer de maniére décisive la mécanique des fluides.

Mais il a fallu attendre le XXéme siécle, avec la convergence de connais-
sances mathématiques et expérimentales et 1'utilisation de calculateurs de
plus en plus puissants, pour que soient véritablement abordés des problémes
aussi complexes que : écoulements de fluides visqueux dans des tuyaux cylin-



driques,écoulements laminaires et turbulents, problémes de couche limite...
etc

Aujourd’hui, la mécanique des fluides est un domaine actif de la recherche
avec de nombreux problémes d’EDPs (équations aux dérivées partielles) non
résolus ou partiellement résolus .

En effet la résolution d’un probléme de mécanique des fluides nécéssite
I’élaboration d’un modéle mathématique décrivant ces mouvements et per-
mettant de déterminer les diverses quantités comme la vitesse, la pression,
la densité ... etc

Un modéle capital en mécanique des fluides : équations de Navier-Stokes.
Ce sont des équations aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent le
mouvement des fluides dans le cas compressible ou incompressible.

Les équations de Navier-Stokes sont obtenues en appliquant des lois de
conservation a un volume élémentaire Q (ouvert borné de R, d = 2 ou 3),

d’un fluide :

Conservation de la masse :

op
— +div(pu) = 0.
ot + div(pu)

ou : p représente la densité du fluide & l'instant ¢ et & la position X

u représente la vitesse.

Conservation de la quantité de mouvement :

/m+div(pu®u)—/an:/pf.

ol : m est la normale sortante de €2, o est le tenseur des contaraintes de
I’écoulement

f est la densité massique des forces appliquées au fluide.

Conservation de ’énergie :

9pE + div(pEu) — /

(¢p —ou)n = / pfu.
o Ot o0 Q
ou : E est ’énergie spécifique totale
¢ est le flux de chaleur.
La définition du systéme de Navier-Stokes dépend des propriétés du fluide

ou de l’écoulement : Par exemple dans le cas d’un écoulement isovolume,
isotherme, 1’équation de conservation de I’énergie devient inutile et on a :



Vp=0 écoulement homogéne
divu =0 (1)  écoulement isovolume
(1) est aussi applelée condition d’incompréssiblité

En effet un écoulement est dit incompressible si le volume du fluide
demeure constant sous l'action d’une pression externe. Ceci se traduit ma-
thématiquement par une masse volumique p constante et donc I’équation de
conservation de la masse prend la forme particuliérement simple (1).

Les équations de Navier-Stokes, dans le cas d’un fluide Newtonien com-
pressible peuvent se présenter (en négligeant les termes sources) comme suit :

%? + div(pu) = 0.

opu ) .

s + div(pu @ u) + Vp — div(7(u)) =0

OpE . . . .

T + div(pEu) + div(pu) + div(—xVe) = div(r(u).u)
Lo

p:QO(pve)7E:§|u’ te

ou : 7 est le tenseur des contraintes visqueuses

K est la conductivité thermique.

Les équations de Stokes s’obtiennent & partir des équations de Navier-
Stokes en négligeant les termes non linéaires.

Elle peuvent se présenter, sous la forme :

du _ Au — HV(divu) +Vp=Ff, (0>0)
ot 3

g—? + div(pu) =0,

p=¢(p).




George Gabriel Stokes :




Chapitre 1

Probléeme de Stokes
compressible avec E.O.S
générale

1.1 Motivation

Soit Q un ouvert borné de R?, (d = 20u3). Pour M > 0, ¢ € C(R,R),
n € C(Ry,Ry) et f une fonction de Caratheodory.

On consideére le probléme de Stokes, stationnaire, compressible, avec une loi
d’état générale, & savoir le probléme suivant :

—Au+Vp=f(z,p) dansQ, u =0 sur 00
div(p(p)u) =0 dans Q

p > 0 dans /pd:z::M
Q

p=n(p)  dansQ

Les inconnus du probléme de Stokes sont les trois fonctions : u, p et p :
u : une fonction & valeurs vectorielles, repréresente la vitessse du fluide.
p et p représentent respectivement, la pression et la densité du fluide.

Le probléme de Stokes stationnaire, compressible auquel on s’intéresse est
composé de :

L’équation ([1.1a)) : 'équation de quantité de mouvement (complétée
avec une condition au bord, du type Dirichlet homogéne).
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L’équation ([1.1bl) : 'équation de conservation de la masse
ou de continuité.

L’équation ([1.1c)) donne la masse totale du fluide plus La condition
naturelle : p positive

Et enfin :
L’équation ([1.1d)) : dite la loi d’état.

N.B : Notons que dans le terme source f de 'équation ([1.1a)), les effets
gravitaires sont souvent pris en compte, en effet f est principalement sous
la forme : f = f 4+ gp, ot g représente la gravité.

On va démontrer l'existence de solution du pb ([1.1]), en utilisant une
approximation par viscosité. Ce résultat sera établi en passant a la limite
sur un probléme régularisé.

On aura besoin des hypothéses supplémentaires suivantes :
e () est supposé connexe a bord régulier (continu-Lipschitzien).

e la fonction f : Q x R — R? satisfait :

Vs € R, f(.,s) est mesurable sur Q.Pr p.pz € Q, f(z,.)est continue sur R.
Il existe B> 0et H € L2(Q) tq:Vs € Ret p.p v € Q: |f(z,s)| < B(H(z) + |s]).

(1.2)
e la fonction n : Ry — R satisfait :
7 continue, strictement croissante .
... n(s) (1.3)
n(0) =0 et liminf — = +o0
s—+oco 8§
e la fonction ¢ : R — R satisfait :
©(0) = 0et ¢ strictement croissante (1.4)
AL > 0/Vs1,s0 € R: |p(s1) — @(s2)| < L|s1 — sa]. '

Position du probléme :

L’objectif de ce chapitre est de démontrer I'existence d’une solution faible
du probléme (1.1)) au sens suivant :
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Une solution faible du probléme (1.1} est un triplet (u,p, p) satisfaisant :
(u,p, p) € H}(Q)4 x L%(Q) x L3(Q) :

u:Vou— iv(v) = T -v v 1 d .ba
/Qv v /de<> /Qf<,p> S e HMQ)!  (15)
/ng(p)u-Vl[):O, Vi € WHe(Q) (1.5b)

p >0 p.p dans Q, / pdx = M, p=n(p)p.p dans Q (1.5¢)
Q

N.B : La formulation faible du pb (l.1)) semble classique, en particulier

les équations (L.5b)) et (|1.5¢).

Notons par contre qu’on doit étre plus attentif pour écrire I’équation (1.5al),
vu que I’équation (1.1al) est vectorielle.

Le choix des fonctions test v et ¢ est légitime et sera mieux "saisi" dans la
suite du document.

On s’intéresse a établir le résultat suivant :

Théoréme 1.1 Soit M > 0 et Q un ouvert, borné de R%, connexe, a bord
régqulier. Supposons que (2.2), (2.8) et (2.4) sont vérifiées , alors le pb

admet au moins une solution.

Proof Ceci fera 'objet de la suite de ce chapitre.

Le principe de la démonstration est de passer & la limite sur un probléme
régularisé, obtenu principalement par une approximation visqueuse de
I’équation de continuité.

On présentera dans la section le probléme de convection-diffusion qui
apparait dans le probléme régularisé.

La section [I.3] sera consacrée a I'étude du probléme régularisé, en
particulier le passage a la limite sur ce probléme qui constitue la majeure
partie de la démonstration du théoréme [1.1

12



1.2 Probléme de Convection-Diffusion

1.2.1 Position du probléme

Dans cette partie on s’intéresse a I’équation :

— Ap +div(p(p)u) = 0, dans (1.6)
complétée avec la condition au bord, du type Neumann :
—Vp.n+ p(p)un =0, avec n le vecteur de la normale extérieure a 0f2.

Sous I’hypothése u € LP(Q)?, avec p > d, on écrit la formulation faible
du probléme (1.6]), soit le probléme :

{p € H'(Q),
Jo Vp(x) - Vo(z)dr — [, e(p(z))u(z) - Vo(z)dz =0, Vv € Hl(Q)( |
1.7

.B : Notons que la formulation faible ait bien un sens, en effet on a :
L’injection de H'(Q) dans L9(2), (valeurs de ¢ dépendant de d), donne :

p € HY(Q) implique p € LI(Q), pour tout q < 3"
Ceci permet d’avoir grace a 'hypothese (1.4) : ¢(p) € L1(R2), pour les
mémes valeurs de ¢. Bt suite au fait que : w € LP(Q)%, p > d, on a bien :

o(p)u € L2(Q)4, d’ou le résultat.

Maintenant, on va établir un résultat d’existence de solution du probléme
(1.7), avec quelques propriétés utiles, soit le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 Soit Q un ouvert borné de R?, conneze avec un bord régulier.
Soient p > d, w € LP(Q)?, M > 0 et ¢ une fonction de R dans R satisfaisant
. Alors, il existe une unique solution du proléeme (L1.7)) satisfaisant la
condition supplémentaire [, p(x)dz = M. De plus, on a :

1. Si M >0 alors p >0 p.p. dans Q (et p=0 p.p. sur Q si M =0).

2. Pour tout A > 0, il existe C uniquement dépendant de A, p, M, ¢ et
Q tel que si p est solution de([L.7) avec [, p(x)dx = M, on ait :

[ ul ) < A= llpllar @) < C.
Remarque 1.3 Notons que Uhypothése de monotonie de ¢ est inutile dans

la preuve de ce théoréme. En revanche, Uhypothése p(0) = 0 est cruciale,
principalement pour démontrer la positivité de la solution.

13



Proof : La démonstartion sera faite en trois étapes :

Dans un premier temps, on démontre la "a priori-positivité" et I'unicité

de la solution du probléme ([1.7)), ceci fera I'objet de la section [L.2.2]

En suite, dans la section on établit l'estimation dans H'(Q) sur
la solution, pour finir dans la section [1.2.4] avec une preuve d’existence de
solution en utilisant le degré topologique de Leray-Schauder.

1.2.2 Positivité et unicité de la solution

e Positivité :

Soit p une solution de ((1.7]) avec fQ pdx = M. On va démontrer que p
est positive p.p dans €2. Procédons par 'absurde :

Posons alors : w = {p < 0} avec A\g(w) > 0. On définit pour tout n € N*
I’application T;, de R dans R comme suit :

1
T,(s) = min {, max{s, O}}
n
On considére maintenant la fonction 7,(p), on a :

T,.(p) =0 p.pdans w et T,(p) € HY(Q).

Vu que A\g(w) > 0, d’apres le lemme (qui repose sur la connexité
et la régularité de §2), on obtient : I’existence d’une constante C' seulement
dépendante de € et w telle que :

ITa(P) @) < ClIVT (Pl L1 o)
ce qui donne :

1
ITn(P)l 1) < CAa(Q)2 [[[VTa(p)lllL2(0) (1.8)

Cherchons maintenant une estimation sur ||[VT,(p)|||12(q)- Pour ce faire,
prenons v = T,,(p) dans (1.7, tout en remarquant que :

VT,.(p) = lycpc1Vp p.p dans Q.

n

On obtient alors :
1
3
[ 19500 e = [ ploru-IT,0) o < 2% ( [ 197, (0)P o)
Q Q n Q

14



le:

VT (Pl 12(0) < L; (1.9)

avec !

(1.8) et (1.9) donnent ainsi :

1
1T (P)ll 1) < C LA(R)2 (1.10)

D’autre part, on a :
1
| Tn(p)llLr () = - Aa({p > ;})

ce qui permet d’écrire avec (1.10]) :

S

M({p> T} < CLA)

an

Or lirf an = 0, et donc en passant & la limite sur la relation précédente,
n—-+0o0

quand n — 400, on obtient : Ag({p >0} =0

i.e on a finalement :
p < 0p.p dans . (1.11)

Cas1 : M >0 : (1.11) donne [, pdz = M < 0 ce qui est absurde.

Ceci implique A\j(w) = 01i.e p > 0 p.p dans Q.

Cas2 : M =0 : dans ce cas, on a : [opdr = M = 0 et donc (L.11)
implique p = 0 p.p dans (.
Ce qui conclut la preuve.

e Unicité :

Supposons l'existence de deux solutions p;, py du probléme (1.7)) avec

En posant p = py, — p;, et en exploitant la différence des équations

satisfaites par py et p; avec v = T,(p), on obtient, grace a (1.4), et sans
difficultés supplémentaires, comme dans l’étape précédente :

15



p < 0p.p dans 2 ce qui donne avec fQ pdr=0:p=0p.pdans Q, dou
'unicité de solution de (L.7) avec [, pdax = M.

1.2.3 Estimation a priori

Soit A > 0 telle que : || |u] [|1r(q) < A. Cherchons & prouver I'estimation
dans H'(Q) sur p solution de (L.7) avec [, pdz = M.

En prenant v = p dans (1.7), par 'inégalité de Holder, on obtient pour

p et ¢ comme expliqué plus haut (I% + % =1):

Vel 720 = /Q Vpl? dz < L| [ul|| o) llpll Loy | VAl |2 ()

le:
11Volllz2) < Ll ful |l e llell La(o) (1.12)

Pour ¢ > ¢ et grace aux injections de Sobolev on a : il existe Cs > 0
seulement dépendant de € tel que :

lellza) < Csllplla @)

De plus, I'inégalité d’interpolation donne, pour 6 = q(q_q__ql)
ol L) < HpH%l(Q)HleL;(GQ)
(0 € (0,1) et 0 seulement dépendant de d et de p).
ie:
ol La) < MHCSFGHPH}LEG(Q)
ce qui donne avec :
11Vl 2y < LAMECI ol (1.13)

D’un autre coté, on a : linégalité de Poincré-Wirtinger,(2 connexe),
donne : I'existence de C), seulement dépendant de 2 tel que :

o — MA() 2 < Coll IVol 120
Et donc :

16



_ _1 _1
1ol r2@) < lp=MAa(Q) " 120y +MA(Q2) 72 < Cpll [Vl || 2(0)+MAa(2) 2
Ce qui donne :
1

lella ) < (Cp + DIVl (o) + MAa(Q)2 (1.14)

Finalement, et (1.14) avec 6 > 0, permettent d’avoir I'existence de
C uniquement dependant de A, M,p,L et Q tel que : ||p||g1 ) < C.

Ce qui conclut la preuve.

1.2.4 Existence de solution

Soient M > 0 et w € LP(2) . On va prouver l'existence de solution du
probléme ([1.7)) avec fQ pdx = M, en procédant par degré topologique.

2
On définit alors pour ¢ = 7])27 Papplication F' de [0,1] x L9(€2) dans
=
L1(Q) comme suit :

(t.p) € [0,1] x LUQ) — F(t,p) = t(p + x1cy)

ol p est I'unique solution du probléme de Neumann classique :

HY(Q -
{” € HI(Q), Jopde=0, (1.15)

JoVp.Vuds =t [ue(p).Vudz, Vo € HY(Q).

N.B : Notons que g est choisi tel que ug(p) € L?()?, d’ott 'application
F est bien définie. De plus grace & l'injection de H'(2) dans L4(2), F est
bel et bien a valeurs dans L9(f2).

Maintenant, F' telle que définie donne : fQ t,p)dr = t M et donc
si p est tel que p = F(1,p) alors p sera solution du probléme (1.7)) avec

Jopde=M

On va prouver l'existence d’une telle fonction p, en appliquant l'inva-
riance par homotopie du degré topologique de Leray-Schauder. Vérifions,
tout d’abord, si F satisfait les conditions nécéssaires :

Soit alors ((tn,p,,))n une suite dans [0,1] x LI(Q) telle que : (t,)n
converge vers t dans R et (p,,)n converge vers p dans L7((2).

17



Posons pour tout n € N*, p, . 'unique solution du probléme (1.15)), avec
tn et p,, au second membre au lieu de ¢ et p.

Il est évident d’aprés ce qui précede qu’une telle solution p,, est bornée
dans H'(Q). Et donc, & une sous-suite prés, p,, converge faiblement vers p
dans H'(€2). De plus, on a grace & 'hypothese (L.4), ¢(p,) converge vers
o(p) dans LI(2).

Ces deux résultats de convergence permettent de passer 4 la limite, quand
n — 400, sur I’équation satisfaite par p,, et on obtient : p est solution du

probléme ([1.15)) .

Notons de plus, que l'unicité de p en tant que solution du probléme
(1.15), entraine que p,, vers p sans avoir extrait de sous-suite.

Ceci avec l'injection de H'(Q) dans L?(€) implique la convergence de p,,
vers p dans L9(2), d’ou la continuité de F.

Aussi, cette injection étant compacte implique la compacité de applica-
tion F', i.e au final on a : F' complétement continue.

D’autre part : on sait que si p satisfait p = F(1,p), alors d’aprés la
section |1.2.3} on a : 3C' > 0 tq ||p|lg1q) < C

ce qui implique : 3R > 0 tq ||p|| L) < R.

Si Bpg est la boule de centre 0 de rayon R dans L4(£2), on arrive a vérifier
avec un simple raisonnement par 'absurde qu’on a :

Vt € 10,1],0 ¢ Id — F(t,0BgR) i.e que l'équation p — F(t,p) = 0 n’a pas
de solution sur [0,1] x 0Bg.

Et donc par l'invariance par homotopie du degré topologique, on a :
d(Id — F(1,.),Bgr,0) =d(Id — F(0,.), Bg,0) .

ie:d(Id— F(1,.),Bgr,0) =1, vu que F(0,.) =0.

Ce qui entraine l'existence de p € Bp tel que : p = F(1, p), ce qui conclut
la preuve.
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1.3 Le Probléme régularisé

Dans cette partie on va démontrer ’existence de solution du probléme de
Stokes. Pour ce faire, on considére le probléme , régularisé, par ’ajout
d’un terme de diffusion au niveau de ’équation de conservation de la masse
(1.1b)) et des troncatures au niveau du terme source de I’équation de quantité
de mouvement f et sur la loi d’état .

On définit alors, pour n € N, la fonction 7}, de R dans R par :

T,.(s) = min{max{s, —n},n} et pour s = (s1,...,54) € R on pose :
To(s) = (Ta(s1), s Ta(5a).

Les fonctions tronquées sont définies par : pour /,m € N* x € Q et
seR:

filw,s) = Ti(f (2, 5)) et nm(s) = Tm(n(s)) -

On consideére alors, pour n, ¢, m € N* le probléme régularisé défini ainsi :

ue HH Q) pe HY(Q),p e L2(Q) (1.16)

/ Vu: Vudr — / p div(v)dz = / filz, p).vde, Yo € Hi(Q)? (1.16b)

Q Q Q

/ e(p)u.Vip dr — 1/ Vp(z).Vip(z)de = 0,Y¢ € H'(Q), (1.16¢)
Q nJo

p > 0p.pdans Q,/ pdx =M, p=mn,(p)p.p dans (1.16d)
Q

1.3.1 Existence de solution du pb régularisé

On démontre dans cette partie le résultat suivant :

Théoréme 1.4 : Soient £,n,m € N*, M > 0 et Q un ouvert connexe borné

de R%, avec un bord régulier. Supposons que les hypothéses , et
(2.4.2) sont satisfaites, alors le pmbléme admet au moins une solution.

Proof : On va appliquer le théoréme du point fixe & une application
appropri¢e T de L%(Q) dans L?(Q2), qu’on précisera par la suite.

Soit alors p € L?(£2). Posons p = n,(pT) .
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On considére maintenant le probléme :

/Vu:Vvd:U:/f)diV(v)da:+/fl(x,ﬁ).vd:c,VveHol(Q)d (1.17a)
Q Q Q

Les fonctions p et p étant connues, une application classique du théoréme
de Lax-Milgram donne : Uexistence et ['unicité de u € H&(Q)d solution du

pb (L.17a)).

Maintenant, connaissant u, le théoréeme[1.2] donne existence et 'unicité
de p € H(Q) solution de :

L Vp(x).Vi(z)de — [ e(p(a))u(z).Vi(z)de =0, Voo € HY(Q)
(1.18)
On definit alors, 'application T' par T'(p) = p et on va établir les condi-
tions du théoréme du point fixe :

{fﬂpdx:M

eContinuité de T :

Soit (py,)ken une suite de L2(€2) telle que p;, converge vers p dans L?(12).

Montrons que : T(p;,) — T(p) dans L?()) quand k — 400
(i.e: pp, — p).

Tout d’abord, on a : la convergence de p;, vers p dans L?(£2) implique la
convergence de P, vers p dans L*(Q) et de £,(., g) vers f(.,p) ds L*(Q)? .

Posons maintenant uy la solution du probléme ([1.17al) avec p, et p;, au
second membre. En prenant v = uy, dans (1.17a)), on obtient :

Grace aux inégalités de Holder et de Poincaré, ’existence de 'y seulement
dépendant de m, £ et Q telle que :

HukHHé(Q)d < (.

Ceci entraine la convergence de uy vers u faiblement dans Hol(Q)d et
donc en passant & la limite sur I’équation que satifait u; et en exploitant
les convergences de Py et f,(., p;,) dans L2 on obtient : u est solution du

pb(L.17al).
d

De plus, grice aux injections de Sobolev, I'estimation dans H&(Q) sur
(ug)r implique lexistence de Cy seulement dépendant de m, £ et € telle que :
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Vk € N, [lug|zrq) < Co (1.19)
avec:p=6sid=3etp>1sid=2.

On revient maintenant au probléeme de convection-diffusion : on pose p;,
la solution de ([1.18)) avec u = wuy, soit le probléme :

Jopdr=M
L [ V(). V() dz — [y, plpy(a)un(@). V() de = 0, ¥ € HY(Q)
(1.20)
Le théoreme[l.2|avec I'estimation (1.19), donne I'existence d’une constante
C5 uniquement dépendant de n,m, £, o, M et 2 telle que :

Vk € N, HpkHHl(Q) < Cs (1.21)

Ce qui implique la convergence de p;, vers p faiblement dans H'(Q) et
fortement dans L?(Q). Et donc, en passant & la limite sur 1’équation ([1.20))
quand £ — 400, on obtient : p est solution de probléme , d’ou le
résultat désiré : p, = T(p),) — p = T(p) dans L?(Q).

N.B : Notons que I'unicité de solution du probléme de convection-diffusion
implique que p est unique et donc la convergence de p;, vers p ait lieu sans
extraire de sous-suite.

eCompacité de T et satabilité de la boule :

L’estimation ([1.21)) donne :

D’une part Pexistence de R > 0, tel que Im(T) C Bg et donc on a ainsi :
ImT(BR) C Bp.

Et d’autre part : Im(7T) bornée dans H'() ce qui implique grace au
théoréme de Rellich que Im(T) est compact dans L?(f2) i.e T est compact.

Le théoréme du point fixe donne alors I'existence de p € L?(Q) telle que :
T(p) = p et donc l'existence d’une solution du probléme régularisé ([1.16)).

1.3.2 Passage a la limite sur le pb régularisé : Preuve du
théoréme [I.1]

Cette partie est cruciale, en effet, passer a la limite sur le probléme
régularisé constitue une démontration du théoréme|l.1

21



Supposant les conditions du théoreme [I.1] satisfaites, le probléme régula-
risé dépendant des trois paramétres £, n et m admet au moins une solution
d’aprés ce qui précéde.

Le passage a la limite sur ce probléme se fait dans l'ordre suivant :
step 1 : m — 400, step 2 : £ — +oo et en fin step 3: n — +oo .

Step1:m — 400 :

Dans cette étape £ et n sont fixés dans N*. On va démontrer 'existence de
solution du pb (1.16]) avec n au lieu de n,, dans la loi détat, soit le probléme :
u e Hy(Q) pe H(Q),p € L*(Q), (1.22a)
/ Vu: Vudr — / p div(v) dx = / filz, p).vde,Yv € HY(Q)?  (1.22b)
Q Q Q
1
/ o(p)u.Vip dx — n/ Vp(z).Vip(z)dr = 0, € H (), (1.22¢)
Q Q

p > 0p.p dans Q,/ pdx = M,p =n(p) p.p dansQ. (1.22d)
Q

Proposition 1.5 : Soient £,n € N*. Supposons les hypothéses du théoréme
satisfaites, alors le pb admet au moins une solution.

Preuve : ¢ et n étant fixés dans cette étape, appelons (uy,, p,,p,,) la
solution du probléme ((1.16)).

En prenant w,, comme une fonction test dans I’équation (1.16b) et en
exploitant la loi d’état, on obtient :

e 11 ) :/Um(Pm) diV(um)dUCJF/ Fi(z, py) i d
0 Q Q

Or (wm, p,,) satisfait I’équation ([1.16c]), ceci permet d’avoir grace au
lemme [3.2] qui repose sur les hypotheses sur ¢, I'inégalité suivante :

[ o) divtun) dz <0
Q
Ceci donne, par I'inégalité de Holder :

”umH?qé(Q)d < Hfl(-vPm)HLQ(Q)dHUmHLQ(Q)d

Et donc, I'inégalité de Poincaré et la troncature sur f permettent d’avoir
Pexistence de C seulement dépendant de £ et €2 tel que :
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HumHHé(Q)d <Ci (1.23)

L’estimation (1.23) avec le théoréme[1.2]donnent : I'existence de Cs seule-
ment dépendant de ¢, 2, M ¢ et n tel que :

ol 1) < Co. (1.24)

Cherchons maintenant une estimation sur p,,, : Le lemme avec :

q=p,, — m(p,,), ot m(py,) est la valeur moyenne de p,,, donne :
Il existew € HY(Q)? tq div(w) = p,,, — m(p,,) p.-p dans Q et :
HwHH&(Q)d < Callpp — m(py,) || 12(q)e; avec Cg une constante indépen-
dente de m.

Prenons v = w dans ’équation (|1.16b), on obtient :

/pmdivvdx:/fl(x,pm).vdx—/Vum:Vvdx.
Q Q Q

Or: fQ divv dx = 0, par définition de v, donc :

/medivv dx = /Q(pm —m(p,,))divodz = /(pm —m(p,))? dz

Q

D’ou :

/Q(pm—m(pm))Qd:p:/Qfl(x,pm).vdx—/QVum:Vvdx

Ceci permet de déduire grace a (1.23)) et 'estimation sur v conséquence
du lemme [3.3]: I'existence de C3 seulement dépendant de ¢ et 2 tel que :

1P — m(Pm) |l L2) < Cs. (1.25)

Pour déduire & partir de (1.25)) une estimation sur p,,, exploitons le fait
que : [o pp, de =M.

On a : n est bijective de Ry dans R, appelons 7 sa fonction réciproque
ie:n(n(s)) =n(n(s)) =s, Vs € Ry. On obtient alors :
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/Q i(py) d = /Q () der < /Q 1(p)) d = /Q P = M.

Ceci permet de déduire d’apres le lemme [3.4] 'existence de Cy seulement
dépendent de Q, 4,1 et M tel que :

1Pl 22(0) < Ca (1.26)

Les estimations (1.23), (1.24) et (1.26)) conduisent aux convergences sui-
vantes, & des sous-suites prés, quand m — +00 :

Uy, — u faiblement dans H} ()4,
p,, — p faiblement dans H'!(Q), fortement dans L?(Q)et p.p dans €,

p,, — p faiblement dans L?(Q2).

Grace & ces convergences et aux propriétés des fonctions f;, f et ¢, on
passe facilement a la limite sur les équations ((1.16b)) et (L.16c).

Précisons que le passage a la limite sur I’équation (1.16d)) est da & :

La convergence de la suite (1, (p,,))m vers n(p) p.p dans Q avec (7m(p,,))m
bornée dans L?(Q) implique la convergence de cette suite fortement dans
L9(€2), pour tout ¢ < 2.

En plus de la convergence de la suite (7,(p,,))m vers p faiblement dans
L?(€2), permettent d’avoir par unicité de la limite : p = n(p).

Le passage a la limite sur fQ P dx = M est évident et donne fQ pdxr =
M, ce qui permet d’avoir grace au théoréme [1.2]: p > 0 p.p dans Q.

Et donc au final on a bien (u,p, p) est solution du probleme (1.22)), ce
qui conclut la preuve de la proposition

Step 2 : { — 400 :

Dans cette étape n est fixé dans N*. On va démontrer I’existence de
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solution du probléme (1.22)) avec f au lieu de f,, soit le probléme :
uwe HY Q) pe HY(Q),p € L*(Q), (1.27a)
/ Vu.Vvdr — / p div(v)dx = / f(x, p)wde, Yo € HY(Q)?  (1.27b)
Q Q Q
1
/ o(p)u.Vipdr — n/ Vp(z).Vi(z)ds =0, Vo € HY(Q), (1.27¢)
Q Q

p >0 p.p dans Q,/ pdx = M,p=mn(p)p.p dans Q. (1.27d)
Q

Proposition 1.6 : Soit n € N*. Supposons les hypothéses du théoréme
satisfaites, alors le pb admet au moins une solution.

Preuve : n étant fixé dans cette étape, appelons (ug, py, p;) la solution

du probléme (|1.22]).

Cherchons tout d’abord D’estimation sur u,. Notons que que la dépen-
dance du terme source de 1’équation (|1.22bf) du paramétre ¢, entrainera une
difficulté supplémentaire. Procédons alors comme suit :

Prenons u, comme une fonction test dans I’équation ({1.22b]), on obtient :

Jwslygiaye = [ 1) div(un) o+ [ fi(opo)udo
Q Q

Comme dans step 1, le fait que (unm, p,,) satisfait équation (1.22c) avec
le lemme (3.2 donne : [, n(py) div(u;)dz < 0.

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura :

||W\|?{5(Q)d < ACs po)llz2@yallwell 2 (o)

Par la suite, 'inégalité de Poincaré, les propriétes de f, et I'hypothese
(1.2), permettent d’avoir l'existence de C; seulement dépendant de f et
tel que :

el g3y < C1(1+ llpellz2 () (1.28)

En exploitant ’hypothése (1.3) et p, = n(p,), on peut écrire :

Ve > 0,3C; seulement dépendant de €, 1, et ) tel que :
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lpellz2() < C: +ellpell L2 (@) (1.29)

Cette estimation avec (L.28]), donnent :

Ve > 0, EléE seulement dépendant de €, n, fet ) tel que :

el g (e < Ce + ellpoll o) (1.30)

Maintenant pour avoir une estimation sur p,,,, procédons dans un premier
temps comme dans step 1 :

En appliquant le lemme avec ¢ = p; — m(p,) on obtient :

1 existew € H3(Q)? tq div(w) = p, — m(p,) p-p dans Q et :
Hw||Hé(Q)d < Callpe — m(py)l L2()a; avec Cq une constante indépen-
dente de ¢.

En suite, les mémes étapes que dans step 1 permettent d’écrire :

/Q(Pe - m(pg))Q dr = /Qfl(fﬂape)-w dx — /QV’U,g : Vw dx

Maintenant, estimation sur w avec (1.29)) et (1.30)) impliquent :

Ve > 0,3C. seulement dépendant de e, 7, f et tel que :

(P — m(po) | 12(0) < Ce +ellpell 120 (1.31)

A ce stade, on procéde exactement comme dans step 1 : en exploitant
J pedx = M, en faisant intervenir la fonction 7 (la réciproque de 1) et en
appliquant le lemme [3.4] avec : a = ¢, bien choisi, et § = 7, on obtient :

3C5 seulement dépendent de 2,7, f et M tel que :

IPellz2(0) < C2 (1.32)

Maintenant ([1.32) avec (1.29) et (1.30) conduisent aux estimations sui-

vantes : 3C3 seulement dépendent de 2,7, f et M tel que :
el g1 (pa < Cs (1.33)
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lpellz20) < Cs (1.34)

Or, on peut avoir une meilleure estimation sur p,, en effet : n étant fixé
dans cette étape, ([1.33)) avec le théoréme [1.2| donnent :

3Cy seulement dépendent de Q. n, f, M, v et n tel que :

lpella ) < Ca (1.35)

Finalement, les estimations (1.32]), (1.33) et (1.35]) conduisent aux conver-
gences suivantes, & des sous-suites prés, quand ¢ — 400 :

uy — u faiblement dans H} ()4,
p, — p faiblement dans H'(Q), fortement dans L?(Q)etp.p dans €,

p, — p faiblement dans L?(€2).

Grace & ces convergences, on passe sans difficultés supplémentaires , par
rapport & step 1, sur les équations ([1.22b]), (1.22d)) et (1.22d).

En particulier le passage a la limite sur 'équation (|1.22d)) est da a :

La convergence de la suite (n(py))e vers n(p) p.p dans Q avec (n¢(py))e
bornée dans L?(Q) implique la convergence de cette suite fortement dans
L1(2), pour tout ¢ < 2.

En plus de la convergence de la suite (n¢(py))e vers p faiblement dans
L?(€2), permettent d’avoir par unicité de la limite : p = 7(p).

Le passage & la limite sur fQ podx = M est évident et donne fQ pdr =
M, ce qui permet d’avoir grace au théoréme : p >0 p.p dans Q.

Et donc au final on a bien (u,p, p) est solution du probléme ([1.27)), ce
qui conclut la preuve de la proposition

Step 3 : n — 400 :

L’étape 2 nous donne, pour tout n € N* Vexistence de (uy,p,,,p,,) satis-
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faisant :

un € H(Q), p, € HY(Q), p, € I(9), (1.36a)
/ Vu, : Vodr — / p,, div(v) dz = / f(z, p,).vde, Yo € H (Q)4,
Q Q Q
(1.36b)

/ (., )tn. V1) d — 1/ Vp, ().Vib(x) dz = 0, Yo € HY(Q), (1.36¢)
Q n.Ja

P, > 0p.p dans Q,/ p,dx = M,p, =n(p,)p.p dans . (1.36d)
Q

Pour terminer la preuve du théoréme i.e : obtenir une solution du

probléeme (1.5, on va passer a la limite sur le probléme (1.36) quand n —
+00.

Pour ce faire, cherchons des estimations sur w,, p,, et p,, .

En remplacant f, par f et en procédant exactement comme dans ’étape
précédente, on obtient : une estimation H3(2)? sur w, et une estimation
dans L2(Q) sur p,, et p,, soit : 'existence de C; seulement dépendent de
Q, f, net M telle que :

[wnll g1 [Pl 220, [1Pnll22(0) < Ch- (1.37)

Ceci permet de dire que quand n — +o00,et & une sous-suite prés, on a :
u, — u dans L?(Q)? et faiblement dans H} ()4,
p,, — p faiblement dans L?(12),

p,, — p faiblement dans L%(Q).

N.B : Notons, que dans cette étape on perd l'estimation H'(Q) sur p,
vu que celle-ci dépendait de n . Ceci entraine des difficultés dans le passage
a la limite, en particulier sur les termes : f(., p,,), ©(p,) et n(p,,). Un travail
supplémentaire s’avére alors nécéssaire pour surmonter ces difficultés :

On a déja : suite a la convergence faible de p,, vers p dans L?(1) :

p >0 p.pdans Q

/pndx—>/pdx i.e: /pdx:M.
Q Q Q
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Passons maintenant a la limite sur les équations ((1.36b)) et (1.36¢).

Notons pour n € N* : h,, = f(., p,,) et g, = ©(p,,). Les hypothéses sur f
et p permettent d’avoir :

les deux suites (hy, ), et (gn)n sont bornées dans L?(Q)? et L?(Q) respec-
tivement. Et donc, on a quand n — 400, et & une sous-suite preés :

hy, — h faiblement dans L2(Q)?,

¢n — ¢ faiblement dans L*(Q).

Grace aux convergences de u,, p,, et hy, on passe facilement a la limite
sur I’équation (|1.36b)) quand n — +oo,et on obtient :

/ Vu: Vo dx — / p div(v) doz = / ho dz,Yv € HE(Q)4. (1.38)
Q Q Q

Cherchons maintenant & prouver :

/ qu.V dx =0, Vip € WH(Q). (1.39)
Q

On introduit alors, pour tout € > 0 et n € N*, la fonction : ¢ € H ()
définie par : ¢ = In(p,, + ¢). Donc :

— [V NYde =~ | ————d
n /Q pu () VU du n Ja pp(z) +¢€ v

En prenant ¢ comme fonction test dans I’équation ([1.36c]), on obtient :

1 [ |[Vp,()P
nJo pn($)+€

Vp,(z)

do= [ Plpa(@))ula) L d

Maintenant, on définit la fonction ¢ : R — R comme suit :

o(s) :/0 ;P_(:Z_ dr, pour s> 0.

Gréace au fait que : |¢(s)| < Ls, on obtient : |¢(s)| < Ls, et donc :
6(p) € LA(Q) et Vo(p) € LA(Q) e : d(p) € H'(Q).
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o(pn)

De plus, Vo(p) = —=Vp,,, ceci donne d’aprés 'égalité précédente :

P, T €
T 2
[ D o = [ ). V(o o)) ds
ie: "
pV?n)( ) dx_/qspn div(u(x)) da.

Ceci permet de déduire, grace aux estimations qu’on a sur u,, et p,, qu’il
existe Co € Ry, indépendant de n, tq :

2
Vp, ()] p

< C
0 paw) e =2

En appliquant le théoréme de la convergence monotone et en passant a
la limite quand € — 0, on arrive & l'estimation suivante :

. Vo, () N
Vn € N¥, n/ﬂpn() dr < Cy (1.40)

Ceci nous permettera de prouver (1.39). En effet, soit ¢ € WH*°(Q), on

Suite & la convergence forte L?(Q)? de w,, vers u et faible L%(Q) de p,,
vers p :

/cp(pn)un.vw dr — / qu.Vipdzr, qdn — +oo
Q Q

Et 'inégalité([1.40), permet d’avoir :

1 1 Vo2 \? 2
[ oo < ([ T2Ear) ([ pac) ol

le:

‘:L /Q Vo, (2).V(x) do 0.

<C L —
= w’M’CZ\/ﬁn—H—oo

D’ou le résultat : [, qu.Vy) do =0, Vo € Wh2(Q).

A présent, la principale difficulté est de prouver que h = f(., p), ¢ = ¢(p)
et p = ¢(p). Pour ce faire, on va prouver dans un premier temps que :
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lim sup / Ppdn dr < / pq dx
Q Q

n——+0oo

On a, vu que (g,), est une suite bornée de L?(12), le lemme donne :
existence d’une suite (vy,), de H'(Q)? telle que :

div(vn) = gn, curl(vn) = 0et [[on[ g1 () < Cllan 20

Ceci implique que la suite (v,), est bornée dans H'(Q)?, et donc, a une
sous-suite prés, quand n — +o00, on a :

v, —» v fortement dans L?(Q)? et faiblement dans H'(Q)<,

Ce qui donne : Vi € C°(Q) :

/Q div(vp)) dz —> /Q div(v)y dz

D’autre part :

/Qdiv(vn)wda::/g qnwdx—>/ng

D’ou Végalité div(v) = ¢ p.p dans Q.
Et de méme, on obtient : curl(v) = 0.

De plus : Vip € C°(Q2), en prenant v,1) comme fonction test dans ’équa-

tion (|1.36]), on obtient :

/QVun : V(vp) do — /Qpn div(vp) do = /th.(vni/)) dx

Or, up, vy € HY(Q)? permet décrire :

/Vun : V(vpt) d:)::/curl(un).curl(vm,b) dx+/div(un).div(vnw) dx
Q Q

Q
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le:

/chrl(un).curl(vni/)) daH—/

Q

Or : div(vpt) = ¥div(vy,) 4+ v,. VY = gy, + v, V)
Un simple calcul permet d’écrire : curl(v,v) = ¢eurl(vy,) + A(Y)v,, ou

A(%)) est une matrice ,(dxd), dont les composantes font intervenir les dérivées
partielles premiéres de .

ie: curl(vyy) = A(Y)vy,

L’égalité précédente prend ainsi la forme suivante :

[o(div(un) — pp)ant dz + [o div(w,)v,. Vo dz — [o,p,v,.- Vi) da
+ fQ curl(uy, ). A(Y)v, de = fQ B U th dx

Et donc, en passant a la limite quand n — 400 et en exploitant les
convergences : faible (H")? de u,,, faible L? de h,, et p,, et forte (L?)? de vy,
on obtient :

lim (div(un) — py,)any dz = /

h.(v) dx — / div(u)v.Vi dx
Q
- / curl(u). A(¢)vdx + / pv-Vipdr (1.41)
Q Q
En revenant & , on a :
/QVu : V(vy) do — /Qp div(vy) dx = /Qh.vw dx

ou de maniére équivalente :

/chrl(u).curl(vw) dac—i—/Q div(u).div(vw)d:L'—/deiv(mp)d:(::/Qh.m/zdx

ce qui donne en utilisant div(v) = g et curl(v) =0 :
/ (div(u) — p)qy dx + / div(u)v. Ve do — / pv.V dx
Q Q Q

—|—/ curl(u). A(Y)vde = / h.v dx
Q Q
avec (1.41)), on obtient :
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lim (div(uy,) — p,)gnt dx = /(divu —p)gpdz, Vi € C°(Q) (1.42)
Q

n—-+oo Q

On voudrait prendre ¢» = 1 dans ’égalité précédente, montrons que ceci
est possible :

En utilisant (1.4) et (1.3]), on a : Va > 0, 3b > 0 tels que :
b

. p
agn = ap(py) < alp, <np,) +b ie gy < “1 4+~

p2 b2
ce qui donne : ¢2 < 2(; + 2)
a a

Et donc : pour tout borélien B de (2, on ait :

c? b
[ <25 Zm)
B a a

: C? : o
Si on pose € = 4—21, on obtient ainsi :
a

2

9 € b
de < - +2—1B
/Bqn z< 5+ a2| |

i.e qu’au final on a :

V5>0,35>0tq|8|§5—>/q2d1‘§5
B

CL2

Pour tout borélien B de 2, avec : § = €2

D’out I'équi-intégrabilité de la suite (g2)s,.
D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, donne :
Vv, = po)au] o < aivis, = pu ol

ce qui implique ’équi-intégrabilitée de la suite ((diva, — p,,)qn)n-
Ceci avec (|1.42)) et en appliquant le lemme donne :

lim [ (div(u,) — p,)qn dz = /Q(divu —p)gdx (1.43)

n—oo Q

Maintenant, on applique le lemme [3.2] avec ¢ = ¢, on obtient :
/ o(p,)divu, dr <0
Q
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le:

/ gndivu, dxr <0
Q

Ce qui permet d’écrire :

/ P dn dx = /(pn — divuy, ) g, dx + / gndivu, dr < /(pn — divuy, ) g, dx
Q Q Q Q

et donc :

limsup/ P, n dx < /(p—divu)qd:n
Q Q

n——+o0o

On peut alors écrire, qu’a une sous-suite prés, on a :

lim P, n dx < / (p — divu)q dx
Q Q

n—-+00
Or, on a déja (¢, u) satisafait :

/ qu.Vi =0, Vb € WH(Q)
Q

Le lemme donne : fQ qdivu =0

D’ou le résultat :

lim pnqndxg/pqu (1.44)
Q Q

n—-+4o0o

Exploitant maintenant le fait que n est strictement croissante de R dans
R, notons 7 sa fonction réciproque, i.e : n(7(s)) =n(n(s)) = s, Vs € Ry.

L’hypothése donne l'existence de b > 0 tel que :
Vs € Ry, 0 <7(s) < s—+b.

Donc : 7(p) € L*(Q) vu que p € L*(Q) .

Posons 77(p) = p de telle facon que : p = n(p).

On introduit maintenant la fonction G,, définie par :

Gn = (¢(py) — (@) (n(py) — n(P))-
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Les hypothése sur ¢ et 1 permettent, facilement, de déduire que : G,, > 0
p.p dans Q et que G, € L'(2), de plus on a :

Og/Gndx—/qnpnda;—/qnpdx—/Lp(p)pnda:—i—/cp(p)pdac.
Q Q Q Q Q

L’inégalité ([1.44) et la convergence faible dans L?(2) de p,, et p,, per-
mettent d’avoir en passant & la limite sur la relation précédente :

OS/GndeO
Q

D’ott la convergence dans L!(2) de la suite (G,,), vers la fonction iden-
tiquement nulle.

Et donc, & une sous-suite prés : G, = (¢(p,,) —¢(P))(n(p,) —n(p)) — 0
p-p dans €.

Ce qui implique que : p,, — P, p.p sur €.
Ceci permet décrire suite au fait qu'on a aussi : (p,,)n est bornée dans

L%(9) : que :
p, — p, dans LI(Q), Vg < 2.

D’autre part : la convergence faible de p,, vers p dans L?(2), implique
aussi la convergence faible de p,, vers p dans L?(2) pour tout ¢ < 2.

Et donc, par unicité de la limite faible, on obtient 1’égalité : p = p.
Ceci permet de déduire que : p =n(p) =n(p), ¢ = ¢(p) et h = f(., p)

i.e on a bien (u,p, p) solution de probléme de Stokes en question, ce qui
conclut la preuve de théoréme [L.1]
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Chapitre 2

Conclusion & Perspectives

Dans ce mémoire, on g’est intéressé au probléme de Stokes stationnaire
compressible avec une loi d’état trés générale. On a établi un résultat d’exis-
tence pour ce probléme par régularité visqueuse et ce en passsant a la limite
sur un probléme régularisé. En effet, dans le chapitre [T} section[I.2] on a étu-
dié le probléme de convection-diffusion avec une condition au bord du type
Neumann : Un résultat d’existence et d’unicité avec quelques propriétés im-
portantes sur la solution ont été établis. Ces résultats nous ont permis ensuite
de démontrer dans la section [I.3]|1e théoréme [I.1]: en effet dans une premiere
partie on démontre I'existence de solution faible du probléme de Stokes ré-
gularisé par I'ajout d’un terme de diffusion dans I’équation de conservation
de la masse et des troncatures en f et 7, soit le probléme régularisé .

En deuxiéme partie, on passe & la limite sur ce probléme : ce passage a
la limite se fait en trois étapes et nécessite I’élaboration d’estimations sur
les solutions approchées . Des difficultés a différentes échelles dans chaque
étape du passage a la limite en particulier dans la step 3 ou les estimations
ne donnent que des résultats de compacité faible sur la densité et la pression.
L’astuce principale dans cette étape est de prouver que :

n——+o00

lim pnsO(pn)de/pqdw
Q Q

oil q est la limite faible de ¢(p,,) dans L?(£2).

Ceci nous a permis de conclure la preuve du théoréme [I.I]i.e prouver
Iexistence d’une solution du probléme ([1.5).

Les perspectives de ce travail sont nombreuses, en particulier I’étude des
équations de Stokes ou Navier-Stokes instationnaires. Il sera aussi intérés-
sant d’utiliser une autre approche dans 1’é¢tude de ce type de probléme :
I’approche discréte ou numérique : i.e démontrer ’existence de solution en
passant & la limite sur un schéma numeérique discrétisant ces équations. Ce
genre d’approches étant trés répandu de nos jours.
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Chapitre 3

Annexe

3.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 3.1 Soit Q un ouvert borné de R? (d > 1), connexe avec un bord
continu-Lipschitzien. Soit w C Q une partie mesurable avec \g(w) > 0. On
définit ’ensemble W, par :

Wo{u e WHH(Q) tgu =0 p.p dans w }.

alors, il existe C seulement dépendant de ) et w tel que :

ullLr) < Cll VUl ||p1(q), Yu € Wy, et pour tout 1 <p < 575 .

Preuve Ce résultat est démontré dans [1].

Lemme 3.2 Soit Q un ouvert borné de R? (d > 1), connexe avec un bord
continu-Lipschitzien. Soit ¢ une fonction de R dans R satisfaisant et
telle que o(s) >0 si s> 0. Soit n € N*, M >0, u € H}(Q)¢ et p € H(Q)
une solution de probléme suivant :

{fﬂ p(p(a))u(z).Vip(x) de — L [, Vp(a).Vi(x) doe = 0¥y € H'(Q),

Jop(x)dz = M.

(3.1)
alors p > 0 et pour ¢ € C°(R*,R) croissante telle que $(0) =0
et ¢(p) € L*(), on a :

/ o(p)div(u)dx <0 (3.2)
Q
Preuve La preuve de ce résultat est assez simple, elle repose sur le bon

choix de la fonction test ¢ dans (3.1]) et en jouant sur la régularité de la
fonction ¢ . Une démonstration détaillée se trouve dans [I].
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Lemme 3.3 Soit Q un ouvert borné de R? (d > 1), connexe avec un bord
continu-Lipschitzien. Soit ¢ € L*(Q) telle que qud:c = 0. Alors, il existe
w € HY(Q)? telle que div(w) = q p.p dans Q et lwll 3 @) < Callall 2 ot
Cy dépend uniquement de Q.

Preuve Ce résultat est bien connu. Une simple démonstartion figure
dans [7].

Lemme 3.4 Soit  une partie bornée de RY (N > 1) et p € L?(Q), p > 0
p.p. dans €. Supposons qu’il existe 0 < a <1 et b € R tels que :

Ilp = mllr2) < allpllr2@) +0b

ot m et la valeur moyenne de p. Supposons qu’on a aussi : fQ Yde < A
et lim 6(s) = 4o0. Alors, il existe C uniquement dépendant de Q a, b, A

S——+00
et 0 tel que :
Ipllz20) < C.

Preuve Ce résultat est démontré dans [3].

Lemme 3.5 Soit Q un ouvert borné de RY et q € L?(Y). Alors, il existe
v € HY(Q)? telle que div(v) = ¢, p.p dans Q, curl(v) = 0 p.p dans Q et
vl a1y < Cllallz2q) ot C dépend uniquement de 2.

Preuve Ce lemme est un résultat classique, pour la preuve regarder

par exemple [6].

Lemme 3.6 Soit Q un ouvert borné de RY. Soit (F,)neny C LY(Q) une suite
equi-intégrable, et F une fonction de L'(Q). Supposons que :

lim Fopdx = / Fodxr, Vo € C°(Q)
Q Q

n—-+o0o

alors

n—+400

lim Fd:L'—/Fdac

Preuve Ce résultat est bien connu, une démonstration existe dans [6].

Lemme 3.7 Soit Q un ouvert borné de R%. Soit ¢ € L*(Q), ¢ > 0 p.p dans
Q et u € HY Q). Supposons que (g, u) satisfait :

/ qu.Vdz =0, Vip € WHe(Q)
Q
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alors :

/ gdiv(u)dz = 0.
Q

Preuve Ce résultat est démontré dans [6].

3.2 Quelques rappels utiles

Connexité :

Une sous-partie de E (espace topologique), notée Q est dite connexe ssi
elle vérifie 'une des propriétés équivalentes suivantes :

1. 1l n’existe pas de partitions de E en deux ouverts disjoints non vides
2. 1l n’existe pas de partitions de E en deux fermés disjoints non vides

3. Les seules parties ouvertes et fermées de E sont ’ensemble vide et E.
4

. Toute fonction continue de E dans {0, 1} est constante.

Espace de Hilbert :

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe muni
d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée. Ces espaces
doivent leur nom au mathématicien Allemand David Hilbert.

Injections : Soient X et Y deux espaces vectoriels normés.

Injection continue :

On dit que X s’injecte contintiement dans Y, et on note : X — Y, g’il
existe une injection continue ¢ de X dans Y i.e :

3C > 0tq Ve € X : ||i(z)]ly < Ollz|x -

Injection compacte :

L’injection de X dan Y est dite compacte si l'injection ¢ est compacte
i.e 7 transforme tout borné de X en un relativement compact de Y.

Dans ce cas on note : X —<— Y .
Equi-intégrabilité

Soit © une partie de RY. Une suite (F,)neny C LY(Q) est dite équi-
intégrable ssi :

lim / |Fy,| dz = 0, uniformement par rapport an € N
Aa(A)—=0 J 4
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pour tout borélien A C €.

Formule de Green

Soit Q une partie borné de R? (d > 1) et u € HL(Q). Alors on a la
formule de Green :

ou
/ —Auvdm:/Vu.Vv dz — —vdr Yve H}Q)
Q Q aq On
ou n est le vecteur extérieur de la normale.
Formule de la divergence :
Soient ¢§ : R — R? et ¢ : R — R, alors on a :

/Q div(8)pdz = — /Q 5.V dx + /a _donda

ou n est le vecteur extérieur de la normale.
Théoreme de Rellich-Kondrachov :

Soit Q un ouvert borné dans R? (d > 1),de classe C',alors on a :
1. Si d < p alors WHP(Q) € L>®(R) , avec injection compact.
2. Sid = palors WP(Q) C LY(Q) , avec injection compact Yq € [1,4+o00].

3. Sid > palors WhP(Q) C L(Q), avec injection compact Vg € [1, 2 {

Inégalité de Holder
Soit f € LP(Q2) et g € L9(2) avec % + é =1, alors on a :

fg€ LN et £l < Iflr@llgll Lo

Inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg :

Soit © un ouvert borné de R? (d > 1). Si f € LP(Q) N LI(Q) avec
1<p<qg<oo,alors f € L"(Q) pour tout p<r < getona:

1 6 1-94
0
111z @) < 1711500y [1F1I (g avee — = pt— sdst

Inégalité de Sobolev :
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Soit © un ouvert borné de R? ou (d > 2). Cette inégalité donne I'injection
de T'espace de Sobolev H'(2) = W12(2) dans 'espace de Lebesgue Li()
avec injection continue , pour tout ¢ = %.C’est a dire Vf € WH2(Q) il
existe Cy dépend de 2 telle que :

[ flza) < Csllflla @)

Inégalité de Poincaré-Wirtinger :

Soit Q un ouvert borné de R? ( d > 1). Etant donnée une fonction
u € HY(), notons < u ¢ sa moyenne sur € ie :

1
< U= |Q|/ u(z)dz
Q

Alors 3C,, et pour tout uw € H'(2) on a :

[lu— < u=q |lr2(0) < Cpl|Vullr2(q)

Théoreme de convergence monotone :

Soit (E, A, p) un espace mésuré pour tout suite croissante ( f,,) de fonction
mesurable sur E & valeurs dans [0, +oc], alors :

/mwmmﬁm/n@

Théoreme de Lax-Milgram :

Soit H un espace de Hilbert réel et a :H x H — R une forme bilinéaire
continue et coercive.alors, on a :
Pour tout L € H’, il existe un unique élement U € H tq :

a(U,V) = L(V), YV e H

Théoreme de point fixe de Brouwer :

Soit E un espace de Banach et C' un convexe fermé de E. T une applica-
tion continue de C' dans C telle que T'(C)est relativement compact, alors :
T admet un point fixe.

Degré topologique de Leray-Shauder :
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Soit E un Banach et A I’ensemble des triplets (Id-f, Q, y) ot £ est un
ouvert borné de E, y € E et f : @ — RY compact.On définit le degré topo-
logique de Leray-Schauder d : A — 7Z verifier :

1- Normalisation.

2- Additiviteé.

3- Invariance par homotopie : pour : h : [0,1] x Q — E compact et y :
[0,1] — E continue tq :Vt € [0,1], y(t) ¢ (Id-h(t,.))(09) alors :

d(Id — h(0,.),Q,y(0)) = d(Id — h(1,.),Q,y(1))
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