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enseignants au long de ma vie scolaire.J’adresse aussi mon re-
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2.2 Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville . 28
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Introduction

Le sujet du calcul fractionnel (c’est-à-dire le calcul des intégrales
et des dérivés arbitraire, réel ou complexe)a acquis une popula-
rité et une importance considérables au cours des trois dernières
décennies, principalement en raison de ses applications démontrées
dans de nombreux domaines de la science et du ingénierie.
Il fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles pour
résoudre des équations différentielles et intégrales, ainsi que divers
autres problèmes impliquant des fonctions spéciales de la physique
mathématique, ainsi que leurs extensions et généralisations. Dans
une ou plusieurs variables.

Historiquement, Isaac Newton (1642 − 1727) et Got fried Wi-
helm Leibniz (1646 − 1716) a découvert indépendamment le cal-
cul au 172me siècle . En mathématiques, le calcul fractionnaire
est une branche de I analyse, qui étudie la généralisation de la
différentiation et d’intégration ordinaire à l’ordre non-entier (ar-
bitraire). L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale vers la
fin du 17ince siècle, le sujet est aussi vieux que le calcul différentiel
et remonte aux temps quand Leibniz, Newton ont inventé ce type
de calcul . Leibniz a introduit le symbole df(x)

dxn pour désigner la nime

dérivée d’une fonction ( n ∈ N ) quand il a signalé cela dans une
lettre adressée à l’Hópital datée du 30 septembre 1695 et I’Hópital
a posé la question de ce que serait le résultat si n = 1

2 Leibniz
lui a répondu : *Cela conduirait à un paradoxe à partir duquel

7
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un jour, on pourra tirer des conséquences utiles , [23]. De ces pa-
roles la est né le calcul fractionnaire. Le calcul fractionnaire est
utilisé dans une variété des régions d’applications, par exemples :
Viscoélasticité, la mécanique, théorie de contrôle, électricité, bio-
logie, électromagnétique....,
Un intérêt particulier pour la dérivation fractionnaire est li´e
‘a la modélisation mécanique des gommes et des caoutchoucs,
en bref toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire
des déformations passées et dont le comportement est dit
viscoélastique. En effet, la dérivation fractionnaire s ?y introduit
naturellement.
Sans aller chercher les travaux en cours des spécialistes, nous
recommandons la lecture de l’ouvrage classique (en Anglais) de
Oldham et Spanier. Par ailleurs, les ouvrages en Français sont
rares. Nous invitons le lecteur à poursuivre sa découverte de la
dérivation d’ordre fractionnaire via les ouvrages d’A. Oustaloup et
de G.Montseny ou les travaux récents de D. Matignon, qui a écrit
un chapitre d’introduction au calcul fractionnaire en Français.

Ce mémoire a pour objet l’étude d’existence et d’unicité des
solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire.

Ce mémoire est composé en quatre chapitres qui est organisée
selon le plan suivant :
Dans le premier chapitre, nous évoquerons quelques préliminaires
concernant les outils de base du calcul fractionnaire ainsi que
quelques théorèmes de point fixe.

Le deuxième chapitre intitulé ”Dérivées et Intégrales fraction-
naires” est consacré pour les définitions de quelques opérateurs de
dérivations et d’intégrations fractionnaires et leurs propriétés.

Le troisième chapitre intitulé ” Équations différentielles d’ordre
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fractionnaire”, nous traiterons quelques résultats d’existante
et d’unicité des solutions du problème au limite d’équation
différentielle fractionnaire suivant :

cDay(t) = f(t, y(t)) avec t ∈ J = [0, T ], 0 < c < 1 (0.1)

ay(0) + by(T ) = c (0.2)

En termine ce mémoire par une conclusion générale et un
résumé.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introdiction

Dans ce chapitre, on rappelle des outils de base et des résultats
préliminaires essentiels à notre travail. En particulier, on introduit
des notations, définitions, on présente certains résultats fondamen-
taux sur l’intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au
sens de Caputo, quelques lemmes et on rappelle quelques théorèmes
de points fixe utilisés dans ce travail

1.2 Notatins et Définition

Dans cette section, nous présentons les notations et les
définitions nécessaires pour ce mémoire. Soit J = [0, T ], T > 0,
Notons C(J,R) l’espace de Banach des fonctions continues defi-
nies de J dans R, muni de la norme :

‖y‖∞ = sup{|y(t)|/t ∈ J}

où |.| est une norme sur R.

Définition 1.2.1 Soit E un espace de Banach et A : E → E,
un opérateur. On dit que A est une contraction (ou contratant),

11
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s’il existe une constante 0 < K < 1 telle que : ‖Ax − Ay‖E ≤
K‖x− y‖E, pour tout x, y ∈ E

Proposition 1.2.1 Soit C(J,E) l’espace des fonctions continues
de J vers l’espace de Banach E et M⊂ C(J,E).
M est relativement compact ssi
(i) M est borné i.e. ∃b ≥ 0 tel que ‖f‖∞ ≤ b,∀f ∈M
(ii) M est équicontinu i.e ∀ε > 0,∃δ > 0,∀x1, x2 ∈ J : |x1 − x2| <
δ ⇒ |f (x1)− f (x2)| < ε,∀f ∈M
(iii) ∀x ∈ J, {f(x) ∈ E, f ∈M} est relativement compact dans E

Définition 1.2.2 Soient E et F deux espaces de Banach et f :
E → F une fonction
- f est dite compacte si l’image f(E) est relativement compacte
dans F ,
- f est dite complétement continue si elle est continue et l’image
de tout borné de E est relativement compacte dans F .

Théorème 1.2.1 (Arzela-Ascoli) Soit F une famille des fonc-
tions continues définies sur un intervalle [a, b]. Alors F est rela-
tivement compacte (précompact) dans C[a, b] si F est équicontinu
et uniformément bornée.

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section on a besoin de présenter certaines fonctions
utiles telles que Ia fonetion Gamma d’Euler et la fonction Bêta,
ces fonctions jouent un rôle trés important dans la théorie du cal-
cul fractionnaire, de telles fonctions sont dites fonctions spéciales,
nous allons aussi définir l’intégrale fractionnaire, la dérivation
fractionnaire au sens de Caputo, quelques propriétés et des lemmes
nécessaire pour notre travail.
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1.3.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonc-
tion d’Euler Gamma Γ(z) qui généralise le factorielle n!.

Définition 1.3.1 La fonction Gamma Γ(z) est définie par
lintégrale :

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt, Re(z) > 0

Proposition 1.3.1 Une des propriétés fondamentales de la fonc-
tion Gamma est qu’elle satisfait à l’équation fonctionnelle sui-
vante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0 (1.1)

en particulier
Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N

avec Γ(1) = 1 une autre propriété importante de la fonction
Gamma, est qu’ elle à des pôles simples aux points z = −n, (n =
0, 1, 2, . . .)

Théorème 1.3.1 La fonction Gamma est définit et de classe
C∞ sur ] 0,+∞[, ses dérivées successives sont données par la for-
mule

Γ(k)(x) =

∫ +∞

0

e−t(lnx)ktx−1dt.

1.3.2 Fonction Beta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la
fonction Bêta d’ Euler.

Définition 1.3.2 La fonction Bêta est définie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt,Re(p) > 0,Re(q) > 0 (1.2)
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La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation sui-
vante :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,Re(p) > 0,Re(q) > 0 (1.3)

Il s’ensuit de (1.3) que

B(p, q) = B(q, p),Re(p) > 0,Re(q) > 0

1.3.3 Intégration et dérivation fractionnaires

Dans cette section, on va rappeler l’intégration fractionnaire et
la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, quelques propriétés
et on va donner des exemples.

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α ( α > 0 )
généralise la célébre formule d’intégrales répétées, n -fois, On va
définir l’intégrale d’ordre fractionnaire.

Définition 1.3.3 Soit α ∈ R+, l’opérateur Iαa définie en L1[a, b]
par

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, pour a ≤ t ≤ b

où Γ est la fonction Gamma, est appelé opératear intégrale frac-
tionnaire d’ordre α de Riemann liouville . Pour α = 0, Iαa = I

opérateur identité.
- On note Iα0 f(t) par Iαf(t)

Théorème 1.3.2 Pour f ∈ C[a, b] l’intégrale fractionnaire
posséde la propriété suivante :

Iαa
[
Iβnf(x)

]
= Ia+β

a f(x) pour α > 0, β > 0

Exemple 1.3.1 L’intégrale fractionnaire d’ordre α de la fonction
f telle que :

f(t) = (t− a)β
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avec α > 0, β > −1 et

(Iaaf) (t) =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(t− a)β+a, α > 0, β > −1

En effet :

(Iaaf) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)a−1(s− a)βds

On va utiliser le changement de variable suivant :

s = a+ (t− a)x (1.4)

avec

(0 ≤ x ≤ 1)

d′ aprés ( 1.4) on a

ds = (t− a)dx

(Iaaf) (t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

[t− a− (t− a)x]α−1[a+ (t− a)x− a]β(t− a)dx

(Iaaf) (t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a)α−1(1− x)α−1(t− a)βxβ(t− a)dx

donc :

(Iαa f) (t) =
(t− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− x)α−1xβdx

d’aprés ( 1.2 ), on aurra :

(Iaaf) (t) =
(t− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1)
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On utilisons (1.3) on aura :

(Iaaf) (t) =
(t− a)a+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)α+β

Pour α = 0, 5; β = 1 et a = 0 On aurra :

I0.5f(t) =
Γ(2)

Γ(2, 5)
t1,5 =

t
2
2

Γ(2, 5)
=

√
t3

Γ(2, 5)

Exemple 1.3.2 L’intégrale fractionnaire d’ordre α ( α ∈ R+ )
d’une fonction constante f(t) = c

(Iaaf) (t) = Iαa (c) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1cds

=
c

αΓ(α)
[−(t− s)α]ta

=
c

Γ(α + 1)
(t− a)α, a ∈ R, c ∈ R

On va définir la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, on va
donner quelques exemples.

Définition 1.3.4 Soit n − 1 < α < n, n ∈ N∗ et f une fonction
de classe Cm([a, b] la dérivée fractionnaire au sens Caputo d’ordre
α de la fonction f est définie par :

(cDα
af) (t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)(n−α−1)f (n)(s)ds

où n = [α] + 1 on note (cDa
0f) (t) par (cDaf) (t)

Proposition 1.3.2 [20] La dérivation fractionnaire au sens de
Caputo est linéaire.



1.3 Calcul fractionnaire 17

Exemple 1.3.3 Soit 0 < α < 1 et f(t) = (t− a)β, β > 0 alors

(cDa
af) (t) =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

en effet :

(cDα
af) (t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf ′(s)ds

=
β

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−α(s− a)β−1ds

On faisont le changement de variable (1.4) on aura :

(cDα
af) (t) =

β

Γ(1− α)

∫ 1

0

(t− a)−α(1− x)−α(t− a)β−1xβ−1(t− a)dx

=
β(t− a)β−α

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− x)−αxβ−1dx

On utilise ( 1.2) on aura :

(cDa
af) (t) =

β(t− a)β−a

Γ(1− α)
B(β, 1− α)

et d’aprés (1.3) on a

(eDa
af) (t) =

β(t− a)β−α

Γ(1− α)

Γ(β)Γ(1− α)

Γ(β + 1− α)

=
β(t− a)β−αΓ(β)

Γ(β + 1− α)

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

Exemple 1.3.4 La dérivée fractionnaire d’ordre α, α > 0 au sens
de Caputo d’une fonction constante f(t) = c est nulle.
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Lemme 1.3.1 Soit α > 0, alors l’équation différnticlle d’ordre
fractionnaire :

eDch(t) = 0

admet une solutions h(t) = α0 + c1t + c2t
2 + . . . + cn−1t

n−1, ci ∈
R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1;n = [α] + 1

Lemme 1.3.2 Soit α > 0 alors Ia = Dah(t) = c0 + c1t + c2t
2 +

. . .+ca−1t
n−1 +h(t), pour c1 ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n−1, n = [a]+1

Lemme 1.3.3 Soit f une fonction de classe Cm([a, b]), α > 0, et
n = [a] + 1 alors

Iαa (cDa
af) (t) = f(t)−

n−1∑
k=a

f (k)(a)

k!
(t− a)k

Lemme 1.3.4 Soit a > 0, et f ∈ L∞[a, b] alors

(cDα
a I

α
a f) (t) = f(t)

Pour plus de détails sur la dérivation fractionnaire, le lecteur
intéressé pourra consulter [11, 23, 20, 22, 26, 25].

1.4 Théorèmes de Point Fixe

Dans cette section nous présentons deux théorèmes de point fixe
qui sont utilisés dans notre travail pour démontrer l’existence et
l’unicité de solution du problème aux limites pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire sous certaine condition an sens
de Caputo.

Théorème 1.4.1 (Contraction de Banach) Soit X un espace
de Banach et f : X → X une contraction. Alors, f a un unique
point fixe.
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Théorème 1.4.2 (L’Alternative Non Linéaire de Leray-
Schauder) Soit E un espace de Banach, et U ⊂ E convexe avec
0 ∈ U . Soit F : U → U est un opérateur complètement continu.
Alors ou bien

i) F a un point fixe
ou bien

ii) L’ensemble E = {x ∈ U : x = λF (x), 0 < λ < 1} est non
borné.
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Chapitre 2

Dérivées et Intégrales
fractionnaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques approches de
généralisation de la notion de dérivation et intégration.

2.1 Les Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov

2.1.1 Unification des dérivées et des intégrales fractionnaires d’ordre
entier

Dans cette section nous donnons une approche pour l’unifica-
tion des deux notions, qui sont souvent présentées séparément dans
l’analyse classique : dérivée d’ordre entier n et intégrale répéter n-
fois. Considérons une fonction continue y = f(t) On sait que la
dérivée première de la fonction f(t) est définie par :

f ′(t) =
df(t)

dt
= lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
(2.1)

21



22 Dérivées et Intégrales fractionnaires

En appliquant cette définition deux fois, on trouve la dérivée se-
conde :

f ′′(t) =
d2f(t)

dt2
= lim

h→0

f ′(t)− f ′(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

{
f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− 2h)

h

}
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2

(2.2)

En utilisant ( 2.1 ) et (2.2) nous obtenons :

f ′′′(t) =
d4f(t)

dt
= lim

h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3

(2.3)
et par récurrence,

f (n)(t) =
dnf(t)

dtn
= lim

h→0

1

hn

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
f(t− rh) (2.4)

où (
n

r

)
=
n(n− 1) . . . (n− r + 1)

r!
(2.5)

Considérons maintenant, l’expression suivante qui généralise les
fractions (2.1) et (2.4) :

f
(p)
h (t) =

1

hp

P∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) (2.6)

où p est un entier arbitraire, r est aussi un entier. Il est évident
que pour p ≤ r, on a :

lim
h→0

f
(p)
h (t) = f (p)(t) =

dpf(t)

dtp
(2.7)
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car dans un tel cas, comme entraine de (2.5), tous les coefficients

du numérateur après

(
p
p

)
sont nuls. Pour les valeurs négatives

de p, et Par commodité, on note :[
p
r

]
=
p(p+ 1) . . . (p+ r − 1)

r!
(2.8)

alors, on a :(
−p
r

)
=
−p(−p− 1) . . . (−p− r + 1)

r!
= (−1)r

[
p
r

]
(2.9)

et en remplaçant p dans (2.6) par (−p), on peut écrire :

f
(−p)
h (t) =

1

h−p

m∑[
p
r

]
f(t− rh) (2.10)

où p est un nombre entier positif. Si p est fixe, alors f
(−p)
h (t) tend

vers 0 quand h → 0. Pour arriver à une limite non nulle, on
suppose que n→∞ Alors, on peut prendre h = t−a

n , où a est une

constante réelle, et on cor (soit finie ou infinie), de f
(−p)
h (t), que

l’on notera comme suit :

lim
h→0

f
(−p)
h (t) = aD

−p
t f(t) (2.11)

telle que : nh = t− a Considérons quelques cas particuliers. Pour
p = 1, on a :

f
(−1)
h (t) = h

n∑
r=0

f(t− rh) (2.12)

en tenant compte de t−nh = a et que la fonction f(t) est suppose
continue, on conclut que :

lim
Λ→0

f
(−1)
h (t) = D−1

t f(t) =

∫ t−a

0

f(t− z)dz =

∫ t

a

f(τ)dτ (2.13)
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Pour p = 2. on a :[
2
r

]
=

2.3...(2 + r − 1)

r!
= r + 1

et on a :

f−2
s (t) = h

∞∑
r=0

(r + 1)hf(t− rh) (2.14)

En notant t+ h = y, nous pouvons écrire :

f−2
h (t) = h

n+1∑
r=1

(rh)f(t− rh) (2.15)

Sih −→ 0, alors :

lim
h→0

f−2
h (t) = aD

−2
t f(t) =

∫ t−a

0

zf(t− z)dt =

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ

car y −→ t quand h → 0 Pour Le troisième cas particulier p = 3,
en tenant compte de[

3
r

]
=

3.4 · ..(3 + r − 1)

r!
=

(r + 1)(r + 2)

1.2
(2.16)

Nous avons :

f
(−3)
h (t) =

h

1.2

n∑
r=0

(r + 1)(r + 2)h2f(t− rh)

En posant, comme ci-dessus, t+ 2h = y, nous obtenons :

f
(−3)
h =

h

1.2

m+1∑
r=1

r(r + 1)h2f(y − rh) (2.17)

L’expression ( 2.17 ), peut s’écrire sous la forme :

f (−3)
n (t) =

h

1.2

m+1∑
r=1

(rh)2f(y − rh) +
h2

1.2

n+1∑
r=1

rhf(y − rh) (2.18)
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En faisant tendre h→ 0, nous obtenons :

aD
−3
t f(t) =

1

2!

∫ t−a

0

z2f(t− z)dz =
1

2!

∫ t

0

(t− τ)2f(τ)dr (2.19)

Parce que y −→ t et h −→ 0 et

lim
h→0

h2

1.2

n+1∑
r=1

rhf(y − rh) = lim
h→0

h

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ = 0

Les relations (2.13) − 2.19) suggèrent l’expression générale sui-
vante :

aD
−p
t f(t) = lim

h→0nh=t−a

hp
n∑
r=0

[
p
r

]
f(t− rh) (2.20)

=
1

(p− 1)!

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ

Pour la démonstration de la formule (2.20), on procède par
récurrence (voir [3]). Montrons maintenant, que (2.20) est une
représentation d’une intégrale répétée p -fois. En ingérant la rela-
tion

d

dt

(
aD
−p
t f(t)

)
=

1

(p− 2!)

∫ t

a

(t− τ)p−2f(τ)dτ = aD
−p+1
t f(t)

de a à t, nous obtenons :

aD
−p
t f(t) =

∫ t

a

(
D−p+1
t f(t)

)
dt

aD
−p+1
t f(t) =

∫ t

a

(
D−p+2
t f(t)

)
dt
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et donc

aD
−p
t f(t) =

∫ t
a dt

∫ t
a

(
aD
−p+2
t f(t)

)
dt

=
∫ t
a dt

∫ t
a dt

∫ t
a

(
aD
−p+3
t f(t)

)
dt

=

∫ t

a

dt

∫ t

a

dt . . .

∫ t

a

f(t)dt︸ ︷︷ ︸
p−f ois

(2.21)

On remarque que la dérivée d’ordre entier n et l’intégrale répétée
n -fois d’une fonction continue f(t) sont des cas particuliers de la
formule générale :

aD
−p
t f(t) = lim

h→0nh=t−a

hp
n∑
r=0

(−1)r
(
p
r

)
f(t− rh) (2.22)

qui représente la dérivée d’ordre m si p = m et l’intégrale répétée
m -fois si p = −m.

Théorème 2.1.1 Considérons une suite (βk) de nombres réels et
supposons que

limk→∞ βk = 1
limn→∞ αn,k = 0 pour tout k
limn→∞

∑n
k=1 αn,k = A, pour tout k∑n

k=1 |αn,k| < K pour tout n

Alors

lim
n→∞

n∑
k=1

αn,kβk = A

Preuve : Pour la démonstration, on renvoi à [3]

2.1.2 Propriétés

Composition avec les dérivées d’ordre entier
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Proposition 2.1.1 Pour m entier positif et p nom entier on a :

dm

dtm
(aD

p
t f(t)) = aD

m+p
t f(t)

et

Dp
t

(
dm

dtm
f(t)

)
= aD

m+p
t f(t)−

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p−m

Γ(k − p−m+ 1)

Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 2.1.2 si q < 0 et p ∈ R, alors :

aD
P
t (aD

q
t f(t)) = aD

p+q
t f(t)

” si 0 ≤ m− 1 < q < m et p < 0, alors :

aD
P
t (aD

q
t f(t)) = aD

p+q
t f(t)

Seulement si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . , r − 2 avec
r = max(m,n)

2.1.3 Transformée de Laplace

soit f une fonction qui possède une transformée de Laplace
F (s). pour 0 ≤ p < 1, on a :

0D
p
t f(t) =

f(0)t−p

Γ(1− p)
+

1

Γ(1− p)

∫ t

0

(t− τ)−pf ′(τ)dτ

alors

L
[
0DP

t f(t)
]

(s) =
f(0)

s1−p +
1

s1−p [sF (s)− f(0)]

= spF (s)

Pour p ≥ 1 il n’existe pas de transformée de Laplace dans le sens
classique mais dans le sens des distributions on a aussi :

L
[

0D
P
t f(t)

]
(s) = spF (s)
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2.2 Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Dans cette partie, nous donnons quelques définitions et résultats
concernant le calcul fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

2.2.1 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Calculons la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f(t) =
(t− a)β En utilisant ( 2.35 ) on peut écrire

RDα
t (t− a)4 =

(
d

dt

)m [
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β+m−α

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

(
d

dt

)m
(t− a)β+m−α

(2.23)

on sait que(
d

dt

)m
(t−a)4+m−α = (β+m−α)(β+m−α−1) . . . (β−α+1)(t−a)A−α

(2.24)
Par substitution de (2.44) dans (2.43) on obtient :

RDα
t (t− a)β

=
Γ(β + 1)(β +m− α)(β +m− α− 1) . . . (β − α + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)(β +m− α)(β +m− α− 1) . . . (β − α + 1)

(β +m− α)(β +m− α− 1) . . . (β − α + 1)Γ(β − α + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)4−α

Remarque 2.2.1 :
i) La formule de dérivation (2.45) se réduit pour α = 1 à

n
uD

1
t (t−a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(t−a)s−1 = β(t−a)d−1 =

d

dt
(t−a)β (2.25)
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ii) Si on prend β = 0 dans l’exemple précédent, on on arrive au
résultat suivant :

RDα
t 1 =

(t− a)−a

Γ(1− a)

c’est-à-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’une constante n’est pas nulle ni constante ! mais on a

nDα
t C =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α

Définition 2.2.1 (Intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville à gauche)

∀t > a, RD−αt f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ

Définition 2.2.2 (Dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville à gauche)

∀t > a, RDρ
t f(t) =

1

Γ(m− α)

(
d

dt

)m ∫ t

a

(t− τ)m−α−1f(τ)dτ

Les deux définitions précédentes utilisent le passé de f c’est-à-
dire les valeurs de f(τ) pour a < τ < t Nous pouvons définir
des opérateurs similaires, qui utilisent le futur de f c’est-à dire
les valeurs de f(τ) pour t < τ < b. On définit ensuite les deux
opérateurs suivants :

Définition 2.2.3 (Intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville à droite)

∀t < b, R
1 D

−β
b f(t) =

1

Γ(β)

∫ b

t

(τ − t)j−1f(τ)dτ
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Définition 2.2.4 (Dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville à droite)

∀t < b, k
1D

A
b f(t) =

1

Γ(m− β)

(
− d
dt

)m ∫ b

t

(τ − t)m−β−1f(τ)dτ

Notons bien que f est une fonction telle que RD◦t f(t) et R
nD

A
b f(t)

sont définies

2.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Dans la modélisation mathématique l’utilisation des dérivées
fractionnaires au sens de Riemann Liouville mène a des conditions
initiales contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires en
la borne inférieure t = a. Une certaine solution de ce problème a
été proposée par M.Caputo. Soit p ≥ 0 (avec n − 1 ≤ p < n et
n ∈ N ∗ ) f est une fonction telle que dn

dtnf ∈ L1[a, b] La dérivée
fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :

aDtf(t) = 1
Γ(n−p)

∫ t
a(t− τ)n−p−1f (n)(τ)dτ

= In−p
(
dm

dtnf(t)
)

2.3.1 Propriétés

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
soit p ≥ 0 (avec n− 1 ≤ p < n et n ∈ N ∗ ). supposons que f
est une fonction telle que aDrf(t) et F

aDtf(t) existe, alors :

2. Composition avec l’opérateur d’intégration fraction-
naire :
Si f est une fonction continue, on a :

ΣDP
t f(t)Ipa = f
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et I ′′n (εD′if(t)) = f(t)−
∑n−1

k=0
fk(a)(t−a)k

k!

Alors, l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse
gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire mais il n’est
pas un inverse droit.

2.3.2 Transformée de Laplace

Si f possède un transformée de Laplace F (s), alors :

Lc0D
p
t f(t)] (s) = spF (s)−

∑n−1
k=0 s

p−k−1f (k)(0)

( avec n − 1 ≤ p < n) Comme cette transformée induit les
valeurs de la fonction f et ces dérivées f (k) en la borne inférieure
t = 0 pour lesquelles certaines interprétations physique existent
elle peut être très utile dans I’application.

Exemple 2.3.1 :

La dérivée d’une fonction constante au sens de Ca-
puto :
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est
nulle :

c
aD

P
t C = 0

1.2. La dérivée de f(t) = t− a)α au sens de Caputo :
Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1 alors,
on a :

f (n)(τ) =
Γ(α + 1)

Γ(α− n+ 1)
(t− τ)α−n

d′ou̇

c
aD

p
t (t−a)α =

Γ(α + 1)

Γ(n− p)Γ(α− n+ 1)

∫ t

a

(t−τ)n−p−1(τ−a)α−ndτ
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En effectuant le changement de variables τ = a + s(t− a) on
aura :

cDp
t (t− a)α = Γ(α+1)

Γ(n−p)Γ(α−n+1)

∫ t
a(t− τ)n−p−1(τ − a)α−ndτ

= Γ(α+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1)(t− a)α−p

∫ 1

0 (1− s)n−p−1(s)α−nds

= Γ(α+1)β(n−p,α−n+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1) (t− a)α−p

= Γ(α+1)Γ(n−p)Γ(α−n+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1)Γ(α−p+1)(t− a)α−p

= Γ(α+1)
Γ(α−p+1)(t− a)α−p



Chapitre 3

Equations différentielles d’ordre
fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité du
problème

cDay(t) = f(t, y(t)) avec t ∈ J = [0, T ], 0 < c < 1 (3.1)

ay(0) + by(T ) = c (3.2)

Où ◦D◦ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ]×
R → R, une fonction continue, a, b, c sont des constantes réelles
avec a+ b 6= 0

Banach dans le premier résultat et dans le deuxième on va uti-
liser le théorème de point fixe de Leray Sch auder. Ce chapitre est
base sur les travaux —2,4—

Lemme 3.1.1 soil 0 < a < 1 et soit h : [0, T ] → R une fonction
continue. Une fonction y est une solution de l’équation intégrale
fractionnaire

y(t) = y0 +
1

Γ(a)

∫ t

0

(t− s)n−1h(s)ds (3.3)

33
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si et seulement si y est la solution du problème à voleur initiale
pour équation différentielle fractionnaire

′D◦y(t) = h(t), t ∈ J = [0, T ] (3.4)

y(0) = y0 (3.5)

Preuve : Soit y solution du problème (3.4) −(3.5). On a l’équation
(2.4) on appliquant l’opérateur I◦ an x deux membres de l’égalité
on aura :

IαcDαy(t) = Iαh(t)

IαcDαy(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds (3.6)

d’après le lemme 3.1 et pour a = 0, et n = 1 on aura

IαcDαy(t) = y(t)− y(0) (3.7)

de(3.6) et (3.7) on aura :

y(t)− y(0) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

et on a

y(t)) = y(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

ce qu’il fallait démontrer.

IαcDαy(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

d′ après le lemme 3.3 et pour a = 0, et n = 1 on aura

IαεDαy(t) = y(t)− y(0)

de (3.6) et (3.7) on aura

y(t)− y(0) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds
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et on a

y(t)) = y(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

ce qu il fallait démontrer.

Lemme 3.1.2 soit 0 < α < 1, et soit h : [0, T ]→ R une fonction
continue, une fonction y est une solution de l’équation intégrale
fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]

(3.8)
Si et seulement si y est la solution du problème aux limites pour
l’équation différentielle fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ] (3.9)

ay(0) + by(T ) = c (3.10)

Preuve : D’après le lemme 3.1 on a (3.3), on utilise la condition
(3.10) pour calculer la constante y0. donc

ay(0) = ay0, by(T ) = by0 +
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

On aura :

ay0 + by0 +
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds = c, avec a+ b 6= 0

par suite, on aura :

y0 =
−1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]
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d’après le lemme 3.3, on aura

eDαy(t) = h(t)

et

ay(0) + by(T ) = a

[
− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
))]

+ b

[
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
)]

= − a

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]

+
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− b
a+b

[
b

Γ(α)

∫ T
0 (T − s)α−1h(s)ds− c

]
=
[

−ab
(a+b)Γ(α) + b

Γ(α) −
b2

(a+b)Γ(α)

] ∫ T
0 (T − s)α−1h(s)ds

+c
(

a
a+b + b

a+b

)
= −ab+(a+b)b−b2

(a+b)Γ(α)

∫ T
0 (T − s)α−1h(s)ds+ c

= c

et on obtient (3.10)

Définition 3.1.1 Une fonction y ∈ C1(J,R) est dite solution du
problème (2.1)− (2.2) si y vérifie l’équation intégrale suivante :
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y(t) = 1
Γ(α)

∫
0(t − s)α−1f(s, y(s))ds −

1
a+b

[
b

Γ(α)

∫ T
0 (T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]

3.2 Résultats Principaux

On va énoncer un premier résultat sur l’unicité de la solution
de (3.1)− (3.2) on utilisons le théorème de contraction de Banach.

Théorème 3.2.1 Supposons que (H1) il existe une constante k >
0 telle que |f(t, u) − f(t, v)| ≤ k|u − v|, pour tout t ∈ Jet tout
u, v ∈ R si

kT a
(

1 + |B|
|a+4

)
Γ(α + 1)

< 1 (3.11)

alors le problème (3.1)− (3.2) admet une solution unique sur [0, T ]

Preuve : Transformons le problème (3.1)− (3.2) en un problème
de point fixe. Considérons l’opérateur : F : C([0, T ],R) →
C([0, T ],R). Définie par :

F (y)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
]

(3.12)
Il est clair que les points fixes de l’opération F sont solution
du problème (3.1) − (3.2). F est bien définit, en effet : si y ∈
C([0, T ],R), alors (Fy) ∈ C([0, T ],R). Pour montrer que F admet
un unique point fixe, il suffit de montrer que F est une contraction.
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En effet Si x, y ∈ C([0, T ],R) alors pour tout t ∈ J on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| =| 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds− 1

a+ b[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, x(s))ds− c
]

− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

+
1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
]
|

= H(t)

donc

|F (x)(t)− F (y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | f(s, x(s))− f(s, y(s) |

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1 | f(s, x(s))− f(s, y(s) | ds

≤ k‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

+
|b|k‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds

≤

kT∞
(

1 + |b|
a+b|

)
αΓ(α)

 ‖x− y‖∞
Prenons le supremum sur [0, T ], nous avons

‖F (x)− F (y)‖∞ ≤

KT∞
(

1 + |b|
|a+b|

Γ(α + 1)

 ||x− y| |∞

par la condition (3.11), l’opérateur F est une contraction et donc
F a un unique point fixe par le principe de contraction de Banach,
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qui donne une solution intégrale unique an problème (3.1)− (3.2)
Le deuxième résultat pour le problème (3.1) − (3.2) est basée sur
le théorème de point fixe de Leray- Schander.

Théorème 3.2.2 Supposons que : (H2) f : [0, T ]×R→ R, une
fonction continue (H3) Π existe une constant M > 0 telle que :

|f(t, u)| ≤M pour tout t ∈ [0, T ], et tout u ∈ R

Alors le problème (3.1) − (3.2) admet on moins une solution sur
[0, T ].

Preuve : On va montrer que F définit par (2.12) admet un point
fixe, on va utiliser le théorème du point fixe de Leray-Schauder. La
preuve est donnée en quatre étapes.
Etape 1 . F est continu.
Soit {yn} une suite dans C (| 0, T ′]) ,R ) telle que yn → y

dans C([0, T ]),R ) lalim ‖yn − y‖∞ = 0, on va montrer que
limn→+∞ ‖G (yn)−G (y‖∞ = 0, pour tout t ∈ J

|F (yn)− F (y)| =| 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f (s, yn(s)) ds

− 1

a+ b

(
b

Γ(a)

∫ T

0

(T − s)a−1f (s, yn(s)) ds− c
)

− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

+
1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− ε
)
|

|F (yn)− F (y)| ≤

(
1 + |b|

|a+b|

)
T α ‖f (., yn(.))− f(., y(.))‖∞

αΓ(α)
Prenons le supremum sur |0, T |, on obtient Puisque f est une
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fonction continue, nous avons

‖F (yn)− F (y)‖∞ ≤

(
1 + |b|

a+b

)
T α ‖f (. . . , yn(.))− f(., y(.))‖∞

Γ(α + 1)
→ 0

quand n →∞doncFestcontinue
Etape 2 :Ftransformetoutensembleborneen11
nensembleuniformémentbornedansC(J, R)Eneffet, ilsuffitdemontrerquepourtoutη >
0, il existe une constante strictement positif I tel que pour chaque
y ∈ Bη = {y ∈ C([0, T ],R) : ‖y‖∞ ≤ η} On veut montrer que
‖F (y)‖∞ ≤ l On a pour tout t ∈ [0, T ] et de (H3) on a

|F (y)(t)| ≤ M

αΓ(α)
T α +

b |M
αΓ(α)|a+ b|

T α +
|c|
|a+ b|

‖F (y)‖∞ ≤
M

Γ(α + 1)
T α +

|b|M
Γ(α + 1)|a+ b|

T α +
|c|
|a+ b|

= l

et donc F (Bn) est uniformément borné
Etape 3 : F transforme tout ensemble borne en un ensemble
équicontinu u dans C([0, T ],R). Soit t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, Bη un
ensemble borné de C([0, T ],R) de l′ étape deux et soit y ∈ Bη Alors

| F (y) (t2)− F (y) (t1) |≤
M

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α +

M

Γ(α + 1)
(tα1 − tα2 )

Quand t1 → t2, le membre droit de l ’inégalité précédente
tend vers 0 . Alors, l’ensemble Y (t) = {F (y)(t) : y ∈ Bη} est pré-
compact dans R.D après les étapes précédentes et le Théorème
d’Arzelá-Ascoli, nous pouvons conclure que F est un opérateur
complètement continu.
Etape 4 : Estimations a priori des solutions. Maintenant reste a
montrer que : ε = {y ∈ C(J,R) : y = λF (y) pour 0 < λ < 1} est
borné. Soit y ∈ ε+ alors

y = λF (y), pour 0 < λ < 1



3.2 Résultats Principaux 41

donc pour chaque t ∈ J on a :

y(t) = λ

[
1

Γ(a)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
)

pour t ∈ J on a :

|y(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

on a

|y(t)| ≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|M

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

αΓ(α)
T α +

M |b|
αΓ(α)|a+ b|

T α +
|c|
|a+ b|

on a

‖y‖∞ ≤
M

Γ(α + 1)
T α +

M |b|
Γ(α + 1)|a+ b|

T α +
|c|
|a+ b|

= R

avec R une constante strictement positif. Cela montre que e est
uniformément borné par conséquence du théorème 1.4.2du point
fixe de Leray-Schauder, On déduit que F admet au moins un point
fixe qui est une solution du problème de (3.1)− (3.2)
Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du
problème ( 3.1)−(3.2) Le lemme suivant est essentiel pour la preuve
de notre résultat principal.

Lemme 3.2.1 (Lemme de Gronwall) Soient ϕ, ψ et y trois
fonctions continues sur un segment [a.b], à valeurs positives et
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vérifiant l’inégalité.

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds ∀t ∈ [a, b] (3.13)

Alors

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp

(∫ t

n̄

Ψ(u)du

)
ds ∀t ∈ [a, b]

Preuve : Posons F (t) =
∫ t
a ψ(s)y(s)ds En multipliant les deux

membres de (3.13) par ψ(t), on obtient :

F ′(t)− ψ(t)F (t) ≤ ϕ(t)ψ(t)

Ce qui s’écrit aussi :

G′(t) ≤ ϕ(t)ψ(t) exp
(
−
∫ t
a ψ(s)ds

)
, avec

G(t) = F (t) exp
(
−
∫ t
a ψ(s)ds

)
comme G(a) = F (a) = 0, on déduit par intégration :

G(t) ≤
∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp

(
−
∫ s

a

ψ(u)du

)
ds

Or, d’après (3.13), on aura

y(t) ≤ ϕ(t) +G(t) exp

(∫ t

a

ψ(s)ds

)
d’où le résultat voulu. Maintenant on va présenté un théorème
d’unicité des solutions du problème (3.1)− (3.2)

Théorème 3.2.3 Supposons que le problèmes conditions du
théorème 2.2.2 sont vérifiées et supposons que de plus qu’il existe
une constante positiveK telle que :

|f(t, u(t))−f(t, v(t))| ≤ K‖u−v‖∞, ∀t ∈ J et ∀u, v ∈ C(J,R)

je Alors le problème (3.1)− (3.2) admet une unique solution sur J
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Preuve : L’existence d’au moins une solution y(t) du problème
(3.1)− (3.2) est assurée par le théorème 2.2.2. Pour prouver l’uni-
cité de y(t), on suppose que le (3.1)− (3.2) admet une autre solu-
tion. Soit z(t) cette autre solution du problème (3.1)− (3.2) alors
pour chaque t ∈ J, nous avons :

|(y)(t)− z(t)| ≤
K
(

1 + |θ|
|a+b|

)
Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1‖y − z‖∞ds

Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall 2.2.1, avec
ϕ(t) ≡ 0 et u(t) = |y(t)− z(t)| on obtient y(t) = z(t), où l’unicité
de la solution du problème (3.1)− (3.2)

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’uti-
lité de nos principaux résultats. Considérons le problème aux li-
mites fractionnaire suivant :

cDαy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et) (1 + |y(t)|)
, t ∈ J = [0, 1], α ∈ (0, 1] (3.14)

avec

y(0) + y(1) = 0 (3.15)

Posons :

f(t;x) =
e−tx

(9 + et) (1 + x)
, (t, x) ∈ J × [0,∞)
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Soit x, y ∈ [0,∞) et t ∈ J alors on a :

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

9 + et

∣∣∣∣ x

(x+ 1)
− y

(y + 1)

∣∣∣∣
=

e−t|x− y|
(9 + et) (1 + x)(1 + y)

≤ e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|

D’où la condition (H1) est vérifiée avec k = 1
10 , nous vérifions

la condition (3.11) est satisfaite pour des valeurs appropriées de
α ∈ (0, 1] avec a = b = T = 1 En effet,

3k

2Γ(α + 1)
< 1⇔ Γ(α + 1) >

3k

2
= 0, 15

Alors par le théorème2.2.1 le problème ( 3.14 ) −(3.15) a une
solution unique sur [0,1] pour les valeurs de α satisfaisant (3.16)



Conclusion

Nous avons, dans ce mémoire, tenté d’introduire grâce à
quelques exemples les notions fondamentales de dérivation d’ordre
fractionnaire. Nous avons présenté ses différentes définitions avec
les approches de Caputo et de Riemann-Liouville.
Enfin on établit une application sur les équations différentielles
d’ordre fractionnaire.
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