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Introduction

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback),

elle consiste donc à garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de façon

plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation. Plus précisément, le problème

de stabilisation auquel on s’intéresse revient à déterminer le comportement asymp-

totique de l’énergie que l’on note E(t) (c’est la norme des solutions dans l’espace

d’ état), à étudier sa limite a...n de déterminer si cette limite est nulle ou pas, et

si cette limite est nulle, à donner une estimation sur sa vitesse de décroissance de

l’énergie vers zéro. Il existe plusieurs degrés de stabilité que l’on peut étudier. Le

premier degré consiste à analyser simplement la décroissance de l’énergie des solu-

tions vers zéro. La première partie consiste dans le première chapiter on a vu un

rappelle sur Thermoélasticité classique on trouvera dans cette parties les Dérivation

des équations , Ensuite, nous nous intéressons à dans deuxieme chapiter Espace de

Sobolev Cette partie comporte quettre section importanat , Quelques définitions et

théorèmes, ensuite Espaces fonctionnels , Théorème d’injection de Sobolev et Le

Théorème de Lax-Milgram. Dans le troisième chapitre, nous présentons Les opera-

teurs et semi-groupe avec une application.
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Chapitre 1

Thermoélasticité classique

1.1 Dérivation des équations

1.1.1 Problémes non linéaires

Dans la suit nous donnons un bref résumé de la dérivation des équations non

liéaires décrivant le comportement thermoélastique d’un corps B.

Soit Ω ⊂ Rn, n = 1, 2ou3 un domaine borné représentant la configuration de

référence d’un corps élastique thermiquement conducteur B. Désignons par X(x, t) la

position du point de référence x á l’instant t et par u(x, t) = X(x, t)−xetθ = T−T0 le

déplacement (vecteur) et la différence de température, respectivement, TetT0 étant la

température absolue et la température de référence. Alors, l’équation (mÃ c©canique)

de conservation de la quantité de mouvement qui décrit les déformations du corps

et l’équation (thermique) de conservation de l’énergie s’écrivent

ρutt = divS + ρf.
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Et

et = tr(SFt)− divq + g.

Où

ρ : la densité.

S : letenseurdescontraintesdeP iola−Kirchhof.

e : l’énergie interne.

F = I +∇u : le tenseur de gradient de déformation.

q : le flux de chaleur.

f : la force externe du corps.

g : l’apport de chaleur externe.

Notons l’entropie par η et par

ψ = e− (θ + T0)η

l’énergie libre de Helmholtz. De la seconde loi de la thermodynamique (l’inégalité

de Clausius-Duhem),onpeut supposer dans la thermoélasticité classique que ψ, S, η

sont des fonctions de (∇u, θ)

par exemple :

S =
∂ψ

∂(∇u)
(∇u, θ), η = −∂ψ

∂θ
(∇u, θ)
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et q dépend de (∇u, θ,∇θ) vérifiant

q(∇u, θ,∇θ),∇θ ≤ 0

où l’exemple typique est la loi de Fourier

q = −κ∇θ

avec κ = κ(∇u, θ) est le tenseur de conductivité thermique. A l’aide des représentations

ci-dessus, la loi de conservation de l’énergie peut être réécrite comme

g = divq + (θ + T0)ηt

où

g = divq +

[
−∂

2ψ

∂θ2
θt −

∂2ψ

∂(∇u)∂θ
∇ut

]
(θ + T0).

Le systéme d’équations thermoélastiques avec le flux de chaleur q obéissant á la

loi de Fourier est un systéme couplé hyperbolique-parabolique. Pour que le probléme

soit mathématiquement bien posé, il faut en général spécifier :

1. Les conditions initiales u(t = 0) = u0, ut(t = 0)u1, θ(t = 0) = θ0

2. Les conditions aux limites sur le bord, par exemple : i Ω 6= Rn un milieu

assujetti rigidement avec la température maintenue constante sur les limites

u = 0, θ = 0ur∂Ω(condition de Dirichlet). ou traction libre isolée

Sv = 0, ∂q
∂v

= 0(condition de Neumann) ou d’autres combinaisons des condi-

tions aux limites pour uetθ.Ici ; v = v(x) est le vecteur normal unitaire au

point x ∈ ∂Ω.
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1.1.2 Problémes linéaires :

L’investigation des équations linéarisées jouera un rôle important. Supposant que

|∇u|, |∇ut|, |θ|, |θt|et|∇θ|,

sont petits, et en utilisant des expansions de Taylor (par exemple ∂2ψ
∂(∇u)∂θ

(∇u, θ, x) =

∂2ψ
∂(∇u)∂θ

(0, 0, x) + 0(|∇u|+ |θ|)) la linéarisation du systéme conduit alors au systéme

(T0 = 1 sans perte de généralité)

ρutt −DTSDu+DtΓθ = ρf

δθt −∇tκ∇θ + ΓtDut = g

où ρ(x) peut être considérée comme une matrice densité symétrique,S = S(x) ∈

M ×M est une matrice symétrique et définie positive contenant la module élastique

(M = 6 dans R3) Γ = Γ(x) est un vecteur avec les coefficients de détermination que

l’on appelle le tenseur de contrainte thermique, δ = δ(x) est la chaleur spécifique

et κ = κ(x) est le tenseur de conductivité thermique. Toutes les fonctions sont

supposées être lisses. D est une abréviation pour un gradient généralisé :

D =



∂1 0 0

0 ∂2 0

0 0 ∂3

0 ∂3 ∂2

∂3 0 ∂1

∂2 ∂1 0



dansR3
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D =


∂1 0

0 ∂2

∂2 ∂1

 dansR2

,

D = ∂1 dans R

De cette maniére, le cas général (linéaire) non homogéne et anisotrope est décrit.

La contrepartie linéaire des conditions aux limites s’écrivent

N t(SDu− Γθ) = 0

vtκ∇θ = 0

où N provient du vecteur normal v de la même façon que D provient du vecteur

gradient ∇.Les modules élastiques Cijkl, i, j, k, l = 1.....n, qui sont donnés en général

par :

Cijkl =
∂2ψ

∂(∂iui)∂(∂kul)
(0, 0, x)

satisfont dans le cas linéaire

Cijkl = Cklij = Cjikl

L’hypothése de positivité de Ci,j,k,l dans le sens

∃K0 > 0,∀ξij = ξji ∈ R,∀x ∈ Ω; ξijCijklξkl ≥ K0

n∑
j,k=1

|ξjk|2
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implique que la matrice S = S (x) est uniformément définie positive car

S =



C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112

. C2222 C2233 C2223 C2231 C2212

. . C3333 C3323 C3331 C3312

. . . C2323 C2331 C2312

. . . . C3131 C3112

. . . . . C1212



dansR3

S =


C1111 C1122 C1112

. C2222 C2212

. . C1212

 dansR2

S = C1111 dans R.

Dans le cas simple d’un milieu homogéne isotrope, nous avons

S =



2µ+ λ λ λ 0 0 0

. 2µ+ λ λ 0 0 0

. . 2µ+ λ 0 0 0

. . . µ 0 0

. . . . µ 0

. . . . . µ



dans R3
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S =


2µ+ λ λ 0

. 2µ+ λ 0

. . µ

 dans R2

S = τ > 0 dans R.

Et le systéme réduit dans le cas bidimensional ou tridimensional est donné par :

utt − ((2µ+ λ)∇∇t − µ∇×∇)u+ γ∇θ = f,

δθt − κ4θ + γ∇tut = g,

où la densité ρ = 1 sans perte de généralité,µ et λ sont les modules de lamé

µ > 0 et 2µ+ λ > 0 de plus δ, κ > 0 et γ 6= 0.

Remarque 1.1.1 Dans l’espace unidimensionnel, sous certaines hypothéses, le systéme

linéaire de base s’écrit comme suit :


utt − τuxx + γθx = f

δθt − κθxx + γutx = g

et le systéme non linéaire peut s’écrire comme le systéme suivant :


utt − a(ux, θ)uxx + b(ux, θ)θx = f

c(ux, θ)θt − d(θx, θ)θxx + b(ux, θ)utx = g

11



Chapitre 2

Espace de Sobolev

2.1 Quelques définitions et théorèmes

Soient X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ et (un)n∈N une suite dans

X.

Définition 2.1.1 On dite que la suite (un)n∈N converge fortement vers u dans X si

‖un − u‖X → 0 lorsque n→ +∞.

Définition 2.1.2 (un)n∈N est dite convergente faiblement vers u dans X si

〈un, v〉 → 〈u, v〉, ∀v ∈ X ′ .

Proposition 2.1.1 Soit(un) une suite de X et u un élément de X. On a

un ⇀ u dans X ⇔ 〈f, un〉 → 〈f, u〉, ∀f ∈ X ′ .

12



Théorème 2.1.1 Soit X un espace réflixif et soit (un)n∈N une suite bornée de X.

Alors il existe une sous-suite, encore notée (un) et u ∈ X tell que un ⇀ u dans X.

Définition 2.1.3 Un espace est séparable ssi il contient une partie dénombrable

danse.

Définition 2.1.4 Soit J : X → X
′′

tel que J(x) = f 7→ 〈f, x〉 un espace X est dit

réflexif si J est bijective de X Dans X
′′
.

Théorème 2.1.2 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif ssi

BX = {x ∈ X; ∈ ‖x‖ ≤ 1}

est compact pour la topologie faible.

Définition 2.1.5 On dit qu’un espace de Banach X est uniformément convexe si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 tels que (x, y ∈ X, ‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 et ‖y − x‖ > ε)

⇒ (‖x+y
2
‖ < 1− δ).

2.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Lebesgue et les

espaces de Sobolev. Pour une presentation plus complète de ces espaces, on poura

consulter par exemple l’ouvrage de Hamh.Brezis[18] ou R.A.Adams[17]. Soit p un

réel avec 1 ≤ p ≤ ∞ et Ω un ouvert de RN . On désigne par D(Ω) l’espace des

fonctions de classe C∞ sur Ω, à support compact inclus dans Ω.

13



2.2.1 Espaces de Lebesgue

Définition 2.2.1 Soit Ω ∈ RN un ouvert, et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.

• L’espace de Lebesgue Lp(Ω) est défini par :

Lp(Ω) = {u : Ω→ R ;u mesurable et

∫
Ω

|u|pdx <∞ µ− p.p.surΩ}.

L’espace Lp(Ω) muni de la morme

‖u‖Lp = (

∫
Ω

|u(x)|pdx)
1
p .

• L’espace de Lebesgue L∞(Ω) est défini par :

L∞(Ω) = {u : Ω→ R; u mesurable, ∃C ≥ 0 tel que |u(x)| ≤ C, µ− p.p.surΩ}.

L’espace L∞(Ω) muni la norme

‖u‖L∞ = inf{C, |u(x)| ≤ C µ− p.p.surΩ}

Proposition 2.2.1 L’espace Lp(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞, il

est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.

Remarque 2.2.1 Si u ∈∞ (Ω) on a

|u(x)| ≤ ‖u‖L∞ p.p.surΩ

14



Théorème 2.2.1 Soient (un) une suite de Lp(Ω) et u ∈ Lp(Ω) tels que

‖un − u‖Lp → 0.

Alors il existe une sous-suite de (unk) tel que :

unk(x)→ u(x) p.p. surΩ.

Proposition 2.2.2 (Inégalité de Holder) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′
(Ω) avec

1 ≤ p <∞.

Alors

f.g ∈ L1(Ω) et
∫

Ω
|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ .

2.2.2 Espaces de Sobolev

Les espacesde Sobolev sont omniprésents dans l’étude des équations aux dérivées

partielles elliptiques.

Définition 2.2.2 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω l’espace

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)/ ∂u
∂xi
∈ Lp(Ω), ∀i = 1, 2, ..., N}

où ∂u
∂xi

désigne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d’autres

termes, une fonction u ∈ Lp(Ω) est dans W 1,p(Ω) s’il existe N fonctions v1, ...vN ∈

Lp(Ω) tels que

∫
Ω
u ∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω
gi ϕ dx , ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀i ∈ {1, 2, ..., N}

15



On note gi = ∂u
∂xi
, ∀i = 1, 2, ..., N

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
N∑
i=1

‖gi‖Lp(Ω)

Pour p=2 , W 1,2(Ω) = H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(gi,
∂v
∂xi

)L2(Ω)

et de la norme associée

‖u‖H1(Ω) = (‖u‖2
L2(Ω) +

N∑
i=1

‖gi‖2
L2(Ω))

1
2

Proposition 2.2.3 L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 6 p 6∞ , il

est réflexif 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.

L’espace (H1(Ω), ‖.‖H1(Ω)) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 2.2.3 Soit 1 ≤ p < ∞ ,W 1,p
0 (Ω) désigne l’adhérence de D(Ω) dans

W 1,p(Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach

séparable, il est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p <∞.

Théorème 2.2.2 On suppose que Ω est de classe C1. Soit

u ∈ W 1,p(Ω) avec 1 ≤ p <∞

16



Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

∗ u = 0 sur Γ = ∂Ω

∗ u ∈ W 1,p
0 (Ω)

Théorème 2.2.3 (inégalité de Poincaré [18])

Soit p un réel avec 1 ≤ p <∞, et Ω un ouvert borné de RN alors

∃C > 0,∀u ∈ W 1,p
0 ‖ u ‖Lp(Ω)≤ C‖∇u‖Lp(Ω)

De plus, l’application u→ ‖∇u‖Lp(Ω) est une norme sur W 1,p
0 (Ω) qui est équivalente

à celle induite par W 1,p(Ω)

Théorème 2.2.4 L’espace (W 1,p
0 (Ω), ‖‖W 1,p

0 (Ω)) est uniformément convexe.

2.3 Théorème d’injection de Sobolev

Enonçons les théorèmes ”d’injection ” continue, ou compacte établis pour les

espaces de Sobolev définis sur un ouvert Ω de RN

Définition 2.3.1 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon continue

dans un espace de Banach Y et on note X ↪→ Y si :

* X est un sous-espace de Y

* ∃ C > 0 tel que pour tout u ∈ X : ‖u‖Y ≤ C‖u‖X

Définition 2.3.2 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon compacte

dans un espace de Banach Y on note X ↪→↪→ Y si :

17



* X s’injecte de façon continue dans Y

* toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théorème 2.3.1 (Sobolev,Gagliardo,Nirenbery) Soit 1 ≤ p < N alors :

W 1,p(Rn) ⊂ Lp
∗
(RN) où p∗ est donné par 1

p∗
= 1

p
− 1

N

et il existe une constante C = C(p,N) telle que :

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C‖∇u‖Lp(RN ) , ∀u ∈ W 1,p(RN)

Soit 1 ≤ p < N .Alors

W 1,p(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [p, p∗]

et pour le cas limite p = N , on a

W 1,N(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [N,+∞[

Théorème 2.3.2 (Morrey) Soit p > N . Alors :

W 1,p(RN) ↪→ L∞(RN)

De plus, pour tout u ∈ W 1,p(RN) on a :

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α‖∇u‖Lp(RN ) p.p x, y ∈ RN

avec α = 1− N
p

et C est une constante qui dépend seulement de p et N .

Corollaire 2.3.1 Soit Ω un ouvert de RN de classe C1, avec Γ = ∂Ω borné , Soit

1 ≤ p ≤ ∞ , on a :

Si 1 ≤ p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω) ou 1

p∗
= 1

p
− 1

N

18



Si P = N alors W 1,p(Ω)→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[

Si P > N alors W 1,p(Ω)→ L∞(Ω)

De plus, si p > N alors on a pour tout u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) |x− y|α p.p x, y ∈ Ω

avec α = 1− N
p

et C dépend seulement de Ω. p et N. En particulier W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω)

Théorème 2.3.3 (Rellich-Kondrachov) Soit Ω un ouvert borné de classe C1. On

a :

Si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗[

Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1,+∞[

Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ C(Ω)

En particulier W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lp(Ω), pour tout p.

Théorème 2.3.4 Soit Ω un ouvert borné de RN , avec N ≥ 3 et 1 < p < N . Alors

W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1, Np
N−p [

Le nombre p∗ = Np
N−p est applé exposant critique de Sobolev .

Définition 2.3.3 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon compacte

dans un espace de Banach Y on note X ↪→↪→ Y si :

* X s’injecte de façon continue dans Y

* toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .
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Théorème 2.3.5 (Sobolev,Gagliardo,Nirenbery) Soit 1 ≤ p < N alors :

W 1,p(Rn) ⊂ Lp
∗
(RN) où p∗ est donné par 1

p∗
= 1

p
− 1

N

et il existe une constante C = C(p,N) telle que :

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C‖∇u‖Lp(RN ) , ∀u ∈ W 1,p(RN)

Soit 1 ≤ p < N .Alors

W 1,p(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [p, p∗]

et pour le cas limite p = N , on a

W 1,N(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [N,+∞[

Théorème 2.3.6 (Morrey) Soit p > N . Alors :

W 1,p(RN) ↪→ L∞(RN)

De plus, pour tout u ∈ W 1,p(RN) on a :

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|α‖∇u‖Lp(RN ) p.p x, y ∈ RN

avec α = 1− N
p

et C est une constante qui dépend seulement de p et N .

Corollaire 2.3.2 Soit Ω un ouvert de RN de classe C1, avec Γ = ∂Ω borné , Soit

1 ≤ p ≤ ∞ , on a :

Si 1 ≤ p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω) ou 1

p∗
= 1

p
− 1

N

Si P = N alors W 1,p(Ω)→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[

Si P > N alors W 1,p(Ω)→ L∞(Ω)
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De plus, si p > N alors on a pour tout u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) |x− y|α p.p x, y ∈ Ω

avec α = 1− N
p

et C dépend seulement de Ω. p et N. En particulier W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω)

Théorème 2.3.7 (Rellich-Kondrachov) Soit Ω un ouvert borné de classe C1. On

a :

Si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗[

Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1,+∞[

Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ C(Ω)

En particulier W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lp(Ω), pour tout p.

Théorème 2.3.8 Soit Ω un ouvert borné de RN , avec N ≥ 3 et 1 < p < N . Alors

W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1, Np
N−p [

Le nombre p∗ = Np
N−p est applé exposant critique de Sobolev .

2.4 Le Théorème de Lax-Milgram

Le théorème de Lax -Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution

d’équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires

Définition 2.4.1 On dit qu’une forme bilinéaire

a(u, v) : H ×H −→ R

est
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1. Continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖,∀u, v ∈ H

2. Coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α‖v‖2∀v ∈ H

Théorème 2.4.1 (Lax-Milgram) Soit a une forme bilinéaire, continue et coer-

cive. Alors pour tout ϕ ∈ H ′ il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = min

{
1

2
a(u, u)− 〈ϕ, u〉

}
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Chapitre 3

Les operateurs et semi-groupe

3.1 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre de donner quelques résultats qui sont trés connus

sur les opérateurs bornés et non bornés. On n’essaye pas de donner tout, mais de

donner les définitions et les théorèmes de base dans la plut part on les présente sans

démonstrations que l’on voit nécessaires dans notre travail.

Soient (E, ‖ . ‖E) et (F, ‖ . ‖F ) deux espaces de Banach sur C, et H désigne toujours

un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire <,>H et la norme correspondante

‖ . ‖H.

Définition 3.1.1 Un opérateur linéaire T : E → F est dit bornée s’il existe C > 0

telle que

‖ Tx ‖F≤ C ‖ x ‖E, ∀x ∈ E

dans le cas contraire, T est dit non borné.

L’ensemble de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par L(E,F ).

De plus, L’ensemble de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté
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par L(E).

Définition 3.1.2 Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple(
T,D(T )

)
, avec D(T ) ⊂ E est un sous-espace de E (dit le domaine de T ) et la

transformation linéaire

T : D(T ) ⊂ E → F

dans le cas où E = F , alors on dit
(
T,D(T )

)
est un opérateur linéaire non borné

sur E.

Définition 3.1.3 Soit T :
(
T,D(T )

)
⊂ E → F un opérateur linéaire non borné

— L’image de T est définie par

Im(T ) = {Tx : x ∈ D(T )} ⊂ F.

— le noyau de T est défini par

ker(T ) = {x ∈ D(T ) : Tx = 0} ⊂ E.

— Le graphe de T est défini par

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )} ⊂ E × F

Définition 3.1.4 L’opérateur T ∈ L(E,F ) est dit compact si de toute suite (xn)n∈N

de E avec ‖ xn ‖= 1 pour tout n ∈ N, la suite (Txn)n∈N admet une sous-suite

convergente dans F .

L’ensemble de tout les opérateurs compacts de E dans F est noté par K(E,F ), et
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si E = F , on écrit K(E,E) = K(E).

Théorème 3.1.1 (alternative de Fredhol) Soit T ∈ K(E). Alors

1- ker(I − T ) est de dimension finie, (I est l’opérateur identité de E).

2- Im(I − T ) est fermé, et plus précisément

Im(I − T ) = ker(I − T ∗)⊥.

3- ker(I − T ) = {0} ⇔ Im(I − T ) = E

Définition 3.1.5 Une application T :
(
T,D(T )

)
⊂ E → F est dite fermée si G(T )

est fermé dans E × F .

Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :

T est fermée si et seulement si


Pourtoutesuite(xn)tellequexn ∈ D(T )

xn → xdansE

etTxn → ydansF

⇒


x ∈ D(T )

et

Tx = y


3.2 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 3.2.1 Soit H un espace réel ou complexe muni d’un produit scalaire

<,> et de la norme induite ‖ . ‖. Soit A un opérateur linéaire à domaine dense sur

H, c’est à dire A : D(A) ⊆ H → H et D(A) = H.

On dit que A est dissipatif si pour tout x ∈ D(A),

< < Ax, x >≤ 0

Définition 3.2.2 Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach X est dit m-

dissipatif si A et dissipatif et λI−A est surjectif c’est à dire Im(λI−A) = X, pour
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tout λ > 0.

Théorème 3.2.1 Soit
(
A, D(A)

)
un opérateur linéaire non borné sur un espace

de Banach X. Si A est dissipatif avec Im(I − A) = X, et X est réflexif, alors

D(A) = X.

Théorème 3.2.2 Soit A un opérateur m-dissipatif, alors

1- Im(λI −A) = X

2- ]0,+∞[⊆ ρ(A)

3.3 Semi-groupes, Existence et unicité de la solu-

tion

3.3.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section on commence d’introduire quelques notions de base concernant

les semi-groupes.La majorité des équations d’évolution peuvent être réduites sous la

forme 
U ′ = AUt > 0

U(0) = U0

où A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (S(t))t≥0 sur un espace

de Hilbert H. On commence par des définitions et théorèmes de base.

Définition 3.3.1 La famille (S(t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés dans un espace

de Banach X (c’est à dire ∀t ≥ 0, S(t) ∈ L(X)) est dite un semi-groupe fortement

continu (en bref C0- semi-groupe) si

(1) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ≥ 0
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(2) S(0)=I

(3) (S(t))t≥0 est fortement continue sur [0,+∞[ ce qui est équivalent à

lim
t→0
‖S(t)x− x‖X = 0, Pour tout x ∈ X.

Pour un tel semi-groupe (S(t))t≥0, on définit l’opérateurA de domaineD(A) constitué

des points x tels que la limite

Ax = lim
h→0

S(h)x− x
h

, x ∈ D(A)

existe.

Alors A est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))t≥0.

Etant donné un opérateur A, si A cöınside avec le générateur infinitésimal du semi-

groupe (S(t))t≥0, alors on dit qu’il génére le semi-groupe fortement continu (S(t))t≥0.

Parfois on note également S(t) = eAt.

Théorème 3.3.1 ( Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné) A est le

générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 si et seule-

ment si

(i) A est fermé et D(A) = H.

(ii) l’ensemble résolvent ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0

‖ (λI −A)−1 ‖≤ 1

λ

Proposition 3.3.1 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Banach X.

Alors ils existent des constantes M ≥ 1 et ω ≥ 0 telles que

‖ S(t) ‖L(X)≤Meωt, ∀t ≥ 0.
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Si ω = 0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné. De plus, si

M = 1 alors (S(t))t≥0 est dit C0-semi-groupe de contraction.

Théorème 3.3.2 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe de générateur infinitésimal A

sur un espace de Banach X.

Alors le type ω0 du semi-groupe (S(t))t≥0 satisfait

ω0 = lim
t→+∞

ln ‖S(t)‖
t

.

Théorème 3.3.3 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe de générateur infinitésimal A

sur un espace de Banach X et σ(A) le spectre de A.

Alors le type ω0 du semi-groupe (S(t))t≥0 satisfait

ω0 ≥ sup{<(λ), λ ∈ σ(A)}

Théorème 3.3.4 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe analytique de générateur infi-

nitésimal A sur un espace de Banach X et σ(A) le spectre de A.

Alors le type ω0 du semi-groupe (S(t))t≥0 satisfait

ω0 = sup{<(λ), λ ∈ σ(A)}

Théorème 3.3.5 (Lumer-Phillips) Soit A un opérateur linéaire sur un espace de

Banach X.

Alors A le est générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 si et seule-

ment si

(i) D(A) = X
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(ii) A est m-dissipatif.

Corollaire 3.3.1 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Alors,

A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur X si et seule-

ment si

(i) A est fermé et D(A) = X

(ii) A et A∗ sont dissipatifs.

Corollaire 3.3.2 Soit
(
A, D(A)

)
un opérateur linéaire non borné sur H. A est le

générateur d’un C0-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur

m-dissipatif.

Théorème 3.3.6 Soit A un opérateur linéaire à domaine dense D(A) sur un espace

de Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 ∈ ρ(A) l’esemble résolvant de H, alors A est

le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction sur H.

Théorème 3.3.7 (Hille-Yosida) Soit
(
A, D(A)

)
un opérateur linéaire non borné

sur H. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de

contraction (S(t))t≥0.

(1) Pour U0 ∈ D(A), le problème (??) admet une solution forte unique

U(t) = S(t)U0 ∈ C0
(
R, D(A)

)
∩ C1

(
R,H

)
.

(2) Pour U0 ∈ H le problème (??) admet une solution faible unique

U(t) ∈ C0
(
R,H

)
.
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3.3.2 Stabilité du semi-groupe

Définition 3.3.2 On dit que le semi-groupe (S(t))t≥0 est stable si lim
t+∞

S(t)x = 0,

pour tout x ∈ X.

Si ω(A) < 0, alors (S(t))t≥0 est dit exponentiellement stable

Définition 3.3.3 Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contrac-

tion (S(t))t≥0 sur un espace de Banach X. On dit que le C0-semi-groupe (S(t))t≥0

est

(i) fortement stable si

lim
t→+∞

‖ S(t)x ‖X= 0, ∀x ∈ X.

(ii) uniformément stable si

lim
t→+∞

‖ S(t) ‖L(X)= 0

(iii) faiblement stable si

pour tout x ∈ X et y ∈ X ′, < S(t)x, y >→ 0 lorsque t→∞

(iv) asymptotiquement stable si

pour tout x ∈ X ‖ S(t)x ‖→ 0, lorsque t→∞

(v) exponentiellement stable s’ils existent deux constantes M ≥ 1 et ω > 0 telles

30



que

‖ S(t)x ‖X≤Me−ωt ‖ x ‖X pour tout t ≥ 0, x ∈ X.

(vi) polynomialement stable s’ils existent deux constantes positives C et α telles

que

‖ S(t)x ‖X≤ Ct−α ‖ x ‖X , ∀t > 0,∀x ∈ X.

Définition 3.3.4 Un semi-groupe
(
S(t)

)
t≥0

sur H est dit uniformément exponen-

tiellement asymptotiquement stable si et seulement s’il existent deux nombres positifs

M ≥ 1 et ω tels que,

‖S(t)‖ ≤Me−ωt, pour tout t ≥ 0.

Définition 3.3.5 Un C0-semi-groupe
(
S(t)

)
t≥0

sur H est dit fortement L2-stable si

et seulement si,

‖S(t)x‖ ∈ L2([0,+∞[), pour tout x ∈ H.

Définition 3.3.6 Un C0-semi-groupe
(
S(t)

)
t≥0

sur H est dit uniformément stable

ou L∞-stable, ou uniformément borné, si et seulement s’il existe une constante po-

sitive M telle que, pour tout t ≥

‖S(t)‖ ≤M

Théorème 3.3.8 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X de générateur A.

Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) (S(t))t≥0 est exponentiellement stable. C’est à dire, ‖ S(t) ‖≤Me−ωt,
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pour M ≥ 1, ω > 0

(2) (S(t))t≥0 est uniformément stable. C’est à dire, lim
t→+∞

‖ S(t) ‖L(X)= 0

(3) il existe t0 > 0 tel que

‖ S(t0) ‖< 1

Théorème 3.3.9 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un es-

pace de Banach X et soit A son générateur. Alors

(i) Si (S(t))t≥0 est asymptotiquement stable, alors σ(A)
⋂
iR ⊂ σc(A) le spectre

continu de A.

(ii) Si σ(A)
⋂
iR ⊂ σc(A), et σc(A) est dénombrable, alors (S(t))t≥0 est asymp-

totiquement stable.

(iii) Si (λi − A)−1 est compacte, alors (S(t))t≥0 est asymptotiquement stable si

et seulement si <λ < 0 pour tout λ ∈ σ(A).

Théorème 3.3.10 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de

générateur A.

Alors (S(t))t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si {λ : <λ ≥ 0} ⊂ ρ(A)

et

‖ (λI −A)−1 ‖≤M pour tout λ avec <λ ≥ 0 et M > 0 une constante

Corollaire 3.3.3 Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un es-

pace de Hilbert H de générateur A.

Alors (S(t))t≥0 est exponentiellemnt stable si et seulement si iR ⊂ ρ(A) et

M0 := sup
τ∈R
‖ (iτI −A)−1 ‖<∞
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On cherche les conditions nécessaires de la stabilité forte d’un C0-semi-groupe.

Le résultat a été obtenu par Arendt et Batty par le théorème de stabilité d’un

C0-semi-groupe suivant :

Théorème 3.3.11 (Arendt et Batty) Supposons que A est le générateur d’un

C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur un espace de Banach réflexif X.

Si

(i) A n’a pas de valeurs propres imaginaires pures.

(ii) σ(A) ∩ iR est dénombrable.

Alors (S(t))t≥0 est fortement stable.

Théorème 3.3.12 Soit S(t) = eAt un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert H.

Alors (S(t))t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si

sup{<λ, λ ∈ σ(A)} < 0

et

sup
<λ≥0

‖ (λI −A)−1 ‖<∞

ont lieu.

3.4 Critère de domaine fréquentiel

Soit S(t)t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H

de générateur A.

Alors S(t)t≥0 est exponentialement stable si et seulement si l’axe imaginaire est
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contenu dans l’esemble résolvant de A et

sup
λ∈R
‖(iλI −A)−1‖ <∞

Théorème 3.4.1 (Huang-Pruss)

Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur

H.

(S(t))t≥0 est uniformément stable si et seulement si

1) iR ⊂ ρ(A).

2) sup
β∈R
‖(iβI −A)−1‖L(H) < +∞.

Le second est une méthode classique basée sur l’analyse spectrale de l’opérateur A.

Remarque 3.4.1 dans le cas où le C0-semigroupe n’est pas exponentiellement stable

nous recherchons qu’il est polynomialement stable.

Les résultats de la stabilité exponentielle sont obtenus en utilisant des méthodes

comme par exemple la méthode des multiplicateurs, l’approche du domaine de fréquence

, l’approche de base de Riesz et l’analyse de Fourier ou une combinaison d’eux.

Dans cette thèse on a utilisé seulement deux méthodes, la première s’agit de l’ap-

proche de domaine de fréquence qui a été obtenue par Huang-Pruss.

La deuxieme méthode est une méthode classique basée sur l’analyse spectrale de

l’opérateur A.

Théorème 3.4.2 (Batty, A. Borichov et Y. Tomilov, Z. Liu et B. Rao) Supposons
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que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur un espace

de Hilbert H.

Si iR ⊂ ρ(A), alors pour tout l > 0 fixé, les conditions suivantes sont équivalentes

(1) lim
|λ|→+∞

sup
1

λl
‖ (λI −A)−1 ‖L(H)< +∞

(2) ‖ S(t)U0 ‖H≤
C

tl−1
‖ U0 ‖D(A), ∀t > 0, U0 ∈ D(A), pour C > 0 quelconque.
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Chapitre 4

application

4.1 Introduction

Considérons le système thermoélastique suivant avec retard,


utt(x, t)− αuxx(x, t− τ) + γθx(x, t) = 0, dans (0, `)× (0,∞),

θt(x, t)− κθxx(x, t) + γuxt(x, t) = 0, dans (0, `)× (0,∞),

u(0, t) = u(`, t) = θx(0, t) = θx(`, t) = 0, t ≥ 0

(4.1)

Où α, γ, κ et ` sont des constantes positives. Les fonctions u = u(x, t) and θ = θ(x, t)

décrire respectivement le déplacement et la différence de température, avec x ∈ (0, `)

and t ≥ 0. De plus, τ > 0 i0 est le délai. Racke prouvé dans que, sous certains

initiale et conditions limites, le systéme n’est pas bien posé et instable même si

τ est relativement petit. Cependant, il est bien connu qu’en l’absence de retard,

l’amortissement par conduction thermique est suffisamment fort pour produire un

systéme stable exponentiel ,où divers types de conditions limites sont associés aux

systémes thermoélastiques unidimensionnels.
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Au cours des dernières années, les effets des retards dans les PDEs sont deve-

nus un domaine de recherche actif. En fait, délais si souvent surgissent dans de

nombreuses applications depuis, la plupart des phénoménes physiques ne dépendent

pas seulement sur l’état actuel mais aussi sur certains événements passés, et les

références mais comme pour le systéme thermoélastique classique, un petit délai

arbitraire peut détruire le bien-posé du probléme ou peut détruire la stabilité.

Afin de résoudre le probléme, des conditions supplémentaires ou des termes de

contrôle ont été utilisés, nous nous référons à, et les références qui s’y trouvent . Dans

ce document, nous ajoutons au retard équation, un amortissement Kelvin-Voigt de

la forme −βuxxt(x, t) pour un certain nombre positif réel β, qui dépend finalement

de α, γ, κ et τ. Alors notre systéme prend la forme :



utt(x, t)− αuxx(x, t− τ)− βuxxt(x, t) + γθx(x, t) = 0, dans Ω× (0,∞),

θt(x, t)− κθxx(x, t) + γuxt(x, t) = 0, dans Ω× (0,∞),

u(0, t) = u(`, t) = 0, dans (0,∞),

θx(0, t) = θx(`, t) = 0, dans (0,∞),

ux(x, t− τ) = f0(x, t− τ), in Ω× (0, τ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x), dans Ω

(4.2)

Où les données initiales (u0, u1, f0, θ0) appartiennent à un espace approprié et avec

Ω = (0, `). Nous mesurons étudier la qualité du puits et la stabilité exponentielle

D’un tel probléme de valeur limite initiale. Cette idée découle de où les au-

teurs ont ajouté un terme d’amortissement Kelvin-Voigt à l’abstrait équation. Plus
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précisément, ils ont considéré le systéme suivant :


u′′(t) + aBB∗u′(t) +BB∗u(t− τ) = 0, dans (0,∞),

u(0) = u0, u′(0) = u1,

B∗u(t− τ) = f0(t− τ), dans (0, τ),

(4.3)

Où un ” prime ” désigne un dérivé unidimensionnel par rapport à un t et où B :

D(B) ⊂ H1 → H est un opérateur linéaire non limité d’un espace Hilbert H1 à un

espace Hilbert H, de telle sorte que B∗, l’adjoint de B, satisfait certaines propriétés

de coercivité et d’intégration compacte. Ils ont obtenu un résultat de désintégration

exponentielle sous l’hypothése τ ≤ a.

Dans les auteurs ont abandonné le délai dans le terme harmonique de l’équation

élastique et ont ajouté un délai de la forme
∫ τ2
τ1
µ(s)θxx(x, t− sτ)ds dans l’équation

de la chaleur, où τ1 et τ2 sont des constantes non négatives telles que τ1 <t au2 et

µ : [τ1, τ2 → R] est une fonction limitée. Ils ont montré un résultat de désintégration

exponentielle à la condition
∫ τ2
τ1
|µ(s)|ds < κ.

Nous définissons l’énergie d’une solution de probléme comme

E(t) :=
1

2

∫
Ω

(
u2
t (x, t) + αu2

x(x, t) + θ2(x, t)
)
dx+ ξ

∫
Ω

∫ 1

0

u2
x(x, t− τρ)dρdx

Où ξ > 0 est un paramétre fixé plus tard.

Le document est organisé comme suit. Dans la section 2, nous formulons d’abord

le probléme dans un espace Hilbert approprié, puis nous étudions la qualité du

systéme en utilisant la théorie des semi-groupes. Dans la section 3, nous prouvons,

en utilisant la méthode de Lyapunov, un résultat de la stabilié exponentielle .
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4.2 Bien-fondé du problème

Nous introduisons, la nouvelle variable

z(x, ρ, t) = ux(x, t− τρ), dans Ω× (0, 1)× (0,∞), (4.4)

Clairement, z(x, ρ, t) satisfait

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t ∈ (0,+∞), (4.5)

z(x, 0, t) = ux(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0,+∞). (4.6)

Ensuite, le probléme prend la forme

utt(x, t)− αzx(x, 1, t)− βuxxt(x, t) + γθx(x, t) = 0, dans Ω× (0,∞), (4.7)

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, dans Ω× (0, 1)× (0,+∞),(4.8)

θt(x, t)− κθxx(x, t) + γuxt(x, t) = 0, dans Ω× (0,∞), (4.9)

u(0, t) = u(`, t) = 0, dans (0,∞), (4.10)

θx(0, t) = θx(`, t) = 0, dans (0,∞), (4.11)

z(x, 0, t) = ux(x, t), dans Ω× (0,∞), (4.12)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x), dans Ω, (4.13)

z(x, ρ, 0) = f0(x,−τρ), dans Ω× . (4.14)

Observer qu’il résulte que
∫

Ω
θt(x, t)dx = 0 qui est,

∫
Ω
θ(x, t)dx conservateur tout

le temps. Sans perte de généralité, nous supposons que
∫

Ω
θ(x, t)dx = 0. Sinon, nous
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pouvons faire la substitution θ̃(x, t) = θ(x, t) − 1
`

∫
Ω
θ0(x)dx, En effet (u, v, z, θ) et

(u, v, z, θ̃) satisfont au même systéme

Laisser

H =

{
(f, g, p, h) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω× (0, 1))× L2(Ω) |
∫

Ω

h(x)dx = 0

}
.

Équipé du produit intérieur suivant : pour tout Uk = (fk, gk, pk, hk) ∈ H, k = 1, 2,

〈U1, U2〉H =

∫
Ω

(αf1x(x)f2x(x) + g1(x)g2(x) + h1(x)h2(x)) dx+ξ

∫
Ω

∫ 1

0

p1(x, ρ)p2(x, ρ)dρdx,

H est un espace Hilbert.

Définir

U := (u, ut, z, θ)

Ensuite, le problème (4.2) peut être formulé comme un systéme de premier ordre de

la forme 
U ′ = AU,

U(0) = (u0, u1, f0(.,−.τ), θ0)

(4.15)

Où l’opérateur A est défini par

A



u

v

z

θ


=



v

(αz(., 1) + βvx)x − γθx

− 1
τ
zρ

−γvx + κθxx


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Avec le domaine :

D(A) =


U = (u, v, z, θ) ∈ H ∩ [H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)× L2(Ω;H1(0, 1))×H2(Ω)] |

z(., 0) = ux and (αz(., 1) + βvx) ∈ H1(Ω)


Dans l’espace Hilbert H.

Pour établir l’existence de la solution, nous prouverons que l’opérateur A génére

un C0-semigroup, et pour ce faire, nous allons prouver que A − mId génére C0-

semigroup (des contractions), pour un nombre réel approprié m, fonction de ξ, α, β

et τ. Ensuite, nous appliquons le théorème de perturbation limité (Sect. III.1 of [?]).

En fait, nous commençons par le résultat suivant :

Lemme 4.2.1 Si ξ > 2τα2

β
, alors il existe m ∈ R tel que A−mId est un dissipatif

maximal.

preuve 4.2.1 Prenez U = (u, v, z, h) ∈ D(A).

〈AU,U〉H = α

∫
Ω

vx(x)ux(x)dx+

∫
Ω

((αz(., 1) + βvx)x(x)− γθx) v(x)dx

+

∫
Ω

(−γvx + κθxx) (x)θ(x)dx− ξ

τ

∫
Ω

∫ 1

0

zρ(x, ρ)z(x, ρ)dρdx.(4.16)

Intégrer par parties, en utilisant les conditions limites de u, v et θ pour obtenir

∫
Ω

((αz(., 1) + βvx)x − γθx) (x)v(x)dx+

∫
Ω

(−γvx + κθxx) (x)θ(x)dx

= −α
∫

Ω

z(x, 1)v(x)dx− β
∫

Ω

v2
x(x)dx− κ

∫
Ω

θ2
x(x)dx.
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En intégrant par parties dans ρ, on obtient

∫
Ω

∫ 1

0

zρ(x, ρ)z(x, ρ)dρdx =
1

2

∫
Ω

(
z2(x, 1)− z2(x, 0)

)
dx.

Alors (4.16) devient

〈AU,U〉H = α

∫
Ω

vx(x)ux(x)dx− α
∫

Ω

z(x, 1)vx(x)dx

− β

∫
Ω

v2
x(x)dx− κ

∫
Ω

θ2
x(x)dx− ξ

2τ

∫
Ω

(
z2(x, 1)− z2(x, 0)

)
dx,

À partir de laquelle, en utilisant l’inégalité des Young et que z(x, 0) = ux(x),

〈AU,U〉H ≤ (αε− β)

∫
Ω

v2
x(x)dx+

(
α

2ε
− ξ

2τ

)∫
Ω

z2(x, 1)dx+

(
α

2ε
+

ξ

2τ

)∫
Ω

u2
x(x)dx

− κ

∫
Ω

θ2
x(x)dx.

Choisir αε = β
2
, ou d’une façon équivalente, ε = β

2α
, on a :

〈AU,U〉H ≤ −
β

2

∫
Ω

v2
x(x)dx+

(
α2

β
− ξ

2τ

)∫
Ω

z2(x, 1)dx+

(
α2

β
+

ξ

2τ

)∫
Ω

u2
x(x)dx−κ

∫
Ω

θ2
x(x)dx.

On choisit alors ξ > 0 tel que α2

β
− ξ

2τ
< 0, c’est-à-dire , ξ > 2τα2

β
. ensuite on prend

m = α2

β
+ ξ

2τ
> 2α2

β
, pour obtenir

〈(A−mId)U,U〉H ≤ −
β

2

∫
Ω

v2
x(x)dx+

(
α2

β
− ξ

2τ

)∫
Ω

z2(x, 1)dx−κ
∫

Ω

θ2
x(x)dx ≤ 0

Ce qui signifie que l’opérateur A−mId est dissipatif.

Maintenant, nous allons prouver la maximalité de A−mId. Il suffit de montrer

que λId − A est surjectif pour un λ > m fixe. Donné (f, g, p, h) ∈ H, on cherche
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U = (u, v, z, θ) ∈ D(A), solution de

(λId−A)



u

v

z

θ


=



f

g

p

h


,

Qui vérifie 

λu− v = f,

λv − (αz(., 1) + βvx)x + γθx = g,

λz − 1
τ
zρ = p,

λθ + γvx − κθxx = h.

(4.17)

Supposons que nous avons trouvé u avec la régularité appropriée. Alors,

v = λu− f. (4.18)

Pour déterminerz, rappelons que z(., 0) = ux, alors, par (4.17)3, on obtient

z(., ρ) = e−λτρux + τe−λτρ
∫ ρ

0

p(s)eλτsds, (4.19)

Et, en particulier

z(x, 1) = e−λτux + z0, (4.20)

Avec z0 ∈ L2(Ω) défini par

z0 = τe−λτ
∫ 1

0

p(s)eλτsds.
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Maintenant, multiplier (4.17)2 et (4.17)4 respectivement par w ∈ H1
0 (Ω) et ϕ ∈

H2(Ω) de telle sorte que ϕx(0) = ϕx(`) = 0, on obtient aprés quelques intégrations

par parties en tenant compte des limites conditions sur v, θ et w,

λ

∫
Ω

vwdx+

∫
Ω

(αz(., 1) + βvx)wxdx+ γ

∫
Ω

θxwdx =

∫
Ω

gwdx (4.21)

et

λ

∫
Ω

θϕdx− γ
∫

Ω

vϕxdx+ κ

∫
Ω

θxϕxdx =

∫
Ω

hϕdx. (4.22)

En remplaçant (4.18) et (4.20) en (4.21) et (4.22), nous obtenons

λ2

∫
Ω

uwdx+
(
αe−λτ + λβ

) ∫
Ω

uxwxdx+γ

∫
Ω

θxwdx =

∫
Ω

(g+λf)wdx+

∫
Ω

(fx−αz0)wxdx

(4.23)

et

λ

∫
Ω

θϕdx− λγ
∫

Ω

uϕxdx+ κ

∫
Ω

θxϕxdx =

∫
Ω

(h− γf)ϕdx. (4.24)

Somme (4.23), et (4.24) multiplié par 1
λ
, nous obtenons

b ((u, θ), (w,ϕ)) = F (w,ϕ) (4.25)

Avec

b ((u, θ), (w,ϕ)) =

∫
Ω

[
λ2uw +

(
αe−λτ + λβ

)
uxwx

]
dx+

∫
Ω

(
θϕ+

κ

λ
θxϕx

)
dx+γ

∫
Ω

(θxw − uϕx) dx

et

F (w,ϕ) =

∫
Ω

(g + λf)wdx+

∫
Ω

(fx − αz0)wxdx+
1

λ

∫
Ω

(h− γf)ϕdx.
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L’espace

F :=
{

(w,ϕ) ∈ H1
0 (Ω)×H2(Ω) | θx(0) = θx(`) = 0

}
,

Équipé du produit intérieur

〈(w1, ϕ1), (w2, ϕ2)〉F =

∫
Ω

(w1w2 + w1xw2x + ϕ1ϕ2 + ϕ1xϕ2x) dx,

Est un espace Hilbert ; la forme bilingue b sur F × F et la forme linéaire F sur F

sont continués. De plus, pour chaque (w,ϕ) ∈ F ,

|b ((w,ϕ), (w,ϕ)) | ≥ c‖(w,ϕ)‖2
H

avec c := min
(
λ2,
(
αe−λτ + λβ

)
, 1, κ

λ

)
> 0.

Par la lemme de Lax-Milgram, l’équation (4.25) a une solution unique (u, θ) ∈ F .

Immédiatement, de (4.18), nous avons cette v ∈ H1
0 (Ω). ). Maintenant, si nous

considérons (w,ϕ) ∈ {0}×D(Ω) en (4.25) nous en déduisons cette équation (4.17)4

est vraie. La fonction z, définie par (4.20),appartient à L1(Ω, H1(0, 1)) et satisfait

(4.17)3 et z(., 0) = ux.

Les fonctions z(., 1) et vx appartenir à L2(Ω), alors on prend (w,ϕ) ∈ D(Ω)×{0}

dans (4.25)en déduire que αz(., 1)+βvx appartenir à H1
0 (Ω) et cette équation (4.17)1

qui est vrai.

Laisser θ̃ = θ − 1
`

∫
Ω
θ0dx,alors on a ça U = (u, v, z, θ̃) appartenir à D(A), et

AU = (f, g, p, h). Ainsi, λId−A est surjectif pour tout λ > 0.

En conclusion, l’opérateur A−mId gén ère un C0-semi-groupe de contraction. Par

le théorème de perturbation borné (Sect. III.1 of [?]), on a
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Lemme 4.2.2 L’opérateur A génère unC0-semi-groupe sur H.

Enfin, le résultat de la bonne pose découle de la théorie des semi-groupes.

Théorème 4.2.1 Pour toute donnée initiale U0 ∈ Hil existe une solution unique

U ∈ C([0,+∞),H) de problème (4.15). De plus, siU0 ∈ D(A), alors U ∈ C([0,+∞),D(A))∩

C1([0,+∞),H).

4.3 Exponential stability

Sur la base de la méthode de Lyapunov, nous prouvons que le système (4.2) est

exponentiellement stable pour certains β > 0. Plus précisément :

Théorème 4.3.1 Il existeβ0 > 0 tel que pour chaque β ≥ β0, le système (4.2) est

exponentiellement stable.

preuve 4.3.1 On prend comme fonction de Lyapunov

V (t) := N1V1(t) + αN2V2(t) +N3V3(t) +N4V4(t) +N5V5(t) +N6V6(t)

où

V1(t) :=
1

2
‖ut‖2 =

1

2

∫
Ω

u2
tdx, V2(t) :=

1

2
‖ux‖2 =

1

2

∫
Ω

u2
xdx, V3(t) :=

1

2
‖θ‖2 =

1

2

∫
Ω

θ2dx,

V4(t) :=

∫ 1

0

e−2λρ ‖z(., ρ, t)‖2 dρ =

∫ 1

0

e−2λρ

∫
Ω

z2(x, ρ, t)dxdρ,

V5(t) := −
∫ 1

0

e−λρf(ρ) 〈z(., ρ, t), ux〉 dρ = −
∫ 1

0

e−λρf(ρ)

∫
Ω

z(x, ρ, t)ux(x, t)dxdρ and

V6(t) := 〈u, ut〉 =

∫
Ω

uutdx.

f est une fonction réelle définie sur [0, 1] et cela sera déterminé plus tard. Les

constantes N1, N2, N3, N4, N5 et N6 are nombres positifs à corriger plus tard aussi.
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Désigne par Ṽ (t) l’énergie définie par

Ṽ (t) := N1V1(t) + αN2V2(t) +N3V3(t) +N4V4(t).

Il est clair que Ṽ (t) est équivalent à E(t). Ensuite, pour un choix approprié de f

nous prouverons que nous pouvons trouver {N1, ..., N6} et β > 0 tel que les deux

hypothèses suivantes sont satisfaites :

(A1) V (t) est équivalent à Ṽ (t),

(A2) V ′(t) ≤ −n0Ṽ (t), pour un nombre positif n0.

Le reste de la preuve sera divisé en trois parties :

First part : il s’agit de la deuxième hypothése (A2). Commençons par le lemme

suivant

Lemme 4.3.1 Laisser V (t) être défini comme précédemment. En choisissant une

fonction f satisfaisante

− e−2λρ = (e−λρf(ρ))′, λ > 0 (4.26)

et en prenant N3 = N1, N6β = N2α et N6α = f(1)e−λ

τ
N5 nous avons que pour tous
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les nombres réels positifs ε1, ε2, ε3 et ε4,

V ′(t) ≤
(
−N4

e−2λ

τ
+N1

αε1

2

)
‖z(., 1, .)‖2

+

(
−2

k1

τ
N4 +

N5

2τ

(
ε2 +

τ

ε3

))
V4(t)

+

(
N4

1

τ
+
N5

τ

(
Γ

2ε2

− Λ

)
+N5

Ψγε4cp
2ατ

)
‖ux‖2

+

(
N1

(
α

2ε1

− β
)

+N5

(
ε3

2
Φ +

Ψcp
2ατ

))
‖utx‖2

+

(
−N1κ+N5

Ψγ

2ατε4

)
‖θx‖2

où cp > 0 est la constante de Poincaré associée à Ω, (il peut être pris égal à `2

2
) et

Ψ := f(1)e−λ =, Λ := f(0) and Φ :=

∫ 1

0

f 2(ρ)dρ.

en outre,

Γ :=

∫ 1

0

e−2λρdρ =
1− e−2λ

2λ
.

Remarquerez que

Λ = Ψ + Γ.

preuve 4.3.2 Calculer les dérivées de V1, V2, V3, V4 et V5 en utilisant l’intégration
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par parties, les conditions aux limites et l’inégalité de Youg, on a

V ′1(t) = 〈utt, ut〉 = 〈(αz(., 1, .) + βutx)x, ut〉 − γ 〈θx, ut〉

= −〈αz(., 1, .) + βutx, utx〉 − γ 〈θx, ut〉

= −〈αz(., 1, .), utx〉 − β ‖utx‖2 − γ 〈θx, ut〉

≤
(
α

2ε1

− β
)
‖utx‖2 +

αε1

2
‖z(., 1, .)‖2 − γ 〈θx, ut〉 ,

V ′2(t) = 〈uxt, ux〉 ,

V ′3(t) = 〈θt, θ〉 = −γ 〈(uxt, θ〉+ κ 〈θxx, θ〉

= γ 〈ut, θx〉 − κ ‖θx‖2 .

La dérivée deV4 is

V ′4(t) = 2

∫ 1

0

e−2λρ 〈z(., ρ, .), zt(., ρ, .)〉 dρ

= −2

τ

∫ 1

0

e−2λρ 〈z(., ρ, .), zρ(., ρ, .)〉 dρ

= −e
−2λ

τ
‖z(., 1, .)‖2 +

1

τ
‖ux‖2 − 2λ

τ

∫ 1

0

e−2λρ ‖z(., ρ, .)‖2 dρ

≤ −e
−2λ

τ
‖z(., 1, .)‖2 +

1

τ
‖ux‖2 − 2λ

τ
V4(t).
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La dérivée de V5 est calculé comme suit

V ′5(t) =
1

τ

∫ 1

0

e−λρf(ρ) 〈zρ(., ρ, .), ux〉 dρ−
∫ 1

0

e−λρf(ρ) 〈z(., ρ, .), uxt〉 dρ

=
1

τ
e−λf(1) 〈z(., 1, .), ux〉 −

1

τ
f(0) ‖ux‖2

+
1

τ

∫ 1

0

(e−λρf(ρ))′ 〈z(., ρ, .), ux〉 dρ−
∫ 1

0

e−λρf(ρ) 〈z(., ρ, .), uxt〉 dρ.

Remplacement e−λf(1) par Ψ, f(0) par Λ et (e−λρf(ρ))′ by −e−2λρ, on obtient (en

utilisant l’inégalité de Young),

V ′5(t) ≤ 1

τ

(
Γ

2ε2

− Λ

)
‖ux‖2 +

1

2τ

(
ε2 +

τ

ε3

)
V4(t) +

ε3

2
Φ ‖utx‖2 +

Ψ

τ
〈z(., 1, .), ux〉 .

Enfin, la dérivée de V6 is

V ′6(t) = ‖ut‖2 − α 〈z(., 1, .), ux〉 − β 〈ux, uxt〉+ γ 〈u, θx〉 .

Pour conclure, il suffit de résumer N1V
′

1(t), αN2V
′

2(t), N3V
′

3(t), N4V
′

4(t), N5V
′

5(t),

et N6V
′

6(t).

En vue de Lemme 4.3.1, pour que l’hypothèse (A2) soit satisfaite, il suffit que

−N4
e−2λ

τ
+N1

αε1

2
= 0, (4.27)

n1 := −2
λ

τ
N4 +

N5

2τ

(
ε2 +

τ

ε3

)
< 0, (4.28)

n2 := N4
1

τ
+
N5

τ

(
Γ

2ε2

− Λ

)
+N5

Ψγε4cp
2ατ

< 0, (4.29)

n3 := N1

(
α

2ε1

− β
)

+N5

(
ε3

2
Φ +

Ψcp
ατ

)
< 0, (4.30)

n4 := −N1κ+N5
Ψγ

2ατε4

< 0. (4.31)
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La première condition (4.27) est équivalent à

N4 = aN1

avec a := 1
2
αε1τe

2λ.

La deuxième condition (4.28) signifie qu’il existe 0 < k < 1 tel que

N5 = bN4 = abN1

avec b := 4λk
ε2+ τ

ε3

.

Notez que, nous avons alors

N6 =
Ψ

ατ
N5 =

abΨ

ατ
N1 et N2 =

β

α
N6 =

abΨβ

α2τ
N1.

Remplacement N5 par abN1 et a par 1
2
αε1τe

2λ dans (4.30), puis en multipliant

l’inégalité par α
ε1

, on obtient

1

2
bΨαe2λcp +

1

4
τbΦε3α

2e2λ <
α

ε1

(
β − α

2ε1

)
. (4.32)

Nous prenons ε1 = α
β
, alors (4.32) se transforme en

bΨαe2λcp +
1

2
τbΦε3α

2e2λ < β2. (4.33)

Retournez à (4.31), Remplacement N5 par abN1 obtenir

abΨγ

2ατε4

< κ. (4.34)
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L’inégalité aussi (4.29) devient

bΨγε4cp
2α

<

((
Λ− Γ

2ε2

)
b− 1

)
. (4.35)

Déjà, il faut que Λ− Γ
2ε2

> 0, C’est Λ > Γ
2ε2
, et

(
Λ− Γ

2ε2

)
b− 1 > 0, C’est,

b =
A

Λ− Γ
2ε2

, A > 1, (4.36)

Par conséquent (4.35) se transforme en

bΨγε4cp
2α

< (A− 1) . (4.37)

Combinant (4.34) et (4.37) obtenir

abΨγ

2ατκ
< ε4 <

2α

γbΨcp
(A− 1). (4.38)

Remplacementa par 1
2
αε1τe

2λ dans (4.38) obtenir

αγbΨ

4βκ
e2λ < ε4 <

2α

γbΨcp
(A− 1). (4.39)

Maintenant, revenons plus en détail sur l’hypothèse (4.36). Pour ce faire, en rem-

plaçant b by 4λk
ε2+ τ

ε3

, on obtient

A

Λ− Γ
2ε2

=
4λk

ε2 + τ
ε3

, (4.40)
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ou équivalent,

A

4λk
ε2

2 −
(

Λ− A

4λk

τ

ε3

)
ε2 +

Γ

2
= 0 (4.41)

le discriminant d’une telle équation dans ε2 est

∆ :=

(
Λ− A

4λk

τ

ε3

)2

− AΓ

2λk
(4.42)

qui doit être au moins égal à zéro. Dans la suite, nous le choisissons zéro. D’autre

part ε2 est positif, alors

Λ− A

4λk

τ

ε3

=

√
AΓ

2λk
(4.43)

ou équivalent

A

4λk

τ

ε3

= Λ−
√
AΓ

2λk
. (4.44)

Il est évident que le membre de gauche de la dernière équation est positif, c’est-à-dire

A

k
< 2λ

Λ2

Γ
. (4.45)

De plus, depuis A > 1 et 0 < k < 1 on a

1 <
A

k
< 2λ

Λ2

Γ
. (4.46)

Enfin, notez que

ε2 =

√
2λΓ

k

A
. (4.47)

Second part : il s’agit de l’équivalence entre V (t) et Ṽ (t). Laisser ε5 > 0 et ε6 > 0,
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on a

|N5V5| ≤
N5

2ε5

V4 +
N5Φε5

2
‖ux‖2

et

|N6V6| ≤
N6ε6

2
cp ‖ux‖2 +

N6

2ε6

‖ut‖2 .

pour V (t) être équivalent à Ṽ (t) il suffit que

N6

2ε6

<
N1

2
,

N5

2ε5

< N4, (4.48)

N6ε6

2
cp +

N5Φε5

2
<
N2α

2
. (4.49)

À l’aide de N6 = abΨ
ατ
N5 et N5 = abN1 in(4.48) on a

ε6 >
abΨ

τα
, ε5 >

b

2
.

Nous choisissons

ε6 = 2
abΨ

τα
, ε5 = b.

Utiliser à nouveau N6 = Ψ
ατ
N5 and N2 = βΨ

α2τ
N5, inequality (4.49)devenir

bΨ2

βτ
cp + Φb <

βΨ

ατ
(4.50)

Third part : Il suffit d’examiner les équations (4.46), (4.33), (4.39) et (4.50).

Nous prenons h := Ψ
Γ
, alorsΛ = Ψ + Γ = (1 + h)Γ = (1 + h) 2λ

1−e−2λ

First step. Commençons par l’hypothèse (4.46) qui peut être traduit en

1 <
A

k
< (1− e−2λ)(1 + h)2 (4.51)
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Nous choisissons h := e−2λ. Alors

(1− e−2λ)(1 + h)2 = (1− h)(1 + h)2 = 1 + h− h2 − h3 > 1

Pour λ assez large. Nous choisissons A = 1 + h − h2 − 2h3 − 4h4 and k = 1 − h4.

Nous avons, pour λ assez large, A > 1, 0 < k < 1 et (4.51) est satisfait puisque

1 <
A

k
= 1 + h− h2 − 2h3 + o(h3) < (1− h)(1 + h)2 (4.52)

Second step. Estimation de ε2, b et ε3 selon h et λ pour λ assez large. on a

k

A
=

1 + o(h2)

1 + h− h2 + o(h2)

= 1− h+ 2h2 + o(h2) (4.53)

et

Γ =
1

2λ
(1− h)

alors

2λΓ
k

A
= (1− h)(1− h+ 2h2 + o(h2))

= 1− 2h+ 3h2 + o(h2).

On obtient donc, en utilisant (4.47),

ε2 = (1− h+
3

2
h2 − 1

2
h2 + o(h2))

= (1− h+ h2 + o(h2)).
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Nous évaluons b.D’abord,

1

2ε2

=
1

2(1− h+ h2 + o(h2))

=
1

2

(
1 + h− h2 + (h− h2)2 + o(h2)

)
=

1

2

(
1 + h+ o(h2)

)
,

Alors

1 + h− 1

2ε2

=
1

2
(1 + h+ o(h2))

Par conséquent

1

1 + h− 1
2ε2

= 2(1− h+ h2 + o(h2)).

Enfin, de(4.36) et en utilisant ça Λ = (1 + h)Γ on a

b =
A

Γ(1 + h− 1
2ε2

)
= 4λ

(1 + h− h2 + o(h2))(1− h+ h2 + o(h2))

1− h

= 4λ(1 + h+ o(h2)). (4.54)

On évalue maintenantε3 :

Rappelons d’abord que

A

2λk
=

1

2λ
(1 + h− h2 − 2h3 − 3h4 + o(h4)) (4.55)

Alors

AΓ

2λk
=

1

4λ2
(1− 2h2 − h3 − h4 + o(h4))
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et √
AΓ

2λk
=

1

2λ
(1− h2 − 1

2
h3 − h4 + o(h4)) (4.56)

À l’aide de (4.44), (4.55), (4.56) et cela Λ = 1
2λ

(1− h2) on a

ε3 =
τ

h3
(1− h+ o(h)). (4.57)

Third step. Interprétation de Inégalité (4.33). Tout d’abord, nous devons exprimer

Φ selon h et λ.

Depuis

f(ρ) = eλρ
(
hΓ +

∫ 1

ρ

e−2λsds

)
=

1

2λ
eλρ
(
e−2λ(1− e−2λ) + (e−2λρ − e−2λ)

)
=

1

2λ
eλρ
(
e−2λρ − e−4λ

)

alors,

f 2(ρ) =
1

4λ2
e2λρ

(
e−4λρ − 2e−4λe−2λρ + e−8λ

)
=

1

4λ2

(
e−2λρ − 2e−4λ + e−8λe2λρ

)
.

D’où

Φ =

∫ 1

0

f 2(ρ)dρ

=
1

4λ2

(
1− e−2λ

2λ
− 2e−4λ +

1

2λ

(
e−6λ − e−8λ

))
=

1

8λ3
(1− h− 4λh2 + o(h2)).
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Maintenant, l’inégalité (4.33) peut être réécrit comme :

2αcp(1− h2 + o(h2)) +
τ 2α2

4λ2h4
(1− h+ o(h)) < β2.

Ensuite, nous prenons

2

(
cp
ατ 2

+
e8λ

8λ2

)
<

(
β

ατ

)2

(4.58)

avecλ assez large.

Fourth step. État (4.39) et l’existence de ε4. Inégalité (4.39) peut être réécrit

comme :

αγ

2βκ
(1− h2 + o(h2)) < ε4 <

α

γcp
(1− h+ o(h)).

Ensuite, nous prenons

γ2

2κ
cp < β(1− h+ o(h)) (4.59)

et ε4 peut être pris égal à α
2

(
γ

2βκ
+ 1

γcp
(1− h+ o(h))

)
, avec λ assez large.

Fifth step. Interprétation de l’hypothèse (4.50). Il peut être réécrit comme :

2h
cp
τβ

(1− h2 + o(h2)) +
1

λh
(1 + h+ o(h)) <

β

τα
.

Il suffit de prendre

(
2e−2λ cp

τβ
+

1

λ
(e2λ + 1 + o(1))

)
<

β

ατ
. (4.60)

avec λ assez large.

Notez que pour λ assez large, β = ατe4λ remplit les trois conditions (4.58, 4.59)

et (4.60). De plus, il existe β0 > 0 telle que chaque β > β0 remplit les trois conditions
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(4.58, 4.59) et (4.60).

Pour chaque β > β0 on a

V̇ (t) ≤ −n0Ṽ (t) (4.61)

où n0 = min{n1, n2,
1
cp
n3,

1
cp
n4}. Rappeler que V (t), Ṽ (t) et E(t) sont équivalents

alors, il existe a0 > 0, C > 0 tell que

E(t) < Ce−a0t.

Comments

On peut remplacer les conditions de Neumann pour θ

θx(0, t) = θx(`, t) = 0

par les conditions de Dirichlet

θ(0, t) = θ(`, t) = 0,

on obtient alors les mêmes résultats.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, on a considéré un système suivent


utt(x, t)− αuxx(x, t− τ) + γθx(x, t) = 0, dans (0, `)× (0,∞),

θt(x, t)− κθxx(x, t) + γuxt(x, t) = 0, dans (0, `)× (0,∞),

u(0, t) = u(`, t) = θx(0, t) = θx(`, t) = 0, t ≥ 0

(5.1)

utilisant les théorèmes L’axe-Miligram et Hille-Yosida on a montré l’existence et

l’unicité des solutions de problème, et utilisant la méthode des multiplicateurs on

a établir un résultat de stabilité exponentielle de l’énergie de ce système. En pers-

pectives, j’espère de poursuivre l’étude sur ce sujet et pouvoir développer certaines

des idées, en avenir proche. A titre d’exemple, l’existence, l’unicité et la stabilité

asymptotique d’un système Thermoélasticité linéaire unidimensionnel.
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