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Introduction

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback),
elle consiste donc a garantir la décroissance de I’énergie des solutions vers 0 de fagon
plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation. Plus précisément, le probleme
de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer le comportement asymp-
totique de 1'énergie que 1'on note E(t) (c’est la norme des solutions dans 'espace
d’ état), a étudier sa limite a...n de déterminer si cette limite est nulle ou pas, et
si cette limite est nulle, a donner une estimation sur sa vitesse de décroissance de
I’énergie vers zéro. Il existe plusieurs degrés de stabilité que 1'on peut étudier. Le
premier degré consiste a analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solu-
tions vers zéro. La premiere partie consiste dans le premiere chapiter on a vu un
rappelle sur Thermoélasticité classique on trouvera dans cette parties les Dérivation
des équations , Ensuite, nous nous intéressons a dans deuxieme chapiter Espace de
Sobolev Cette partie comporte quettre section importanat , Quelques définitions et
théoremes, ensuite Espaces fonctionnels , Théoreme d’injection de Sobolev et Le
Théoreme de Lax-Milgram. Dans le troisieme chapitre, nous présentons Les opera-

teurs et semi-groupe avec une application.



Chapitre 1

Thermoélasticité classique

1.1 Dérivation des équations

1.1.1 Problémes non linéaires

Dans la suit nous donnons un bref résumé de la dérivation des équations non
liéaires décrivant le comportement thermoélastique d’un corps B.
Soit 2 C R" n = 1,20u3 un domaine borné représentant la configuration de
référence d'un corps élastique thermiquement conducteur B. Désignons par X (z,t) la
position du point de référence x & I'instant t et par u(z,t) = X (x,t)—zetd = T—T le
déplacement (vecteur) et la différence de température, respectivement, T'etTy étant la
température absolue et la température de référence. Alors, I’équation (mA@canique)
de conservation de la quantité de mouvement qui décrit les déformations du corps

et I’équation (thermique) de conservation de 1’énergie s’écrivent

puy = divS + pf.



Et

€ — tr<SFt) — dZ'Uq + g.

Ou

p : la densité.

S : letenseurdescontraintesde Piola — Kirchhof.

e : I'énergie interne.
F =14V, :le tenseur de gradient de déformation.
q : le flux de chaleur.
f : la force externe du corps.

g : apport de chaleur externe.

Notons ’entropie par n et par

Yv=e—(0+Ty)n

I’énergie libre de Helmholtz. De la seconde loi de la thermodynamique (I'inégalité
de Clausius-Duhem),onpeut supposer dans la thermoélasticité classique que v, S, n
sont des fonctions de (V,,0)
par exemple :
o

(Vu,0),n = —%(Vu, 0)

5= d(Vu)



et q dépend de (Vu, 8, V) vérifiant

q(Vu,0,v0),Vo <0

ou I'exemple typique est la loi de Fourier

q=—krV0

avec k = k(Vu, 0) est le tenseur de conductivité thermique. A I’aide des représentations

ci-dessus, la loi de conservation de I’énergie peut étre réécrite comme

g = divg + (0 + To)n,

ou

0%
d(Vu)ob

_o
o6

g = divg + 0, — Vue| (6 + Tp).

Le systéme d’équations thermoélastiques avec le flux de chaleur q obéissant a la
loi de Fourier est un systéme couplé hyperbolique-parabolique. Pour que le probléme

soit mathématiquement bien posé, il faut en général spécifier :
1. Les conditions initiales u(t = 0) = ug, ut(t = 0)uy,0(t = 0) = 6,
2. Les conditions aux limites sur le bord, par exemple : i 2 # R™ un milieu
assujetti rigidement avec la température maintenue constante sur les limites
u = 0,0 = Ourdf(condition de Dirichlet). ou traction libre isolée
Sv =0, 8—3 = 0(condition de Neumann) ou d’autres combinaisons des condi-

tions aux limites pour wetf.Ici; v = v(x) est le vecteur normal unitaire au

point z € 0f).



1.1.2 Problémes linéaires :

L’investigation des équations linéarisées jouera un role important. Supposant que

[Vul, [V, 6], [6:|et[ VO],

sont petits, et en utilisant des expansions de Taylor (par exemple %(VU, 0,x) =

%(0, 0,2) 4+ 0(|Vu|+16])) la linéarisation du systéme conduit alors au systéme

(To = 1 sans perte de généralité)

puy — DTSDu+ D'TO = pf

80, — V'kVO +T"Du, = g

ou p(x) peut étre considérée comme une matrice densité symétrique,S = S(z) €
M x M est une matrice symétrique et définie positive contenant la module élastique
(M = 6 dans R?) T = I'(x) est un vecteur avec les coefficients de détermination que
I'on appelle le tenseur de contrainte thermique, § = §(z) est la chaleur spécifique
et kK = k(x) est le tenseur de conductivité thermique. Toutes les fonctions sont

supposées étre lisses. D est une abréviation pour un gradient généralisé :

o 0 0
0 9, 0
0 0 05
D= dansR3
0 03 09
03 0 0O
0y 01 0



o 0

D=1y9 o, dansR?

0y O

D=0, dans R

De cette maniére, le cas général (linéaire) non homogéne et anisotrope est décrit.

La contrepartie linéaire des conditions aux limites s’écrivent

NY(SDu—T6) =0

vikVEO =0

ou N provient du vecteur normal v de la méme facon que D provient du vecteur
gradient V.Les modules élastiques Cjjxi, %, 7, k, I = 1.....n, qui sont donnés en général

par :

02

Cijrl = (0,0,2)

satisfont dans le cas linéaire
Cijrt = Criij = Cjim
L’hypothése de positivité de C; ;x,; dans le sens

3Ky > 0,V¢;; = & € R,Va € Q0;&;Cimén > Ko Z &5l

jk=1



implique que la matrice S = S (x) est uniformément définie positive car

Cllll C'1122 C’1133 C’1123 C’1131 Clll2

02222 02233 02223 C’2231 C’2212

. . Csz3z Cszo3 Csszr Csain 5
S = dansR

C’2323 C(2331 02312

C11111 C11122 C(1112

Ciyoto dansR?

C(2222

C'1212

S == 01111 dans R.

Dans le cas simple d'un milieu homogéne isotrope, nous avons

2+ XN A A 0 0O
20+ XA A 0 0O
) ) 2u+X 0 0 0

S = dans R?
w0 0
w0
1

10



2u+ XA A 0

S=1 . QU+ 0 dans R?

1

S=7>0 dans R.

Et le systéme réduit dans le cas bidimensional ou tridimensional est donné par :

e — ((2p + )\)Vvt —uV x V)u+~Vl = f,

50t — kAO + ’thut =g,

ou la densité p = 1 sans perte de généralité,;r et A sont les modules de lamé

iw>0et 2+ A >0deplus o,k > 0 et v F#0.
Remarque 1.1.1 Dans l’espace unidimensionnel, sous certaines hypothéses, le systéme

linéaire de base s’écrit comme suit :

U — TUge T ’)/923 - f
501& - Kazm + YU = g

et le systéme non linéaire peut s’écrire comme le systéme suivant :

U — a(Ug, O) Uy + by, 0)0, = f

(g, )0, — d(0y,0)0,0 + b(uy, O)uye = g

11



Chapitre 2

Espace de Sobolev

2.1 Quelques définitions et théoremes

Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et (u,)nen une suite dans

X.

Définition 2.1.1 On dite que la suite (u,)nen converge fortement vers u dans X si
|lun, —ullx = 0 lorsque n — +o0.
Définition 2.1.2 (u,)nen est dite convergente faiblement vers u dans X si
(U, v) = (u,v), YveX.
Proposition 2.1.1 Soit(u,) une suite de X et u un élément de X. On a

u, = u dans X < (fiu,) — (f,u), VfeX.

12



Théoréme 2.1.1 Soit X un espace réflizif et soit (up)neny une suite bornée de X.

Alors il existe une sous-suite, encore notée (u,) et u € X tell que u, — u dans X.

Définition 2.1.3 Un espace est séparable ssi il contient une partie dénombrable

danse.

Définition 2.1.4 Soit J : X — X" tel que J(z) = f + (f,x) un espace X est dit

réflexif si J est bijective de X Dans X .
Théoréeme 2.1.2 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif ssi
Bx ={z € X; €|z <1}
est compact pour la topologie faible.
Définition 2.1.5 On dit qu’un espace de Banach X est uniformément convexe si :
Ve >0, 36 >0 telsque (v,ye X, ||lz]| <1, ||yl <1 et ||y — x| >¢)

= (52 <1-9).

2.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Lebesgue et les
espaces de Sobolev. Pour une presentation plus complete de ces espaces, on poura
consulter par exemple 'ouvrage de Hamh.Brezis[18] ou R.A.Adams[17]. Soit p un
réel avec 1 < p < oo et © un ouvert de RY. On désigne par D(Q2) I'espace des

fonctions de classe C* sur €2, a support compact inclus dans €.

13



2.2.1 Espaces de Lebesgue

Définition 2.2.1 Soit Q € RN un ouvert, et soit p € R avec 1 < p < oo.

e L’espace de Lebesgue LP(S2) est défini par :
LP(Q) ={u: Q2 —= R ;u mesurable et / lulPdr < 0o pu— p.p.surQ}.
Q
L’espace LP(2) muni de la morme
pnL
Jullr = ([ Ju(o)rdo)?.
Q
e L’espace de Lebesgue L*>®(Q)) est défini par :
L) = {u: Q@ — R; uwmesurable, 3C > 0 tel que |u(x)| < C, p — p.p.surfd}.
L’espace L>®()) muni la norme
|lul| e = inf{C, |u(z)] < C u— p.p.surQ}

Proposition 2.2.1 L’espace LP(Q2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, il

est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < co.

Remarque 2.2.1 Siu €™ () on a

u(@)] < [lufle pp.surQ

14



Théoréme 2.2.1 Soient (u,) une suite de LP(2) et u € LP(QQ) tels que

||twn — ul||Lr — 0.

Alors il eziste une sous-suite de (uyy) tel que :

Ung(z) = u(z)  p.p. surfd.

Proposition 2.2.2 (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q) et g € L¥(Q) avec
1 <p<o.

Alors

fg e LNQ) et [o|f(x)g(@)lde < || flLellgllLy-

2.2.2 Espaces de Sobolev

Les espacesde Sobolev sont omniprésents dans I’étude des équations aux dérivées

partielles elliptiques.

Définition 2.2.2 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 [’espace

WP (Q) = {u € L/(Q)/ 24 € LP(Q), Vi=1,2,..,N}

du

ou 0z,

désigne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d’autres
termes, une fonction u € LP(Q) est dans WP(Q) s’il existe N fonctions vy, ...uy €

LP(Q) tels que

fng—de:—ngigodx , Yoe D(Q), Vie{l,2,..,N}

15



On note g; = g—;, Vi=1,2,..,N

L’espace WP (Q) est muni de la norme

N
ullwir@) = llullLe@) + ; 9ill Lr ()

Pour p=2, W'3(Q) = H(Q) est muni du produit scalaire

N
(u,v)g = (U,U)L2(Q) + ;(gz‘, g—;)w(m

et de la norme associce
2 o 2 L
[ullm0) = (lullZeq) + Zl 19l 72(0))2

Proposition 2.2.3 L’espace W1P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo , il

est réflexif 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.

L’espace (H*(Q), ||.||m1 () est un espace de Hilbert séparable.
Définition 2.2.3 Soit 1 < p < oo ,WyP(Q) désigne Uadhérence de D(Q) dans
Whr(Q).

L’espace WyP(Q) muni de la norme induite par WP (Q) est un espace de Banach

séparable, il est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < oo.

Théoréme 2.2.2 On suppose que ) est de classe C*. Soit

weWh(Q)  avee 1<p<oo

16



Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

*x u=0 sur I =090

x u € WyP(Q)

Théoréme 2.2.3 (inégalité de Poincaré [18])

Soit p un réel avec 1 < p < 0o, et Q un ouvert borné de RN alors

3C > 0,Yu e Wy |l u @< CllVall o)

De plus, Uapplication u — ||Vul||Lr(q) est une norme sur WyP(Q) qui est équivalente

a celle induite par WP(Q)

Théoreme 2.2.4 L’espace (W, (Q), H||W01,p(m) est uniformément conveze.

2.3 Théoreme d’injection de Sobolev

7

Enoncons les théoremes ”d’injection ” continue, ou compacte établis pour les

espaces de Sobolev définis sur un ouvert 2 de RV

Définition 2.3.1 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de fagon continue

dans un espace de Banach 'Y et on note X — Y si :

* X est un sous-espace de Y

¥ 3C >0 tel que pour tout u € X : ||ully < Cllul|x

Définition 2.3.2 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de fagcon compacte

dans un espace de Banach'Y on note X ——Y si:

17



* X s’injecte de facon continue dans'Y

* toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans'Y .

Théoréeme 2.3.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenbery) Soit 1 < p < N alors :

WLP(R™) C LP"(RY) ou p* est donné par 1% =

=

1
p
et il existe une constante C' = C(p, N) telle que :
[l o vy < CllVullpo@ny , Yu € WH(RY)
Soit 1 < p < N .Alors
WEP(RY) < LI(RY) Vg € [p,p*]
et pour le cas limite p =N , on a
WLN(RN) — LYRYN) Vg € [N, +oo|
Théoreme 2.3.2 (Morrey) Soit p > N . Alors :
WEP(RN) — L(RY)
De plus, pour tout w € WP(RY) on a :
u(x) — u(y)l < Clo = y|*IVull oy pp z,y € RY
avec v =1 — % et C est une constante qui dépend seulement de p et N .

Corollaire 2.3.1 Soit Q un ouvert de RN de classe C*, avec T' = 09 borné , Soit

1<p<0 ,o0na:

Sil<p< N alors WH(Q) — L (Q) ou [% 1 _ %

D=

18



Si P=N alors W (Q) — L1(Q) Vq € [p, +o0|
Si P> N alors W'r(Q) — L>(Q)
De plus, si p > N alors on a pour tout u € WHP(Q)

u(z) —u(y)] < Cllullwiv) |z —=yl* pp 2,y

avec o = 1 — % et C dépend seulement de Q. p et N. En particulier W' (Q) C C(Q)

Théoréme 2.3.3 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert borné de classe C'. On

Sip< N  alors WHP(Q) —— LY(Q) Vq € [1,p*|
Sip=N  alors W'P(Q) —— L1(Q) Vq € [1,+o0|
Sip>N  alors W'P(Q) —— C(Q)

En particulier W'?(Q) << LP(Q), pour tout p.

Théoréme 2.3.4 Soit Q un ouvert borné de RY, avec N >3 et 1 < p < N. Alors

WhP(Q) < L)  pour tout q € [1, NN_”p[

Le nombre p* = N]\E’p est applé exposant critique de Sobolev .

Définition 2.3.3 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon compacte
dans un espace de Banach'Y on note X ——Y si :

* X s’injecte de facon continue dans'Y

* toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans'Y .

19



Théoreme 2.3.5 (Sobolev, Gagliardo, Nirenbery) Soit 1 < p < N alors :

WhP(R™) € LP" (RY) ou p* est donné par # = % — %
et il existe une constante C' = C(p, N) telle que :
[ull o mvy < ClIVullpr@y , Yu € WHP(RY)
Soit 1 < p < N .Alors
WHP(RYN) — LI(RY) Vg € [p,p"]
et pour le cas limite p= N , on a
WENV(RN) — LYRY) Vg € [N, +oo]
Théoréme 2.3.6 (Morrey) Soit p > N . Alors :
WLP(RYN) — L°(RY)

De plus, pour tout u € WP(RY) on a :

u(x) —u(y)l < Clz =yl Vull oy pp z,y € RY

avec v =1 — % et C est une constante qui dépend seulement de p et N .

Corollaire 2.3.2 Soit Q un ouvert de RN de classe C*, avec I' = 092 borné , Soit

1<p<o0 ,o0na:

Sil1<p<N alors W'?(Q) < L (Q) ou z% =1_ %

D=

Si P=N alors WP(Q) — L1(Q) Vq € [p, +o0|

Si P> N alors WhP(Q) — L>(Q)

20



De plus, si p > N alors on a pour tout u € WHP(Q)

u(z) = u(y)| < Cllullwir@) |z —=y* pp 2,y cQ

avec o = 1 — % et C dépend seulement de Q. p et N. En particulier W' (Q2) C C(Q)

Théoréme 2.3.7 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert borné de classe C*. On

Sip< N  alors W'?(Q) —— L1(Q) Vq € [1,p*
Sip=N  alors W'P(Q) —— LY(Q) Vq € [1,+o0|
Sip>N  alors W'P(Q) —— C(Q)

En particulier W'?(Q) << LP(Q), pour tout p.

Théoréme 2.3.8 Soit Q un ouvert borné de RY, avec N >3 et 1 <p < N. Alors

WhP(Q) << LI(Q)  pour tout q € [1, NN_”p[

Le nombre p* = Npr est applé exposant critique de Sobolev .

2.4 Le Théoreme de Lax-Milgram

Le théoreme de Lax -Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution

d’équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires

Définition 2.4.1 On dit qu’une forme bilinéaire

a(u,v): Hx H— R

est

21



1. Continue s’il existe une constante C' telle que
|a(u, v)| < Cllull|[v]l, Yu,v € H
2. Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > allv||*Yv € H

Théoréme 2.4.1 (Lax-Milgram) Soit a une forme bilinéaire, continue et coer-

cive. Alors pour tout ¢ € H' il existe w € H unique tel que
a(u,v) = (p,v)Vv € H.
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

weH et %a(u,u) — (¢, u) = min {%a(u,u) e u>}

22



Chapitre 3

Les operateurs et semi-groupe

3.1 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre de donner quelques résultats qui sont trés connus
sur les opérateurs bornés et non bornés. On n’essaye pas de donner tout, mais de
donner les définitions et les théoremes de base dans la plut part on les présente sans
démonstrations que ’on voit nécessaires dans notre travail.

Soient (E, || . ||g) et (F, | . ||r) deux espaces de Banach sur C, et H désigne toujours

un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire <, >4 et la norme correspondante
I Al

Définition 3.1.1 Un opérateur linéaire T': E — F' est dit bornée s’il existe C' > 0

telle que

| Tz lp< Cllalle, YeekE

dans le cas contraire, T est dit non borné.

L’ensemble de tout les opérateurs linéaires bornés de E' dans F' est noté par L(E, F').
De plus, L’ensemble de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté

23



par L(E).

Définition 3.1.2 Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple

(T, D(T)), avec D(T) C E est un sous-espace de E (dit le domaine de T) et la

transformation linéaire

T:D(T)CE—F

dans le cas ou E = F, alors on dit (T, D(T)) est un opérateur linéaire non borné

sur FE.

Définition 3.1.3 Soit T': (T, D(T)) C E — F un opérateur linéaire non borné

— L’image de T est définie par

Im(T)={Tx:x2€ D(T)} CF.

— le noyau de T est défini par

ker(T) ={z € D(T) : Tz =0} C E.

— Le graphe de T est défini par

G(T)={(z,Tx):x2 € D(T)} CE X F

Définition 3.1.4 L’opérateur T € L(E, F) est dit compact si de toute suite (T, )nen

de E avec || x, ||= 1 pour tout n € N, la suite (Tx,)nen admet une sous-suite

convergente dans F'.

L’ensemble de tout les opérateurs compacts de E dans F' est noté par K(E, F), et
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si E=F, on écrit L(E,E) =K(F).

Théoréme 3.1.1 (alternative de Fredhol) Soit T' € K(FE). Alors
1- ker(I —T) est de dimension finie, (I est l'opérateur identité de E ).
2- Im(I —T) est fermé, et plus précisément
Im(I —T) =ker(I —T*)*.

3- ker(I—T)={0} = Im(I-T)=E

Définition 3.1.5 Une application T : (T, D(T)) C E — F est dite fermée si G(T)

est fermé dans E x F.

Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :

T est fermée si et seulement si

Pourtoutesuite(x,)tellequex,, € D(T) z e D(T)
z, — xdansk = et
etlT'x, — ydansF Tr=vy

3.2 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 3.2.1 Soit H un espace réel ou complere muni d’un produit scalaire

<,> et de la norme induite || . ||. Soit A un opérateur linéaire a domaine dense sur

H, c’est a dire A:D(A) CH —H et D(A) =H.

On dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
R<Ar,z ><0

Définition 3.2.2 Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach X est dit m-
dissipatif si A et dissipatif et \I — A est surjectif c’est a dire Im(A\ —A) = X, pour
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tout A > 0.

Théoreme 3.2.1 Soit (A,D(.A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace
de Banach X. Si A est dissipatif avec Im(I — A) = X, et X est réflexif, alors

D(A) = X.

Théoreme 3.2.2 Soit A un opérateur m-dissipatif, alors
1- Im(AM - A) =X

2- 10, +00[C p(A)

3.3 Semi-groupes, Existence et unicité de la solu-
tion

3.3.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section on commence d’introduire quelques notions de base concernant
les semi-groupes.La majorité des équations d’évolution peuvent étre réduites sous la

forme

ou A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (S(t))¢>o sur un espace

de Hilbert H. On commence par des définitions et théoremes de base.

Définition 3.3.1 La famille (S(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés dans un espace
de Banach X (c’est a dire Vt > 0, S(t) € L(X)) est dite un semi-groupe fortement
continu (en bref Cy- semi-groupe) si

(1) S(t+s)=S()S(s), Vt,s>0
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(2) S(0)=I
(3) (S(t))i>0 est fortement continue sur [0, +00] ce qui est équivalent &

lim||S(t)x — z||x =0, Pour tout z € X.
t—0

Pour un tel semi-groupe (S());>0, on définit 'opérateur A de domaine D(.A) constitué

des points z tels que la limite

existe.

Alors A est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t)):>o0.

Etant donné un opérateur A, si A coinside avec le générateur infinitésimal du semi-
groupe (S(t))s>0, alors on dit qu’il génére le semi-groupe fortement continu (S(¢)):>o.

Parfois on note également S(t) = e

Théoréme 3.3.1 ( Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné) A est le
générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe de contraction (S(t))i>o si et seule-

ment s1

(1) A est fermé et D(A) =H.

(ii) Uensemble résolvent p(A) de A contient RT et pour tout A > 0

1
—_— 71 —_—
FAL =A™ = £

Proposition 3.3.1 Soit (S(t))>0 un Cy-semi-groupe sur un espace de Banach X .

Alors ils existent des constantes M > 1 et w > 0 telles que

| S(t) [|noo< Me®', ¥t > 0.
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St w = 0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné. De plus, si

M =1 alors (S(t))e>o est dit Cy-semi-groupe de contraction.

Théoreme 3.3.2 Soit (S(t))i>0 un Cy-semi-groupe de générateur infinitésimal A
sur un espace de Banach X.
Alors le type wy du semi-groupe (S(t))i>o satisfait
In||S(t
o WSO
t——+o0 t
Théoréme 3.3.3 Soit (S(t))i>0 un Cy-semi-groupe de générateur infinitésimal A

sur un espace de Banach X et o(A) le spectre de A.

Alors le type wy du semi-groupe (S(t))i>o satisfait
wop > sup{R(A), A€ o(A)}

Théoréme 3.3.4 Soit (S(t))i>0 un Cy-semi-groupe analytique de générateur infi-
nitésimal A sur un espace de Banach X et o(A) le spectre de A.

Alors le type wy du semi-groupe (S(t))i>o satisfait
wo = sup{R(A), A € o(A)}

Théoréme 3.3.5 (Lumer-Phillips) Soit A un opérateur linéaire sur un espace de
Banach X.
Alors A le est générateur d’un Cy-semi-groupe de contraction (S(t))i>o Si et seule-

ment st

(i) D(A) = X
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(i) A est m-dissipatif.

Corollaire 3.3.1 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Alors,
A est le générateur d’un Cy-semi-groupe de contraction (S(t))i>o sur X si et seule-

ment st

(i) A est fermé et D(A) = X

(ii) A et A* sont dissipatifs.

Corollaire 3.3.2 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur H. A est le
générateur d’un Cy-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur

m-dissipatif.

Théoréme 3.3.6 Soit A un opérateur linéaire a domaine dense D(A) sur un espace
de Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 € p(A) l'esemble résolvant de H, alors A est

le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction sur H.

Théoréme 3.3.7 (Hille-Yosida) Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné
sur H. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de
contraction (S(t))i>o-

(1) Pour Uy € D(A), le probléme (??) admet une solution forte unique
U(t) = S(t)U, € C° (R, D(A)) not (R,’H).
(2) Pour Uy € H le probleme (??) admet une solution faible unique

U(t) e C° <R, 7—[)
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3.3.2 Stabilité du semi-groupe

Définition 3.3.2 On dit que le semi-groupe (S(t))i>o est stable si lim S(t)x = 0,

t+oo

pour tout v € X.

Siw(A) <0, alors (S(t))i>o est dit exponentiellement stable

Définition 3.3.3 Supposons que A est le générateur d’un Cy-semi-groupe de contrac-
tion (S(t))i>0 sur un espace de Banach X. On dit que le Cy-semi-groupe (S(t))i>0
est

(i) fortement stable si

lim || S(t)z ||x=0, VzelX.

t—+o00

(i1) uniformément stable si

lim || () [lz00= 0

t——+o0

(11i) faiblement stable si

pour tout re€ X et ye X <S{H)r,y>—0 lorsque t— o0

(iv) asymptotiquement stable si

pour tout x € X || S(t)x || = 0, lorsque t— oo

(v) exponentiellement stable s’ils existent deuz constantes M > 1 et w > 0 telles

30



que

| Sz |x< Me ™" ||z ||x  pour tout t >0,z € X.

(vi) polynomialement stable s’ils existent deux constantes positives C' et « telles

que

| Stz |x<Ct ||z |lx, Vt>0,VreX.

Définition 3.3.4 Un semi-groupe (S(t)) sur H est dit uniformément exponen-

>0

tiellement asymptotiquement stable si et seulement s’il existent deux nombres positifs

M > 1 et w tels que,

1S(#)]| < Me™*, pour tout t > 0.

Définition 3.3.5 Un Cy-semi-groupe (S(t)) sur H est dit fortement L*-stable si

t>0
et seulement si,

IS(t)z|| € L*([0, +o0[), pour tout x € H.

Définition 3.3.6 Un Cy-semi-groupe (S(t)) sur ‘H est dit uniformément stable

t>0
ou L*>-stable, ou uniformément borné, si et seulement s’il existe une constante po-

sitive M telle que, pour tout t >

SO <M

Théoreme 3.3.8 Soit (S(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X de générateur A.
Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) (S(t))i>0 est exponentiellement stable. C’est a dire, || S(t) ||< Me ™,
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pour M > 1,w >0
(2) (S(t))i0 est uniformément stable. C’est a dire, tliin | S(t) llex)=0
- —+00
(3) il existe to > 0 tel que

I'S(to) <1

Théoréme 3.3.9 Soit (S(t))i>0 un Cy-semi-groupe uniformément borné sur un es-
pace de Banach X et soit A son générateur. Alors
(i) Si (S(t))i0 est asymptotiquement stable, alors o(A)[iR C o.(.A) le spectre
continu de A.
(11) Sio(A)(iR C o.(A), et 0.(A) est dénombrable, alors (S(t))i>0 est asymp-
totiguement stable.
(iii) Si (Mi — A)~! est compacte, alors (S(t))i>o est asymptotiquement stable si

et seulement si RA < 0 pour tout A € o(A).

Théoréme 3.3.10 Soit (S(t))i>0 un Co-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de
générateur A.
Alors (S(t))i>0 est exponentiellement stable si et seulement si {\: RA > 0} C p(A)

et
| A=A | M pour tout X\ avee RA>0 et M >0 wune constante

Corollaire 3.3.3 Soit (S(t))i>0 un Cy-semi-groupe uniformément borné sur un es-
pace de Hilbert H de générateur A.

Alors (S(t))i>0 est exponentiellemnt stable si et seulement si iR C p(A) et

My :=sup || (it] — A)~' ||< o0
TER
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On cherche les conditions nécessaires de la stabilité forte d’'un Cy-semi-groupe.
Le résultat a été obtenu par Arendt et Batty par le théoreme de stabilité d'un

Cp-semi-groupe suivant :

Théoréme 3.3.11 (Arendt et Batty) Supposons que A est le générateur d’un
Co-semi-groupe de contraction (S(t))i>o sur un espace de Banach réflexif X .
Si

(i) A n'a pas de valeurs propres imaginaires pures.

(i1) o(A) NiR est dénombrable.

Alors (S(t))i>o0 est fortement stable.

Théoréme 3.3.12 Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert H.

Alors (S(t))i>0 est exponentiellement stable si et seulement si

sup{RA\, A € o(A)} <0

et

sup || (A — A) [[< oo
RA>0

ont lieu.

3.4 Critere de domaine fréquentiel

Soit S(t)i>0 un Cy-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert #
de générateur A.

Alors S(t);>0 est exponentialement stable si et seulement si I'axe imaginaire est
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contenu dans ’esemble résolvant de A et

sup [|(iA — A) Y| < o0
AR

Théoréme 3.4.1 (Huang-Pruss)
Supposons que A est le générateur d’un Cy-semi-groupe de contraction (S(t))io sur
H.
(S(t))i>0 est uniformément stable si et seulement si
1) iR C p(A).
2) sup ||(iBI — A) | zae) < +00.
BeER

Le second est une méthode classique basée sur l’analyse spectrale de l'opérateur A.

Remarque 3.4.1 dans le cas ou le Cy-semigroupe n’est pas exponentiellement stable
nous recherchons qu’il est polynomialement stable.

Les résultats de la stabilité exponentielle sont obtenus en wutilisant des méthodes
comme par exemple la méthode des multiplicateurs, l’approche du domaine de fréquence
, Uapproche de base de Riesz et l'analyse de Fourier ou une combinaison d’eu.
Dans cette thése on a utilisé seulement deux méthodes, la premiére s’agit de [’ap-
proche de domaine de fréquence qui a été obtenue par Huang-Pruss.

La deuxieme méthode est une méthode classique basée sur l’analyse spectrale de

lopérateur A.

Théoréme 3.4.2 (Batty, A. Borichov et Y. Tomilov, Z. Liu et B. Rao) Supposons
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que A est le générateur d’un Cy-semi-groupe de contraction (S(t))i>o Sur un espace
de Hilbert H.
Si iR C p(A), alors pour tout | > 0 fizé, les conditions suivantes sont équivalentes

(1) hm _Sup (M — A7 lppo< +o0

(2) || St)Uo [[u< == | Uo [Ipay, Vt>0,Uy€ D(A), pour C >0 quelconque.

tll
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Chapitre 4

application

4.1 Introduction

Considérons le systeme thermoélastique suivant avec retard,

U (2,1) — Qg (x,t — T) + 40 (z,t) = 0, dans (0, ¢) x (0, c0),
Op(,t) — KOp(x,t) + yug(z,t) = 0, dans (0,¢) x (0,00), (4.1)

u(0,t) = u(l,t) = 0,(0,t) = 0,(¢,t) =0, t>0

\

Ot a, v, k et £ sont des constantes positives. Les fonctions u = u(z,t) and 6 = 0(z, t)
décrire respectivement le déplacement et la différence de température, avec x € (0, ¢)
and t > 0. De plus, 7 > 0 iy est le délai. Racke prouvé dans que, sous certains
initiale et conditions limites, le systéme n’est pas bien posé et instable méme si
T est relativement petit. Cependant, il est bien connu qu’en l’absence de retard,
I’amortissement par conduction thermique est suffisamment fort pour produire un
systéme stable exponentiel ,ou divers types de conditions limites sont associés aux

systémes thermoélastiques unidimensionnels.
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Au cours des dernieres années, les effets des retards dans les PDEs sont deve-
nus un domaine de recherche actif. En fait, délais si souvent surgissent dans de
nombreuses applications depuis, la plupart des phénoménes physiques ne dépendent
pas seulement sur ’état actuel mais aussi sur certains événements passés, et les
références mais comme pour le systéme thermoélastique classique, un petit délai
arbitraire peut détruire le bien-posé du probléme ou peut détruire la stabilité.

Afin de résoudre le probléme, des conditions supplémentaires ou des termes de
controle ont été utilisés, nous nous référons a, et les références qui s’y trouvent . Dans
ce document, nous ajoutons au retard équation, un amortissement Kelvin-Voigt de
la forme —fug.(x,t) pour un certain nombre positif réel 3, qui dépend finalement

de a, 7,k et 7. Alors notre systéme prend la forme :

( U (2, 1) — Qugg (2,6 — T) — Pugg(x,t) + Y0, (2, t) =0, dans Q x (0,00),
Op(z,t) — Kby (x,t) + yug(x,t) =0, dans Q x (0, 00),
) u(0,t) = u(l,t) =0, dans (0, 00),
0.(0,t) =6,(¢,t) =0, dans (0, c0),
ug(x, t —7) = folz,t — 1), in Q x (0,7),
\ u(z,0) = ug(x), uy(x,0) = uy(z),0(x,0) = by(x), dans
(4.2)

O les données initiales (ug, u1, fo,6p) appartiennent a un espace approprié et avec
2 = (0,¢). Nous mesurons étudier la qualité du puits et la stabilité exponentielle
D’un tel probléme de valeur limite initiale. Cette idée découle de ou les au-

teurs ont ajouté un terme d’amortissement Kelvin-Voigt a 1’abstrait équation. Plus
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précisément, ils ont considéré le systéme suivant :

u'(t) +aBB*u/(t) + BB*u(t —7) =0, dans (0, 00),

u(0) = ug, u'(0) =uy, (4.3)

B*u(t — 1) = fo(t — 1), dans (0, 7),

Ou un 7 prime ” désigne un dérivé unidimensionnel par rapport a un ¢ et ou B :
D(B) C Hy — H est un opérateur linéaire non limité d’un espace Hilbert H; a un
espace Hilbert H, de telle sorte que B*, ’adjoint de B, satisfait certaines propriétés
de coercivité et d’intégration compacte. Ils ont obtenu un résultat de désintégration
exponentielle sous 'hypothése 7 < a.

Dans les auteurs ont abandonné le délai dans le terme harmonique de ’équation
élastique et ont ajouté un délai de la forme fT? 1(8)0(x,t — s7)ds dans I'équation
de la chaleur, ou 77 et 7 sont des constantes non négatives telles que 71 <; aus et
o [11, 72 — R] est une fonction limitée. Ils ont montré un résultat de désintégration
exponentielle & la condition [™ |u(s)|ds < &.

Nous définissons 1’énergie d’une solution de probléme comme

1 1
E(t) = 5/ (uf (2, t) + aul(z,t) + 0°(x,1)) do +§/ / uZ(z,t — Tp)dpdx
Q Jo
Ou &€ > 0 est un paramétre fixé plus tard.
Le document est organisé comme suit. Dans la section 2, nous formulons d’abord
le probléme dans un espace Hilbert approprié, puis nous étudions la qualité du
systéme en utilisant la théorie des semi-groupes. Dans la section 3, nous prouvons,

en utilisant la méthode de Lyapunov, un résultat de la stabilié exponentielle .
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4.2 Bien-fondé du probleme

Nous introduisons, la nouvelle variable

z2(x, p,t) = uz(x, t — 7p), dans © x (0,1) x (0, 00), (4.4)

Clairement, z(z, p,t) satisfait

th(m7p7 t) + Zp(l’,p, t) = Oa S Qa pe (07 1)a te (O7+OO)7 (45)

2(2,0,t) = wug(x,t), z€Q, te(0,+00). (4.6)

Ensuite, le probléme prend la forme

(2, ) — azg(x, 1, t) — Bugg(x,t) + 70, (z, t) = 0, dans Q x (0, 00), (4.7)

T2z, p,t) + 2,(x, p,t) =0, dans © x (0,1) x (0,+¢4)8)

Op(x,t) — KOy (x,t) + yug(z,t) = 0, dans Q x (0, 00), (4.9)
u(0,t) = u(l,t) =0, dans (0, 00), (4.10)
0.(0,t) =6,(¢,t) =0, dans (0, 00), (4.11)

2(,0,t) = uy(z,t), dans Q x (0,00), (4.12)
u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy(x),0(x,0) = Oy(z), dans €, (4.13)

z2(x, p,0) = folx, —7p), dans  x . (4.14)

Observer qu’il résulte que [, 6,(z,t)dx = 0 qui est, [, 6(z,t)dx conservateur tout

le temps. Sans perte de généralité, nous supposons que [, 6(x, t)dz = 0. Sinon, nous
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pouvons faire la substitution 6(x,t) = 0(z,t) — 7 [ 0o(x)dz, En effet (u,v,z,6) et
(u,v, z, 9~) satisfont au méme systéme

Laisser

" = {(f,g,p, h) € HY(Q) x LX) x LA x (0,1)) x L*(Q) | / h(z)dz = o} .
Q

Equipé du produit intérieur suivant : pour tout Uy = (fr, g, P, hie) € H, k=1,2,

(U1, U}y, = / (0 f1(2) fou (@) + 91(2)gal) + ha(2)hala)) da-te / / pr (. p)pa(z, p)dpd,

‘H est un espace Hilbert.
Définir

U := (u,uy, 2,0)

Ensuite, le probleme (4.2]) peut étre formulé comme un systéme de premier ordre de

la forme

U = AU,
(4.15)

U(0) = (ug, u1, fo(., —.7),60)

Ou lopérateur A est défini par

U v
v (az(., 1) + Pvg)e — V02
A f—
z —%zp
0 —YUz + Kﬁazz
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Avec le domaine :

U= (u,v,20) € 1N [H(Q) x HNQ) x L2(Q; H'(0,1)) x H2(Q)] |
D(A) =

2(,,0) =u, and (az(.,1)+ Bv,) € H(Q)
Dans I'espace Hilbert H.

Pour établir I'existence de la solution, nous prouverons que l'opérateur A génére
un Cy-semigroup, et pour ce faire, nous allons prouver que A — mld génére Cy-
semigroup (des contractions), pour un nombre réel approprié m, fonction de &, a, 8
et 7. Ensuite, nous appliquons le théoreme de perturbation limité (Sect. I11.1 of [?]).

En fait, nous commencons par le résultat suivant :

Lemme 4.2.1 5i & > 27;2, alors il existe m € R tel que A — mld est un dissipatif

maximal.

preuve 4.2.1 Prenez U = (u,v,z,h) € D(A).

(AU, U),, = a/va(x)ux(x)der/Q((ozz(.?l)—l—ﬁvr)x(l‘)—yem)v(a:)daz

+ /Q(—’Y% + Kbyy) (2)0(x)dz —§/Q/o zo(x, p)z(z, p)dpda(4.16)

Intégrer par parties, en utilisant les conditions limites de u,v et 0 pour obtenir

/Q ((az(., 1) 4 Bvg)e — 0, (z)v(z)dr + / (—yvz + KbOyy) (2)0(x)dx
)

Q
= —a/ z(z, Dv(z)de — 8 | v(x)dr — K | 62(x)dz.
Q Q

Q

41



En intégrant par parties dans p, on obtient

/Q/Ol zp(x, p)2(x, p)dpdr = %/Q (22(x,1) — 2%(x,0)) dz.

Alors devient

(AUU),, = a /Q Ve (2)ug (2)dz — a / 22, 1)v, () dx

- 5/§ZU§($)dw—/{/QH§(;)ldx—%/ﬂ(zg(x,l)—zz(x,())) dr,

A partir de laquelle, en utilisant Uinégalité des Young et que 2(x,0) = uy(x),

(AU, UY,, < (as—ﬁ)/ﬂvi(m)dm+ (2%—%)/ 2(2,1)dx + (Qofc_ +%) /Qui(x)dx

~ e /Q 02 (2)da.

B B

5, ou d’une fagon équivalente, € = o, on a :

(AU, U),, 5/ dw+<—— %) /Qz2(x,1)dx+(%2+§) /Qui(m)dx—ﬁ/ﬂei(x)dx.

On choisit alors & > 0 tel que %2 — % <0, c’est-a-dire , € > QTBQQ‘ ensuite on prend

Choisir ae =

m:a—z—i-g

5 T o > 29° pour obtenir

(A=mId)U,U),, < ——/ dx+(— — Z) /QzQ(x,l)dac—fﬁ/QGg(x)dx <0

Ce qui signifie que l'opérateur A — mld est dissipatif.
Maintenant, nous allons prouver la mazimalité de A—mld. Il suffit de montrer

que N d — A est surjectif pour un X\ > m fize. Donné (f,g,p,h) € H, on cherche
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U= (u,v,z0) € D(A), solution de

u f
v g
(Md—A) = ,
z p
0 h
Qui vérifie
(
A —v = f,

M — (az(., 1) + pu,), + 70 = g,

1, _
Az — 22, =Dp,

A0 + yv, — KBy = h.

\

Supposons que nous avons trouvé u avec la réqularité appropriée. Alors,
v=Au—f.
Pour déterminerz, rappelons que z(.,0) = u,, alors, par (4.17))3, on obtient
p
2(.,p) = e MPu, + Te’\Tp/ p(s)erds,
0

Et, en particulier

2(x,1) = e Muy + 2,

Avec 2y € L*(Q) défini par

1
2y = Te_’\T/ p(s)e ds.
0
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



Maintenant, multiplier (4.17)s et (4.17)4 respectivement par w € H}(Q) et ¢ €
H?(Q) de telle sorte que p,(0) = p.(¢) =0, on obtient aprés quelques intégrations

par parties en tenant compte des limites conditions sur v, 6 et w,

/\/vwdqu/(az(.,l)—I—ﬁvx) wxdx—l—y/@;wdx:/gwdx (4.21)
Q Q Q Q

et

A/Hgodx—’y/vgpxdx—l—/ﬁ/@capmdx:/hcpda:. (4.22)
Q Q Q Q

En remplacant et en et (4.29), nous obtenons

)\2/uwdm—i—(oze_)”+/\ﬂ)/uzwmdx+7/wadac = /(g—l—)\f)wd:z;—i—/ (fe—azo)wdx
Q Q Q Q Q
(4.23)

et

/\/ngdx—)\y/ugpxdx—i—/i/@:sgoxdx: /(h—yf)godx. (4.24)
Q Q Q Q

Somme (4.23), et (4.24]) multiplié par %, nous obtenons

b((uve)a (w,gp)) = F(waSO) (425)

Avec

b((u,0), (w,p)) = /Q [Nuw + (ae™ + AB) uyw,] d:H—/

(090 + E(%g%) dx—l—’y/ (0w — up,) dx
Q Q

A

et

F(w, ) :/Q(g+)\f)wda;+/ﬂ(fz—ozzo)wxda:—l—%/Q(h—vf)wdac.
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L’espace

F = {(w,p) € Hy(Q) x H*(Q) | 0,(0) = 0.(¢) = 0},

Equipé du produit intérieur

(w1, 1), (wa, @2)) F = / (W1we + Wiz Wy + V192 + P1292,) da,
Q

Est un espace Hilbert; la forme bilingue b sur F x F et la forme linéaire F' sur F

sont continués. De plus, pour chaque (w,p) € F,

b ((w, ), (w,9))| = cll(w, )3,

avec ¢ :=min (A2, (ae™" + AB) ,1,%) > 0.

Par la lemme de Lax-Milgram, I’équation a une solution unique (u,0) € F.
Immédiatement, de (4.18), nous avons cette v € HE(Y). ). Maintenant, si nous
considérons (w, ) € {0} x D() en nous en déduisons cette équation ([1.17)4
est vraie. La fonction z, définie par , appartient o L'(Q, H'(0,1)) et satisfait
4.17)5 et 2(.,0) = u,.

Les fonctions z(., 1) et v, appartenir a L*(Q), alors on prend (w, p) € D(2) x {0}
dans [4.25)en déduire que az(.,1)+Bv, appartenir a HE(2) et cette équation [{.17),
qui est vrazl.

Laisser 6 = 0 — %fg Oodz,alors on a ¢ca U = (u,v,z,é) appartenir a D(A), et

AU = (f,g,p, h). Ainsi, \Id — A est surjectif pour tout A > 0.

En conclusion, l'opérateur A — mld gén ére un Cy-semi-groupe de contraction. Par

le théoreme de perturbation borné (Sect. II1.1 of [?]), on a
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Lemme 4.2.2 L’opérateur A génére unCqy-semi-groupe sur H.
Enfin, le résultat de la bonne pose découle de la théorie des semi-groupes.

Théoreme 4.2.1 Pour toute donnée initiale Uy € Hil existe une solution unique
U € C([0,+00), H) de probléme ({.15). De plus, silUy € D(A), alors U € C([0, +00), D(A))N

C'([0, +00), H).

4.3 Exponential stability

Sur la base de la méthode de Lyapunov, nous prouvons que le systeme (4.2)) est

exponentiellement stable pour certains 5 > 0. Plus précisément :

Théoreme 4.3.1 Il existefy > 0 tel que pour chaque 3 > [y, le systeme est

exponentiellement stable.

preuve 4.3.1 On prend comme fonction de Lyapunov
o

Vi) = gl =5 [ adde Va0 = Gl = [ ade, vty = 51017 = [
Vilt) = / e, )2 dp = / [ S t)dadp

i) = - / L (0) (2, 8), us) dp = — / 5(p) [ <Aasp sl t)dadp and
Velt) = (u,ug) = /Q e,

f est une fonction réelle définie sur [0,1] et cela sera déterminé plus tard. Les
constantes Ny, No, N3, Ny, N5 et Ng are nombres positifs a corriger plus tard ausst.
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Désigne par V(t) l’énergie définie par

V(t) := NVA(t) + aNaVa(t) + N3Va(t) + NyVi(t).

1l est clair que V(t) est équivalent a E(t). Ensuite, pour un choix approprié de f
nous prouverons que nous pouvons trouver {Ni,...,Ng} et f > 0 tel que les deux

hypothéses suivantes sont satisfaites :
(A1) V(t) est équivalent o V(t),
(A2) V'(t) < —noV (t), pour un nombre positif ng.

Le reste de la preuve sera divisé en trois parties :
First part : il s’agit de la deuziéme hypothése (A2). Commencons par le lemme

sutvant

Lemme 4.3.1 Laisser V(t) étre défini comme précédemment. En choisissant une

fonction f satisfaisante

— e = (eMf(p)), A>0 (4.26)

et en prenant N3 = Ny, Ngf8 = Noa et Ngaw = WN5 nous avons que pour tous
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les nombres réels positifs €1, 9,3 et &4,

g2 Qe
Vi < (-MEnE ) 1
k N,
+ <—2—1N4+_5<52+l))‘/21(t)
T 2T £3
1 N/ T v
(N 2 A N Y |
T 7 \ 269 2
(8% 63 \Ilcp 2
N[ Ny (B4 -2 .
* ( 1<251 ﬁ)—i_ 5(2 +2 ))HUt ”
v
T O Ll
ATEY

ot ¢, > 0 est la constante de Poincaré associée a 2, (il peut étre pris égal a %) et

U= f(l)e*=, A:=f(0) and ® ::/0 2(p)dp.

en outre,

Remarquerez que

A=V+4T.

preuve 4.3.2 Calculer les dérivées de Vi, Vs, V3, Vy et Vs en utilisant l’intégration
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par parties, les conditions aux limites et 'inégalité de Youg, on a

Vl’(t) = <Utta Ut> = ((az(., 1, ) + ﬁutl‘)xa Ut> -7 <9x’ ut>
= —(az(,1,.) + Bug, Ue) — 7 (e, uy)
= —(az(,1,.), uy) —5||Utx||2 — 7 (O, us)

« 2 agq 2
(5 = ) ol 4 552 o 1 = v
V2,(t) = <uxt> u:r> )

‘G(t) = <‘9t7 0> = -7 <(uxt> 0> +K <0:I:xa 0>

= 7 (ur, 0z) — K [|6:]]"

La dérivée deVy is

‘/4,(15) = 2/0 6_2>\p<Z(.,p,.),zt(.”07.)>dp

2 [
— ——/ e 2’\”(z(.,p,.),z,,(.,p,.))dp
T Jo
e~ 1 oA [t
= ——||Z(~,17-)||2+—||Ux||2——/ e [2(., p, )P dp
T T 7 Jo

6_2)\ 2 1 2 2\
< S 201,. S lual? = Z2vi).
< = LI el — 2
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La dérivée de Vs est calculé comme suit

Vi) = %/0 e_/\pf(p) (2p(., ps ), ug) dp _/0 e_/\pf(p) (z(.,p,.), tar) dp
= 1) (2L ) ) — (0) P
+ %/0 (€ f(p)) (2(. p, ), ta) dp_/o e f(p) (2(, ;) Uar) dp.

Remplacement e~ f(1) par ¥, f(0) par A et (e=f(p)) by —e~2**, on obtient (en

utilisant l'inégalité de Younyg),

1/ T 1 T € v
' < —(——A 24— — 2o 20 (2,1, .
o < 3 (50 - A) Il + 5 (et Z) Va0 + Z0 P+ 2 (201,02

Enfin, la dérivée de Vi is
‘/6/<t) = HutH2 - <Z(, 17 ')7 ux> - 6 <uﬂwuflit> +7 <u7 056> :

Pour conclure, il suffit de résumer N1V/(t), aNaVy(t), N3Vi(t), NV, (t), N5VZ(t),

En vue de Lemme pour que l’hypothese (A2) soit satisfaite, il suffit que

—2A

e (67551
~N,—— + N,— = 0 4.27
47 + Ny 5 ) ( )
A N,
ny = —2—Ny + - (62 + 1> < 0, (428)
T 27 €3
1 N, r L
ng = Ny— + DA )+ N5 Toi%p < 0, (4.29)
T T \ 269 27
L
2e1 2 oT
Wy
ng ;= —Nik + N5 < 0. (431)
2aTey
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La premiére condition est équivalent a

N4 == aN1

avec a = o Te?

La deuzieme condition signifie qu’il existe 0 < k < 1 tel que

N5 = bN4 = (lel

avec b = 2
52+%

Notez que, nous avons alors

Remplacement N5 par abNy et a par %aswe”‘ dans , puts en multipliant

["inégalité par %, on obtient

%b\llae”‘cp + %17'1@8304262’\ < &% <ﬁ — 2%1) : (4.32)
Nous prenons €1 = %, alors se transforme en
blae*c, + %Tb@53a262)\ < B (4.33)
Retournez a , Remplacement N5 par abN, obtenir
gs\z < k. (4.34)
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L’inégalité aussi devient

bWveqc, r
(1 D)o as

Déja, il faut que A — % >0, Clest A > -, et <A — %) b—1>0, Cest,

2e9?

b= , A>1, (4.36)
A=2g
Par conséquent se transforme en
bWyeqc,
——E<(A-1). 4.37
% < (a-1) (437
Combinant (4.34]) et (4.57) obtenir
abWry 2a

< A—-1). 4.38
207k = ’yb\Ilcp( ) (4.38)

Remplacementa par %061762’\ dans obtenir

ayb¥ 200
—_— < <
48k ¢ = 7b¥c,

(A—1). (4.39)

Maintenant, revenons plus en détail sur [’hypothese . Pour ce faire, en rem-

N

Sl on obtient

plagant b by

= (4.40)
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ou équivalent,

A AT r
2 (A — = 4.41
G2 ( INE 53> 2t 5 =0 (4.41)
le discriminant d’une telle équation dans €5 est
A T\? AT
A=(A—-——| —— 4.42

qui doit étre au moins égal a zéro. Dans la suite, nous le choisissons zéro. D’autre

AT | AT

AT | AT
—— =A—\/. 4.44
4Nk €3 2k (4.44)

Il est évident que le membre de gauche de la derniére équation est positif, ¢’est-a-dire

part €5 est positif, alors

ou équivalent

A A?
7 < 2)\?. (4.45)

De plus, depuis A>1et0<k<1ona

A A?
1< — <2 —. 4.4
< k < T (4.46)

Enfin, notez que

£y = \/QAF%. (4.47)

Second part : il s’agit de I'équivalence entre V () et V(t). Laisser 5 > 0 et g6 > 0,
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on a

N5<D85
2

N
NGVl € 52Vt S5

et

Neee o Ng 2
[NeVs| < ) cp ||uz| +2—€6HUtH :

pour V(t) étre équivalent o V (t) il suffit que

— < = %, < Ny, (4.48)

(4.49)

Nous choisissons

Utiliser a nouveau Ng = %Ng, and Ny = %N5, imequality devem’r

b2 2%
dh <« 4.50
G+ b < — (4.50)

Third part : 1l suffit d’examiner les équations (4.40), (4.35), (4-39) et (4.50).

Nous prenons h =%, alorsh = U +T = (1 + h)l’ = (1 4+ h) 25

First step. Commengons par ’hypotheése qui peut étre traduit en

A

l< < (1—e (1 + h)? (4.51)
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Nous choisissons h := e~2*. Alors
(1—eYA4+nr2=101-hA+h)?*=1+h—hr"—h*>1

Pour X\ assez large. Nous choisissons A =1+ h — h? —2h3 — 4h* and k = 1 — h*.

Nous avons, pour X assez large, A >1,0<k <1 et est satisfait puisque
A 2 3 3 2
1<E:1+h_h —2h* +o(h?) < (1 = h)(1+h) (4.52)

Second step. Estimation de €5, b et €3 selon h et X\ pour X\ assez large. on a

ko 1+ o(h?)
A 14+ h—h2+o(h?)
=1—h+2h*+ o(h?) (4.53)
et
1
alors
k 2 2
QAFZ = (1—="h)(1 —h+2h"+o0(h?))

= 1—2h+3h* + o(h?).

On obtient donc, en utilisant ,

1
gg = (1—h+ ;hQ — 5h2 + o(h?))

= (1 —h+h*+o(h?)).
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Nous évaluons b.D’abord,

1
2%, 2(1—h+ 2+ o(h?))

= —(L+h—h>+ (h—h»?+o(h?))

(1+h+o(h?),

N — N~

Alors

1 1
1+h——=—(1+h h?
+ 9 2( +h+o(h?))

Par conséquent

1

— = 2(1—h+hr? h%)).

Enfin, de({.36) et en utilisant ca A = (1 + h)L on a

B A B 4A(1+h—h2+o(h2))(1—h+h2+o(h2))
CT(l+h—5) 1—h
= 4AXN1+ h+o(h?)). (4.54)
On évalue maintenantes :
Rappelons d’abord que
A i(1 +h —h* —2h* — 3h* 4 o(h*)) (4.55)
20k 2\ '
Alors
AT 1
= (1= 2 13 _ 14 4
W 4)\2( 2h* — h® — h* + o(h?))
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et
JAD 1 1
o = o h? — §h3 — h* + o(h")) (4.56)

A Uaide de 44.44[), 44.55[), 44.561) et cela A = %(1 —h?%) on a

T

83:h3

(1—h+o(h)). (4.57)

Third step. Interprétation de Inégalité . Tout d’abord, nous devons exprimer

d selon h et \.

Depuis
1
flp) = ¥ (hF + / 6_2’\8(13)
p
1
— 56)\;; (672/\(1 . 672)\) + <€72)\p o 672)\))
— %6)@ (672/\/) o 674)\)
alors,
f2(p) — 4L/\2€2)\p (674)\p o 2674)\672)@ 4 678)\)
— 4L>\2 (6—2/\p . 26—4)\ + 6—8/\62/\p> )
D’ou

1
_ 2
> = /Of(P)dp
1

1—e Lo sen s
—w( oy T gy e e >)

1
= wu — h — 4\R* + o(h?)).
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Maintenant, l'inégalité peut étre réécrit comme :

,7_2 042

4ANZht

2ac,(1 — B + o(h?)) + (1 —h+o(h) < B

Ensuite, nous prenons
c RO B 2
2 2 + — — 4,
(ozT2 + 8)\2> < <a7) (4.58)

avec) assez large.
Fourth step. Etat 4.39) et ['existence de 4. Inégalité peut étre réécrit

comme !

2 (L= I+ o) < 4 < (1= It o))

Ensuite, nous prenons

72

5 < B(1 —h+o(h)) (4.59)
et €4 peut étre pris égal a 5 <2g—n + %(1 —h+ o(h))> , avec \ assez large.

Fifth step. Interprétation de [’hypothése . 1l peut étre réécrit comme :

Cp 2 2 1 s
- —(1 e
2hrﬁ( h* + o(h ))+Ah( +h+o(h))<m
1l suffit de prendre
N B
(26 5 + /\(e +1+ 0(1))) < (4.60)

avec \ assez large.

Notez que pour \ assez large, 3 = ate® remplit les trois conditions

et . De plus, il existe By > 0 telle que chaque B > By remplit les trois conditions
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758 [I-59) et ({F-60).

Pour chaque > By on a

V() < —noV (1) (4.61)

ot ng = min{ny,na, é”g, ém}. Rappeler que V(t), V(t) et E(t) sont équivalents

alors, il existe ag > 0,C > 0 tell que

E(t) < Ce ™"

Comments

On peut remplacer les conditions de Neumann pour 6

0,(0,) = 0,(¢,1) = 0

par les conditions de Dirichlet

0(0,1) = 0(¢,1) = 0,

on obtient alors les mémes résultats.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, on a considéré un systeme suivent

U (2,1) — Qg (x,t — T) + 40 (z,t) =0, dans (0, ¢) x (0, c0),
Op(,t) — KOpz(x,t) + yug(z,t) = 0, dans (0,¢) x (0,00), (5.1)

u(0,t) = u(l,t) = 0,(0,t) = 0,(¢,t) =0, t>0

\

utilisant les théoremes I’axe-Miligram et Hille-Yosida on a montré 'existence et
I'unicité des solutions de probleme, et utilisant la méthode des multiplicateurs on
a établir un résultat de stabilité exponentielle de I’énergie de ce systeme. En pers-
pectives, j'espere de poursuivre I’étude sur ce sujet et pouvoir développer certaines
des idées, en avenir proche. A titre d’exemple, 'existence, I'unicité et la stabilité

asymptotique d'un systeme Thermoélasticité linéaire unidimensionnel.
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