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Introduction générale

Le traitement de signal a pour principal objectif la description

des signaux liés au monde réel dans un but de traitement, d’identifi-
cation, de compression, de compréhension ou de transmission. Dans
ce contexte, les transformations linéaires ont toujours joué un trés
grand role, et parmi ces dernieres, la plus célebre et la plus ancien-
nement étudiée est la transformation de Fourier(1822).
Cette transformation permet d’explorer la composition fréquentielle
du signal et par ses propriétés de lui appliquer facilement des opéra-
teurs de filtrage. Lors de cette transformation, le signal est décomposé
sur un ensemble de signaux "base' qui sont les cosinus et les sinus
ou l'exponentielle imaginaire, mais, trés tot dans 1’histoire du traite-
ment de signal, il est apparu que la décomposition obtenue n’est pas
toujours satisfaisante .

La transformée de Fourier est parmi les méthodes les plus robustes
pour le traitement des signaux en régime stationnaire. Ses dérivées
discrete (TFD) et rapide (TFR) comptent parmi les outils fonda-
mentaux pour le calcul des caractéristiques spectrales des signaux
et utilisent des programmes efficaces moyennant les systemes numé-
riques.

Dans cet étude on a concentré sur la transformée de Fourier ra-
pide qui est appelée FFT ( Fast Fourier Transform en anglais), est
un algorithme qui permet de calculer des Transformées de Fourier
Discretes DFT (Discrete Fourier Transform en anglais).



4

Parce que la DFT permet de déterminer la pondération entre diffé-
rentes fréquences discretes, elle a un grand nombre d’applications en
traitement du signal, par exemple pour du filtrage. Par conséquent,
les données discretes qu’elle prend en entrée sont souvent appelées
signal et dans ce cas on considere qu’elles sont définies dans le do-
maine temporel. Les valeurs de sortie sont alors appelées les spectres
et sont définies dans le domaine des fréquences. Toutefois, ce n’xest
pas toujours le cas et cela dépend des données a traiter.

Ce mémoire composée de trois chapitres substitue le support théo-
rique de la FFT.

Le ler chapitre de notre travail a permet de donner une idée sur
I’historique de la transformée de Fourier rapide FFT et une petite
définition du Joseph Fourier et quelques remarques sur la trans-
formée de Fourier.

Le 2éme chapitre a été consacré a les séries de Fourier et établir
quelques de ses propriétés.

Le 3éme chapitre a été consacré a la transformée de Fourier dis-
crete DFT et la transformée de Fourier Rapide FFT et I'lgorithme
de Cooley-Tukey.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Historique

Au tout début du dix-neuvieme siecle, J. Fourier, éloigné de Pa-
ris et du monde scientifique, occupait une partie des quelques loisirs
que lui laissait sa fonction de préfet (tres actif) de 'Isere, a la résolu-
tion des équations de propagation de la chaleur dans un solide. Afin
d’en faciliter ’étude, il représentait la fonction cherchée comme une
somme de sinusoides, dont la dérivation donne une fonction du méme
type. Il trouva aussi la formule permettant de calculer 'amplitude
de chacune des sinusoides dans cette décomposition : la projection
sur une base de fonctions orthogonales.

A la méme époque et indépendamment (mais ses écrits sur ce su-
jet ne furent publiés que bien plus tard), C. F. Gauss étudiait les
trajectoires des corps célestes. Pour interpoler leurs fonctions entre
les instants d’observation, il utilisait les fonctions périodiques et leur
décomposition en harmoniques ; pour accélérer les calculs, il inventa
I’algorithme rapide redécouvert cent cinquante ans plus tard par Co-
oley et Tukey.

Ensuite, ’analyse des systémes linéaires représentés par des équa-
tions différentielles et le développement de la transmission d’infor-
mation par ondes herziennes nécessiterent la formulation mathéma-
tique du filtrage et de la modulation des fonctions temporelles, de
I’échantillonnage, etc. La compréhension de ces techniques passait
par l'utilisation de la décomposition en sinusoides, la transformée de
Fourier.
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Au début de la deuxieme moitié du vingtieme siecle, le dévelop-
pement des calculateurs numériques et du traitement numérique du
signal amena a la redécouverte de la transformée de Fourier rapide.
En quelques dizaines d’années, elle est devenue d’usage courant dans
une multitude d’applications a destination du grand public (JPEG,
MPEG, MP3, télévision numérique, techniques de correction d’er-
reurs en enregistrement et transmission numérique par exemple) ou
dans des domaines socio-économiques de grande importance comme
I'imagerie médicale, 'astronomie, I'analyse des molécules et des cris-
taux, etc.

Aux origines du traitement du signal, on peut voir en Joseph
Fourier (1768-1830) un précurseur. Pour établir les équations de
la propagation de la chaleur, il mit au point une méthode mathéma-
tique nouvelle qui remplaca la description d’un signal dans le temps
ou l’espace par celle de ses fréquences constitutives : la « transfor-
mation de Fourier ». Le scientifique a clairement formulé I’ambi-
tion de son programme dans son mémoire fondateur :

« Cette recherche difficile exigeait une analyse spéciale, fondée sur
des théoremes nouveaux . La méthode qui en dérive ne laisse rien de
vague et d’indéterminé dans les solutions; elle les conduit jusqu’aux
dernieres applications numériques, condition nécessaire de toute re-
cherche , et sans laquelle on n’arriverait qu’a des transformations
inutiles ».

En quelques mots, tout est dit sur la nécessité d’associer modeles
physiques, méthodes mathématiques et algorithmes efficaces.

Fourier avait le souci des applications numériques mais les moyens
du XIXe siecle étaient limités a cet égard et la transformation qu’il
avait imaginée, qui a été et est encore centrale dans toute analyse
de données, a vu son impact démultiplié en 1965 lorsque etJohn
Tukey en proposérent un algorithme de calcul rapide (dit deFFT |
pour Fast Fourier Transform). Parachevant la vision de Fourier,
on peut considérer que cette année 1965 marque la vraie date de
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naissance du traitement (numérique) du signal.

Si 'on remonte quelques années en arriere, c’est autour de la

deuxieme guerre mondiale que le traitement du signal a commencé a
se développer, d’abord et essentiellement pour des besoins militaires
liés a l'utilisation du sonar et du radar. L'immédiat apres-guerre a
vu 1’éclosion d’approches nouvelles visant a donner des cadres théo-
riques a des notions, intuitives, mais alors encore vagues, comme
celles de message , de signal, de bruit, de transmission, de controle.
En quelques années apparurent la théorie de la communication de
Dennis Gabor, la cybernétique de Norbert Wiener et, bien sir, la
théorie de I'information de Claude E. Shannon.
En parallele, le physicien et mathématicien frangais André Blanc-
Lapierre mit au point une « théorie des fonctions aléatoires » afin
de pouvoir modéliser et analyser le « bruit de fond » rencontré en
acoustique sous-marine. De cette collaboration entre 'université et
la Marine nationale naquit I'association GRETSI qui, en 1967, or-
ganisa en France le tout premier congres au monde dédié a la dis-
cipline nouvelle du traitement du signal. Celui-ci inaugura une série
ininterrompue de rencontres biennales, jusqu’a celle de cette année.
Le colloque a fété son cinquantieme anniversaire début septembre a
Juan-les-Pins, signe d’une Ecole francaise qui a toujours été floris-
sante.
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Joseph Fourier

(21 mars 1768 & Auxerre - 16 mai 1830 a Paris) est un
mathématicien et physicien francgais connu pour ses tra-
vaux sur la décomposition de fonctions périodiques en
séries trigonométriques convergentes appelées séries de
Fourier. Il a été instruit par les Bénédictins a 1’école mi-
litaire d’Auxerre. Il était destiné a 1’état monastique,
mais il préféra s’adonner aux sciences. Il a participé
a la révolution francaise, manquant de peu de se faire
guillotiner durant la Terreur, il a été sauvé de justesse
par la chute de Robespierre. Il integre I’Ecole Normale
Supérieure, ou il aura comme professeur entre autres
Joseph-Louis Lagrange. Fourier est connu pour sa théo-
rie analytique de la chaleur (1822). C’est a Grenoble
qu’il conduit ses expériences sur la propagation de la
chaleur qui lui permettront de modéliser I’évolution de la
température au travers de séries trigonométriques. Ces
travaux qui apportent une grande amélioration a la mo-
délisation mathématique de phénomenes ont contribué
aux fondements de la thermodynamique.
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1.2 Applications

Aujourd’hui le traitement du signal largement dépassé le cadre de
ses premieres applications, investissant progressivement des champs
de plus en plus nombreux de la science et de la technologie. Signe de
son importance, la société savante mondiale la plus importante du
domaine, 'TEEE Signal Processing Society, n’hésite pas a définir son
objet comme « the science behind our digital life ».

Comme cela a été remarqué précédemment avec la FFT, il faut
bien comprendre que c’est le développement prodigieux des moyens
de calcul depuis les années 1960 qui a été un levier essentiel pour
le traitement du signal. La puissance des ordinateurs a permis de
mettre en oeuvre, souvent en temps réel, des solutions de plus en
plus complexes.

Sans que 1’on en soit nécessairement conscient, le traitement du
signal est présent dans notre vie de tous les jours, en méme temps
qu’au coeur d’avancées scientifiques fondamentales. Un smartphone
est par exemple un concentré de traitement du signal, assurant toutes
sortes de fonctions grace auxquelles on peut communiquer, échanger
ou stocker de la voix, de la musique, des photos ou des vidéos (des
formats grand public comme MP3, JPEG, MPEG, etc., sont de purs
produits du traitement du signal).

Le champ de la santé offre de nombreux autres exemples d’ap-
plications pour lesquels se déploient des méthodes d’analyse de si-
gnaux, d’images ou de séquences sous différentes modalités, que ce
soit pour le suivi du rythme cardiaque, la localisation de foyers épi-
leptiques dans le cerveau, 1’échographie ou I'imagerie par résonance
magnétique. De méme dans de grands secteurs comme 1’énergie ou
les transports, ou la prolifération de capteurs et la nécessité de trai-
ter 'information qu’ils collectent placent le traitement du signal au
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centre d’enjeux globaux comme les smart grids ou les villes intelli-
gentes.

1.3 Transformée de Fourier

Nous avons vu que les signaux périodiques pouvaient étre repré-
sentés en fréquence a partir de leur décomposition en série de Fou-
rier. La transformée de Fourier peut se généraliser a des signaux
non-périodiques.

Définition 1.3.1. [6] Soit z(¢) un signal quelconque, on note X (f)
ou TF(x(t)) sa transformée de Fourier telle que :

X(f) =TF(x(t)) = [

—0o0

+ )
OO x(t)e 2™t dt

Inversement, on peut définir une transformée de Fourier inverse
TE~! telle que :

w(t) = TFHX(f) = [ X (e af

X (f) est une fonction complexe méme si x(t) est réel. La trans-
formée de Fourier contient donc une partie réelle et une partie ima-
ginaire et est représentée facilement grace a son module et a son
argument :| X (f)| est appelé spectre d’amplitude et arg(X(f))
le spectre de phase du signal. La variable f s’appelle la fréquence
dont I'unité est le Hertz (en abrégé : Hz).

1.4 Remarques

-La représentation compléete d'une transformée de Fourier néces-
site 2 graphiques : le module et la phase, ou bien la partie réelle et
le partie imaginaire.

- Pour représenter les transformées de Fourier de signaux, il est com-
munément utilisé 1’échelle logarithmique. Pour un signal acoustique,
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par exemple, on calcule 20 log(| X (f)|/2.107°) et arg(X (f)).

Ainsi, la transformée de Fourier est un opérateur mathématique
qui permet d’analyser et de représenter un signal dans le domaine
fréquentiel.

La TF ne modifie pas le signal mais permet seulement de I’'observer
selon différents points de vue (temporel ou fréquentiel).

Il est important de retenir que z(t) et X (f) sont deux descriptions
équivalentes du méme signal. Ces deux fonctions contiennent la méme
information il s’agit juste de deux descriptions dans des domaines
diffiérents.

X (f) apporte des informations sur le systéme physique a 1’origine
du signal.

Elle permet par exemple de diffiérentier un son de trompette d’un
son trombone, ou bien encore différentes ondes cérébrales,

plus facilement qu’en observant le signal dans le domaine tempo-

rel. Le contenu spectral d'un signal est en effet assimilable a
sa « carte d’identité». [6]



Chapitre 2
{ Séries de Fourier

On commence par quelques définitions utiles pour détailler les
séries de Fourier et leurs applications.

2.1 Séries trigonomeétriques et séries de Fourier

Définition 2.1.1. [7] On appelle série trigonométrique, une série de
la forme

S(t) = ag + ag cos(t) 4 by sin(t) + ag cos(2t) + by sin(2t) + ...

On sous forme plus compacte :

s(t) = ap + g[ak cos(kx) + by sin(kx)] ,x €R (2.1)

Les constantes ag ,ay, ,br (k=1,2,3,...) sont des coefficients de la série,
si la série converge, sa somme est une fonction périodique z(t) de
périod T.

Etant donné que sin kt et cos kt sont des fonctions de sorte que

xz(t +T) = x(t) Si la série converge vers x(t) périodique de période
T et z(t) continue par morceau sur l'intervalle [0,T]. On note (2.1)
série de Fourier.

On peut changer la variable ¢ par 27 ft

1
On considere un signal périodique z(t) de période T. T" = ? sur
développement un série de Fourier et alors :
+00
x(t) = ag+ > [ag cos(2mk ft) + by sin(27k ft)] (2.2)

k=1

12
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1
fo = = est la fréquence fondamentale ,a( est la valeur moyen
ag, ai, by les coefficients de Fourier.
Proposition 2.1.1. [7] Si les séries numériques 3 |ay| et 3 |bg| convergent
absolument, alors la série trigonométrique (2.1) converge normale-

ment dans R. En outre, la somme de la série est une fonction conti-
nue sur R ou C.

Démonstration
Notons que

\ax, cos kx + by sin kx| < |ax| + |bg| Ve e R

Par hypothese, les séries numériques 3 |ax| et 3 |bx| convergent, donc
la série >(|ax|+|bx|) converge aussi et d’apres le critére de Weiers-
trass la série (2.1) converge normalement dans R.

En outre, comme aj cos kx + by sin kx est continue sur R ou C, on
déduit du théoreme de continuité que la somme de la série (2.1) est
continue sur R ou C.

2.1.1 Coefficients de Fourier

Définition 2.1.2. [7] Soit f une fonction définie et intégrable sur
I'intervalle [—m, w]. Les nombres ay et by définis par

1 /=
= — kxd k > 2.
ag 7T/Wf(x)cos xdx, > 0, (2.3)

1 /=
b, = — in kxd E>1
& 7T/Wf(:lc)sm xdx, > 1,

s’appellent coefficients de Fourier de f et la série trigonométrique

+00
ap + > (ay cos kx + by sin kx), (2.4)
k=1

est dite série de Fourier de f.
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Remarque 2.1.1. [7] On écrit

(0]
f(x) ~ao+ > (ax cos kx + by sin kx), T € [—7, ]
k=1
pour dire que la série (2.4) est la série de Fourier associée a la fonc-
tion f. Le fait que les intégrales (2.3) existent, n'impliquent pas que
la série (2.4) converge et, meme si elle converge, sa somme n’est pas
nécessairement égale d la fonction f(x).

Remarque 2.1.2. [7] Au lieu de considérer lintervalle [—m, |, on

peut considérer tout autre intervalle d ‘amplitude.2mw, par exemple
[0, 27].

Propriété 2.1.1. [7] Pour une fonction f, 2L-périodique, définie et
intégrable sur un intervalle [-L, L] d’amplitude quelconque finie, la
série de Fourier associée a la fonction f est donnée par

kmx kmx
PR b sin
a0+kz_:l(akcos 7 T hesin— ),
ot ,
T
L/ f(z) cos —dm k>0, (2.5)
) k;7r:L'
L/ f(z)sin —dm kE>1,
Démonstration

En effet, ona —L < x < L dou —7 < 7%1: < 7, ce qui suggere le
changement de variable suivant :

Lt
t= 777.%" Cest-d-dire £ = — et dt = —dz. Posons
L s L

f@) = () =0

v

La fonction g étant 27 — périodique, sa série de Fourier s’écrit

g(t) ~ ag+ > (aycoskt + by sin kt),
k=1
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ol
1 =
= — t ktdt, k>0 2.6
ar = — [ _g(t)cosktdt, k=0, (26)
1 =
by =— | g(t)sinktdt, k>1,
T )T
Alors,
0 k k
f(z) ~ag+ > (akcosm +bksinm> :
f=1 L L
ol
1 /= 1 (L kmx
ay = 7T/_7Tg(7f) cos ktdt = L/_Lf(x) oS de, k>0, (2.7

1 /m ) 1 /L  krmx
b = 7T/_ﬁg(t)smktalt: L/_Lf(aj)sdea:, k>1,

ce qui acheve la démonstration.

Remarque 2.1.3. [7] Soit f une fonction 2L-périodique, définie et
intégrable sur un intervalle [-L, L]. Au lieu de développer f(x) en
série de Fourier sur [-L, L], on peut la développer, moyannant le

changement de variable t = ™F, sur lintervalle [—m, ).

Propriété 2.1.2. [7] Pour une fonction f, 2L-périodique, définie et
intégrable sur un intervalle [o, o + 2L] ot o est une constante arbi-
traire, on a

[ t@yde= [T fa)da

«

Démonstration
En effet, on a

[ f@yde= [ p@yde v [* f@yde v |

le% L

a+2L

f(z)dx
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Or

a+2L o
[ fayde = /_L ft+2L)dt, t=ax—2L
-L
= / f(t)dt car fest2m — périodique

= —/a_L f(x)dx

d’ou le résultat. D’apres la propriété précédente, on peut donc rem-
placer I'intervalle [-L, L] par [, o+ 2L] et les coefficients de Fourier
deviennent :

1 rat2L kmx

ay =7 /a f(z) cos Td:c, k>0, (2.8)
1 rot2L . kmx

by, = L/Oé f(z)sin Td:c, kE>1,

Propriété 2.1.3. [7] Si f est paire, alors

2
ap = 7r/0 f(z) cos kxdzx, b, =0,

et

f(x) ~ C;O + Y ajcoskzx. (série cosinus).
k=1

Si f est impaire, alors

2
ap =0, by, = 7r/0 f(x)sin kxdx,

et
o0
f(z) ~ap+ Y bysinkz. (série sinus).
k=1
Démonstration
En effet, la preuve résulte immédiatement du fait que si f est paire
(resp. impaire), alors f(z) cos kz est paire (resp. impaire) et f(x) sin kx
est impaire (resp. paire).
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Remarque 2.1.4. Soit f une fonction 2L-périodique, définie sur
Uintervalle [0, L]. On peut lui faire correspondre soit une fonction
paire, soit une fonction impaire, définie sur [-L,L]. On procéde comme
suit :

On prolonge f(x) sur [-L,0] de telle facon qu’on ait pour x € [—L,0],

fx) = f(-x) ou f(x) = - [ (-x).

Dans le premier cas, la fonction f sera paire sur [-L, L], d’oi
2 /L
ap = L/O f(x)coskxdx et by =0.
Dans le second cas, f sera impaire sur [-L, L], d’ou
2 (L ,
ar =0 et b= L/O f(x)sin kzdx.

Exemple 2.1.1. Considérons sur [—m, x|, la fonction
f(x) = x. Cette fonction étant impaire, on a

( 1)k+1
ap = 0, —/ rsinkrdr = 2——— P
Par conséquent, la série de Fourier associée a f est

( 1)/€—|—1

()~2Z

sin kx, x € [—m,m.

Exemple 2.1.2. Considérons sur [—m,x], la fonction
f(x) = 2*. Cette fonction étant paire, on a

. _2 us 2 _2(7T)2
b = 0, ao—ﬁ/oa:dx— 3

et
_2 T 2 _ (_1)k
ak—ﬂ/oxcoskxdx—él 2
D’ou,
f(x)fvﬂ+4z( )cos/m T € [—m, 7]
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2.2 Ecriture complexe des séries de Fourier

Définition 2.2.1. [7] En notation complexe, la série de Fourier d’une
fonction 2w — périodique f s’écrit sous la forme

oo

S cpe™
k=—0o0
ou ]
7T —ikx
Cp = — x)e ""dx, ke L.
v=5 [ @)
Démonstration

En effet, on a

ag + X722 (apcoskxr + by sinkx) = ag+ X732, (ak (W) 4 b <em_22€-m>> |
= ap + X2, ((50e) eihe 4 (wtib) g=ike)

On Pose ¢y = ag, ¢, = “’“_27’“, C_p = MQW Dot

00 o . |
ap+ > (agcoskx + by sinkx) = co+ > (Ckezka: I c,ke_“m) 7
k=1 =
ij B
— Z Ckezkx7 L c 7

Exprimons ¢ et ¢_; au moyen d’intégrales. On a

(ak — ibk), .
(}T /_7; f(z) cos kxdx — 7Zr/—7:r f(x)sin k:xdx) :
= o+ /_7; f(x)(cos kx — isin kx)dz,
)

— 217T/_7;f(:p e kg,

De méme, on obtient

Cr. —

DN N

1 . 1 m ikx
C_p= i(ak + iby) = 27T/_7rf(:1:)e dx.
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Finalement,
1 ‘
L= — /W f(x)e *de, ke Z.
2 J-m
ce qui acheve la démonstration.

Remarque 2.2.1. On déduit de ce qui précede que si f est 2L-
périodique, sa série de Fourier s’écrit en notation complexe sous la
forme

S ik
Z ke -,
k=—00

1 L —ikr g
ck:%/_Lf(x)e dx, keZ.

2.2.1 Relations entre les trois représentations de Fourier

Ay €R

X(+ik) EC

8/ 2 +ag

X[

+h /2

FIGURE 2.1 — Relations entre les trois représentations de Fourier
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2.2.2 les coefficients de Fourier pour les trois cas

Le tableau suivant représente les coefficients de Fourier pour les

trois cas :
n=0 % Ap Co
. > !
n>0 (an, by) An Ch, —o <n< 4
an an +Ancos(a,) +2Re[Cy]
b, b, -Aq sin(ay,) -2Im [C]
An Va2 + bz A 2|Cy|
tg—2n
ar
an s an a, art [Im(C+n)
I1Re(C2D)
Cn %(an — iby) %Ane_ian Cn
| C . C.
b ~(an + iby) ~Ane~ion "

TABLE 2.1 — Tableau représente les coefficients de Fourier pour les trois cas

2.3 Théoremes fondamentaux

2.3.1 Théoréme de Dirichlet

Théoreme 1. [1] soit f : R — C une fonction 21 — périodique et
de classe C' par morceauz. Alors la série de Fourier de f converge
stmplement sur R. En chaque point x € R, la somme de la série
de Fourier de f est égale a la demi-somme des limites a gauche et a

droite de f.

En particulier si f est continue au point x € R , alors la somme de
la série de Fourier de f au point x est égale a f(x).
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2.3.2 Théoréme de convergence normale

Théoréme 2. [1] soit f : R — C une fonction2w — périodique ,de
classe C' par morceauz,et continue sur R .Alors la série de Fourier
de f converge normalement sur R, et sa somme est égale a f.

2.3.3 Formule de Parseval

Théoréme 3. [10] soit f : R — C une fonction 27 — périodique
continue par morceaux. Alors les séries numériques Y |c,|* , S |c_n|?,
S lan|? et 3 |bu|? sont convergentes et

p [ 2 g , & 2 9
o Jy IF@OFdt = eol” + Zl(|0n| + |e—nl?),
n—=

_ agl? l+oo 2 b 2
= 45 3 (aal® + oal?)
n=

- f et g deux fonctions continues et 2w — périodique de R dans C. Si
f et g ont les mémes coefficients de Fourier, alors f = g.



— Chapitre 3

la transformée de Fourier rapide
"Fast Fourier transform FFT"

3.1 Transformée de Fourier Discréte

[3] Selon le type des signaux a transformer, différents types de

transformées de Fourier sont définis :

Non périodique

Périodique

Continue Transformée de Fourier

Série de Fourier

Discret | DTFT (discrete time Fourier transform)

DFT(Discrete Fourier transform)

TABLE 3.1 — Classification transformées de Fourier

Pour un signal discret et périodique la transformée correspondante
porte le nom de transformée de Fourier discrete (on utilise habituelle-
ment 'abréviation anglaise DFT pour "Discrete Fourier Transform").

22
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3.1.1 Définition de la transformée de Fourier Discréete

Définition 3.1.1. [2] On appelle transformée de Fourier discrete
d’une suite de N termes x(0),x(1),...,x(N-1), la suite de N termes
X(0),X(1),...,X(N-1), définis par

N-1 -

X(k)= 3 w(n)e ™

n=0
En pratique, les N termes x(n) peuvent étre N échantillons d’un
signal analogique échantillonné : x,, = x(nT.) , et les N termes X(k)
correspondre a une approximation (& un facteur multiplicatif 7, pres)
de la transformée de Fourier de ce signal aux N points de fréquence
fr = kfe/N , avec k entre 0 et N-1, c’est a dire f entre 0 et f,.

3.1.2 Inversion de la transformée de Fourier Discrete

N-1 o nk
w(n) = & X X(k)e™™¥
k=0
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En effet, calculons :[2]

N-1 1 N-1 N—l
A= % Z X(k)ej%n = — x(i eI N )el?T
=0 N k:o i=0
N-1 N 1
(n—i)k
A=Y a(i TN )
N i=0 k 0
i) 1 — ei27r(n—7,)
.. ]27r( _ —
st #En Ze —1_62%,7. =0
Nl (n—ik N-l
sii=n Zeﬂ” N = 1=N
k=0 k=0
) N—-1 ‘ N—-1 o (n—i)k z)k 1
A=+ Z :B(Z)(Z N )= —x(n)N
i=0 k=0
A=zx(n)cq.fd

3.2 Transformée de Fourier Rapide

Définition 3.2.1. La Transformée de Fourier Rapide ( notée par la suite FFT)
est simplement une transformée de Fourier Discrete calculée selon un algorithme
permettant de réduire le nombre d’opérations et, en particulier, le nombre de
multiplications a effectuer. Il faut noter cependant, que la réduction du nombre
d’opérations arithmétiques a effectuer, n’est pas synonyme de réduction du temps
d’exécution. Tout dépend de 'architecture du processeur qui exécute le traitement.
Pour calculer une transformée de Fourier Discrete , on doit calculer N valeurs X (k) :

N—1 -
=Y z(n)e 7N

et ceci pour k € [0, N — 1]. Si on effectue le calcul directement sans algorithme
efficace, on doit effectuer :

N?  multiplications complexes

N(N —1) additions complezes
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Il existe différents algorithmes de FFT. Le plus connu est stirement celui de
Cooley-Tukey (appelé aussi a entrelacement temporel ou a « decimation in time
») qui réduit &

b logy,(N) e nombre de multiplications.

Il existe deux versions de I’algorithme :

e FF'T avec entrelacement temporel,
e FFT avec entrelacement fréquentiel.

L’algorithme nécessite que N soit une puissance de 2. Le principe de I'algorithme
consiste a décomposer le calcul de la transformée de Fourier Discrete d’ordre
N = 2! en 1 étapes successives.[2]

3.2.1 FFT avec entrelacement temporel

[llustrons tout d’abord la méthode par un exemple pour N = 4.
Les données sont notées x(n) et la suite TFD X(n).

La notation w représente e 727/N  c'est-a- dire e 7?7/4. On peut remarquer que

N=1etw"?=—1.Pour N =4, w* =1 et w? = —1. la suite TFD s’écrit :
X(0) = z(0)+z(1) +2(2) + z(3) = (x(0) + 2(2)) + (x(1) + z(3))

X(1) = 2(0) +w'z(l) + w'z(2) + wz(3) = (2(0) — z(2)) + w'(z(1) — z(3))
X(2) = 2z(0) +w?z(1) + wz(2) + wbz(3) = (z(0) + =(2)) — (z(1) + z(3))
X(3) = z(0) +wz(1) + wlz(2) + wz(3) = (z(0) — z(2)) — wl(z(1) — x(3))

Les données (x(0),x(1),...,x(N-1)) sont regroupées en 2 paquets :
un paquet formé des données d’indices pairs (x(0),x(2),...,x(N-2)) et un paquet
formé des données d’indices impairs (x(1),x(3),...,x(N-1)).

Soit pour N = 4, un paquet (x(0),x(2)) et un paquet (x(1),x(3)).

Puis sur chaque paquet on effectue une DFT d’ordre N/2 et on combine les résul-
tats de ces 2 DFT pour obtenir celle d’ordre N.

Ce qui donne, toujours pour N = 4 :
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Xo — TFD _Yo — X0+X2
ordre v, =
Xz N/2=2 1= Xo- Xz

XD:Y0+ZO:XQ+XI +Xot+Xs

—_— X, =Y W 2 =X WX X - W K

x; —| TFD Zo = X1+X3 — Xo=Yy - Zo=Xo- X1 +X2 - X3
ordre _ 1 Trw 1 1
X3 N/2=2] Zy =X - X3 ! =D — X3=Y, - WZ;=Xo - WX - Xz +W'X;

Pour obtenir les 4 valeurs X(k), il suffit donc de calculer 2 DFT d’ordre N/2 = 2
et de combiner les résultats 2 a 2 a ’aide d’une addition et d'une multiplication au
maximum, pour chaque valeur X (k). Cette étape est appelée étage de «papillons
», pour des raisons évidentes liées a la forme du schéma de calcul.

Ce résultat se généralise a toute valeur de N multiple de 2. En effet :

N-1

X(k) = 3 a(n)e?F

i=0

N/2-1 N/2-1 2(1+1)k
X(k) = Z (22)6 jen i + Z 22+1)6 jor 2tk

=0 i=0

N2 N/2—-1 o
X(k;) = Z I(Qz) ]27rN/2 +e ]27r Z $(2i—i— 1)67]2”Ni/2

=0 i=0

N/2-1 Nj2-1 .
X(k’) = Z y(Z)e ]27TN/2 +w Z Z(Z-)e_jzﬂ—m

=0 i=0

On note y(i)=x(2i) et z(i)=x(2i+1), pour i € [0, (N/2 —1)]. On remarque que les
2 termes de la somme donnant X(k) se déduisent directement des 2 TFD d’ordre
N/2 des suites y(i) et z(i) de N/2 points. On note ces TFD Y(k) et Z(k).

Ainsi pour & < N/2 — 1, les 2 termes de la somme se déduisent des termes de

rang k de Y (k) et Z(k) :

N/2-1 N/2-1 ik
X(k)= 3 y(i)e N +wt Y 2(i)e TV = Y (k) + w2 (k)
i=0 1=0

Pour k € [N/2, (N — 1)], on peut écrire k = k' + N/2, avec k' € [0,(N/2 — 1)]. De
plus, comme quelque soit i entier e7?™ = 1, on peut déduire X(k) des termes de
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rang k-N/2 des 2 TFD Y(k) et Z(k) :

N/2—-1 o N/2-1 o
X(k) = > y(i)e TN 4t > 2(i)e 7PN R
=0 1=0
N/2-1 . i(k+N/2) N/2-1 o i(k+N/2)
X(k) = S y@e ™ v b Y 2(i)e TN
=0 1=0
N/2—1 o N/2—1 o
Xk) = Y y@)e 7T b 3T 2(i)e PN
=0 1=0

X(k) = Y(k—N/2)+uw Z(k— N/2)

En conclusion, pour tout N multiple de 2, on peut calculer chaque terme X(k) de
la TFD d’ordre N en combinant, a 1’aide d’au plus 1 multiplication et 1 addition,
2 termes des TFD d’ordre N/2 des 2 suites y(i) et z(i) de longueur N/2, formées
respectivement des termes d’indices pairs et des termes d’indices impairs de la
suite x(n).

En notant Y(k) et Z(k) les TFD d’ordre N/2 de ces suites on peut écrire :

Pour ke {o, ];7 _ 1} X (k) = Y (k) + w* Z(k)

Pour ke [];f N-1] X =Yk N2+t 20 - N/2)

On appelle « papillon », ’étape de calcul consistant a calculer 2 points de la
transformée de Fourier Discrete d’indices distants de N /2, par exemple X(k) et
X(k+N/2) avec k € [0,N/2 — 1]. Le calcul de ce couple de valeurs de la TFD
d’ordre N utilise le couple de valeurs Y(k) et Z(k) des transformée de Fourier
Discrete d’ordre N/2 :

X(k) = Y (k) + w*Z(k)

Pour ke {O, N 1}
2 X(k+ N/2) =Y, + w2 Z(k) = Y (k) — w*Z(k)

Chaque papillon nécessite 1 multiplication et 2 additions ou soustractions.

Ainsi tout transformée de Fourier Discrete d’ordre N multiple de 2, peut se calculer

a 'aide de 2 transformée de Fourier Discrete d’ordre N/2 et d’un étage de N/2

papillons.
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La complexité de calcul, pour la transformée de Fourier Discrete d’ordre N est
donc égale a celle de 2 transformée de Fourier Discréte d’ordre N/2 plus celle de
N/2 papillons. Si on suppose que les transformée de Fourier Discrete d’ordre N/2
sont calculées directement (sans algorithme efficace), on peut dire que :

Le calcul d’une transformée de Fourier Discrete d’ordre N pair, avec cet algorithme,
demande :

2(5)% = N madtiplications complezes

Le calcul de 2 TFD d'ordre N/2 : 2
288 —1)=N(§ —1) additions complezes

‘ % multiplications complexes
Le calcul de N/2 papillons :

N additions/soustractions

Soit un total de

NTQ + % multiplications complexes
NTZ additions complexes

au lieu de :
N?%  multiplications complexes

N(N —1) additions complezes

pour le calcul direct.
Ainsi pour N = 4, on a besoin de 10 multiplications et de 8 additions/soustractions
complexes au lieu de 16 multiplications et de 12 additions/soustractions complexes.

Si N/2 est un multiple de 2, on peut réitérer la méthode pour le calcul des 2
transformée de Fourier Discrete d’ordre N/2. Chaque transformée de Fourier Dis-
crete d’ordre N/2 est alors calculée a 1'aide de 2 transformée de Fourier Discrete
d’ordre N/4 et deN/4 papillons, ce qui donne au total 4 transformée de Fourier
Discrete d’ordre N /4 plus 2 étages de N/2 papillons.

D’une maniere plus générale si N est une puissance de 2, N = 2 I, on peut ré-
itérer la méthode 1 fois et calculer la transformée de Fourier Discrete d’ordre N a
'aide de 1 étages de N /2 papillons, avec 1 = log2(N). La complexité de calcul d'une
transformée de Fourier Discrete d’ordre N devient alors celle de 1 étages de N/2
papillons, soit :

N

15 =log,(N)5  multiplications complexes

IN =log,(N)N additions complexes

Cet algorithme est 1'algorithme de FFT avec entrelacement temporel (base 2) de
Cooley-Tukey .



3.2. TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE 29

Ainsi pourN = 1024 = 219, le calcul direct demande : 1024x1024 multiplications
et 1024x1023 additions, alors que le calcul avec 'algorithme de FFT demande :
10x512 multiplications et 10x1024 additions. Dans ce cas, ’algorithme divise en-
viron par 200 le nombre d’opérations a effectuer. L’efficacité de la FFT augmente
avec N.

Pour N = 4, le schéma complet de I’algorithme est le suivant :

—_— XY X X XX

Xo ~———FD— Yo = XotX;
/)&\
Xa - g Y] = Xp-Xo

(P— X, =YW Z =X W' X -Xo-W'X;
1

—_ XzIYO - Lo:XO - X1+X2 -X3

X1 —v@—ZU = X1+X5

X3 —_ —Z:=X1-X3 - ~B— Xi=Y; - WZ;=x, - WX, - X5 +wWixg
W

On remarque sur ce schéma que les données x(n) en entrée sont désordonnées,
alors que celles de sortie X(k) sont dans 'ordre naturel. De ce fait cet algorithme
de FFT s’appelle FFT avec entrelacement temporel. On verra par la suite qu’il
existe un algorithme symétrique appelé FFT avec entrelacement fréquentiel.

Pour T'algorithme de FFT en base 2 avec entrelacement temporel, un papillon
élémentaire, a I'étage i (en numérotant de 1 a [ = loga(N) ), a la forme suivante :

U, 'D— Vi
(L-i+1) '® ><,O _ > Vi, Npa-nl)
T

Entrée de I'étage 1 wodd Sortie de I’étage 1

UK+NI.£

A T'étape i, les indices des termes associés dans un papillon sont séparés de N;, N;
étant la taille des DFT intervenant a 1’étape i, c’est a dire
N; = 271 = 211 /2= = N/20=+D) Le terme w**) vaut :

i .. k - kN w
wa(z,k) — e—ZJQﬂ'TNi — e_ZJZﬂFNE — wk2l 7"

3.2.2 FFT avec entrelacement fréquentiel

Cet algorithme est symétrique du précédent. Les données temporelles x(n) res-
tent dans 'ordre naturel, mais les résultats X (k) sont désordonnés.



3.2. TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE 30

Le principe consiste encore & décomposer le calcul de la TFD d’ordre N = 2! en 1
étapes successives. Mais le regroupement de données se fait différemment.

[lustrons la méthode par un exemple pour N = 4.

Les données fréquentielles (X(0),X(1),...,X(N-1)) sont regroupées en 2 paquets :
un paquet formé des données d’indices pairs (X(0),X(2),...,X(N-2)) et un paquet
formé des données d’indices impairs (X(1),X(3),...X((N-1))).

Soit pour N=4, un paquet (X(0),X(2)) et un paquet (X(1),X(3)).

Pour N = 4, on peut écrire :

X(0) = z(0)+ (1) 2(2) +2(3) = (2(0) + z(2)) + (z(1) + z(3))

X(2) = z(0) +w?z(1) + wz(2) + wbz(3) = (z(0) + x(2)) — (z(1) + z(3))
X(1) = 200)+w x( )+ w?z(2) + wiz(3) = (x(0) — 2(2)) + [w'(z(1) — x(3))]
X3) = 2(0) +w3z(1) + wbz(2) + wz(3) = (2(0) — 2(2)) — [w!(z(1) — x(3))]

Pour obtenir chaque paquet de résultats fréquentiels, on effectue une DFT d’ordre
N/2 sur des données résultant d’une étape de papillons sur les données x(n).

Xo > TFD — XO

% ordre e
N/2=2 2

Xy TFD | X,
ordre

Xs N/2=2*%
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On a donc un étage de 2 papillons suivi d'un étage de 2 DFT d’ordre N/2 = 2.
Ce résultat se généralise a tout valeur de N multiple de 2. En effet :

N-1
X(k) = Y a(n)e R
n=0
N/2-1 ' . N—1 0
X(2) = Y azn)e?N 4+ Y x(n)e TN
n=0 n=N/2
N/2-1 N/2-1
X(2) = > z(n)e” P27 4 Z (m+ N/2)e 92
n=0
N/2-1
X(@) = 3 (0(n) +aln+ N/2)e
n=0

Ainsi les N/2 termes X(k)de rang pair sont égaux aux termes de la TFD d’ordre
N/2 de la suite de N/2 valeurs (x(n)+x(n+N/2)), avecn entre 0 et N/2-1. De méme

pour les termes X(k) de rang impair :

X (k) = Z x(n)e’ﬂ”%

n

N/2-1 N-1

X@2i+1) = 3 e 5T 4 g(n)e R
n=0 n=N/2
N/2-1 N/2-1 | -
X(QZ_’_ ]-) = Z I’(n)e ]27FN€ ]27I'N/2 _I_ Z m_’_N/Q)e_]QT(%e_]QWT/Q
n=0 m—0
N/2-1 s
n=0

les N/2 termes X(k) de rang impair sont égaux aux termes de la TFD d’ordre
N/2 de la suite de N/2 valeurs w™(z(n) — x(n + N/2)), avecn entre 0 et N/2-1.

D’une maniére générale si N est une puissance de 2 : N = 2!, on peut réitérer
la méthode 1 fois et calculer la TFD d’ordre N a l'aide de 1 étages de N/2 pa-
pillons., avec [ = loga(N). La complexité de calcul d'une FFT avec entrelacement
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fréquentiel est identique a celle de la FFT avec entrelacement temporel.

Pour l'algorithme de FFT en base 2 avec entrelacement fréquentiel, un papillon
élémentaire, a 1’étage i (en numérotant de 1 a | = logs(N)), a la forme suivante :

Uk ';d—) > Vk
Uk—Z—NIZi v@—"@—" Vi Nr’Zi
Entrée de I’étage 1 whtD Sortie de I’étage 1

A Tétape i, Les indices des termes associés dans un papillon sont séparés deN;, N;
étant la taille des DFT intervenant a 1'étape i, c’est a dire N; = N/2'. Et le terme
wP®k) vaut : )

e—j%i — e—ﬂw@ — k2t

2N; 2N

WPk)

3.2.3 Algorithme de Cooley-Tukey

Le calcul de la suite F}, nécessite a priori n? multiplication complexe . [3] Mais
la transformée de Fourier discrete de la suite f; dont le nombre d’élément peut
étre calculé en fonction de la TFD des deux sous suites des termes de rang paire
et des termes impaire .

Soit f = fo, f1,....fn_1 de longueur 2m on décompose f en deux suites qui sont

"= fo, fi, o facr et f7 = f1, fa, . fom—

Soient F' = F{, F|,...F} et F” = F"y, F"y,...F",,_1 les transformées discretes
de Fourier de respectivement f’ et f” la transformée de f est notée F’

F - Fo, Fl, --'anl-

On utilise les mémes notations que précédemment :

N =2 W = e~% on utilise le fait que WY =1 et que W% =-10na

N-1 271
Xp=Y oW ou Xp=> ax,Wh
j=0 Jj=0

On définit les indices j et k par décomposition binaire
j - 2T71dj’7.,1 + ...22dj,2 + 21dj71 -+ dj70 (31)

k=2""dy, 1+ ..2%dgo + 2'dx1 + dy o (3.2)
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Avec : dj,Oadj,ladj,Qa ---dj,r—l,dk,o,dk,l,dk,z, --~dk,r—1 € [1,0]
On effectue le produit k*j en déveleppant selon j, (Il suffirait de développer selon
k pour obtenir I'algorithme avec entrelacement temporel) :
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m:Z%WL-Z S>> > wh (3.3)
j=0 dj,0=0,1d;1=0,1dj2=0,1 dj,r_lz(),l

Xp=a;[ Y Whho 37 gpda S0 gptkdia N e (34)

dj,0=0,1 dj1=0,1 dj2=0,1 dj.r—1=0,1
En utilisant les propriétés de la transformation de fourier
W= W2 o
WZT_dej,r72 _ WQT_I(dk,owL?dk,l)dj,rﬂ

W2T_3kdj,r—3 — W2T_3(dk,0+2dk,1+22dk,2)dj,r—2

AR —— WQT*de,r,p(dk,owko+22dk72+...+2p—1dk,p71)

On a ainsi décomposé la sommation unique sur k en r=log2(N) sommations

r—1
sur 2 d . 22dy 5, 21dy 1.dro -
Si on effectue la sommation sur k2, on obtient un terme :

Si 'on considere I'ensemble des valeurs 7T}, que 'on peut obtenir en donnant aux
indices (dk,0, ..., Ak p—2, djr—p, -, i1, dj0) toutes les valeurs possibles, on obtient N
valeurs T,.(k) avec k € [0, N — 1] qui vérifient les relations :

On peut écrire la formule

TO(dj,r—Qa ooy dj,2> dj,1> dj,o) =T

27=1d; ._1d
Ty(dio, djr—2, -y dj2 dja, djo) = D Toldjpo1, o djn, djo) W2 Gar—tdio

djr—1=0,1
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_ 27=2d; . _o(dk,0+2d
TQ(dj,rfiS? ceny dj,l, dj,07 dk,o, dk,l) - Z T1 (dk@, dj”«,Q, ...dj72, de, dj,O)W jr—2(dk,0 k,1

djr—2=0,1

To(dios ooy A1, djr—p1, --.dj2, dp1,djo) =
2" P (dy o+2dp 1 +...2" Ty
Z Tp—l(dk,07 ~-~dk,p—1> dj,r—pv ...dk71, dij)W (dr.0 k1 k1)

djrp=0,1
On conclusion le r-ieme vecteur intermédiaire T, n’est outre que le vecteur X que
'on cherche a calculer, a une réorganisation du sous indices dj o, di 1, ..., dkr—2, A r—1
prés. Cette réorganisation cerrespondant en fait a un ordre différent de stockage
différent des différents éléments des tableaux, peut étre décrite par le diagramme
suivant :
i1, Apyr—25 s Ai1, Ao = Ao, i1y ooy A2, g1

Cette remise en ordre des éléments de tableau est appelée cryptage/décryptage
binaire, elle consiste a faire un miroir binaire sur les indices.
On donne ici a titre indicatif la table de transformation des différents indices cor-
respondant a :
Par exemple pour N=4 et r=2 on a

Indice | Décomposition binaire | Miroir binaire | Indice aprés transformation
0 00 00 0
1 01 10 2
2 10 01 1
3 11 11 3

TABLE 3.2 — Bit reversal (pour N=4)
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Et pour N=8 et r=3 on a

Indice | Décomposition binaire | Miroir binaire | Indice aprés transformation
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7

Il existe deux variantes de cet algorithme, la premiere possibilité a calculer les r

TABLE 3.3 — Bit reversal (pour N=8)

itérations, puis a réordonner les éléments de tableau pour obtenir le résultat final.
La seconde possibilité consiste a réordonner les éléments de tableau avant de cal-

culer itérations. Ces deux variantes son équivalentes et constituent ’algorithme de

Cooley-Tukey.
Le résultat final

Xi(dgr—1, digr—2, ... di1, dio) = T (dgo, i1, -y digr—2, digr—1)

(3.5)



Application numérique

Trouver la FFT du signale z; = [1 2 345 6 7 8] On illustre
'algorithme pour lecas N =8 =23  r =3
2 —1

Xp=Y zjw  0<k<2 1
j=0

Les indices Pair Les indices Impair
0=2"%x0+2'x04+2*x0=[000]  1=2"%1+2'x0+22x0=[001
2=2"%0+2'x14+2*x0=[010] 3 =2"x14+2'x142°x0=[011
4 =20%04+2'x04+2*x1=[100] 5 =2"x14+2'x04+2°x1=[101
6 =2"x0+2"x14+2*x1 =[110]  7=2"x14+2'x14+22x1=[111
On dit que f; = Ty[j] =[123456 7 §]

]
]
]
]

alors :
0) —T5(000) = 1) —Tp(001) =2
2) —Tp(010) = 3) —Tp(011)=4
4) —=Tp(100) = 5)—Tp(101) =6
6) —To(110) = ) —Tp(111)=38

Premieére étape : calcul Tl(dkp, di1,djp)

En appliquant les relations précédentes pour calcul 11 (dy,d;1,d;j0)

Ty (dyo,dj1,djo) = To(0,d;j1, djo)w’ + To(1, dj1, djo)w? %o
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T1(dro, dj1, djo) = To(0, dja, djo)w’ + To(1, dj ., djo)w ™

. _i2m
dro = 1 Implique que Widko = g wg =e 5t =

e =cosm —1sinT = —1

e—’l,ﬂ'

T1(000) =Ty(000) +Tp(100) =1+5 =6
Ti(001) =Ty(001) +Tp(101) =2+ 6 =8
T1(010) =Tp(010) + Tp(110) =347 = 10
Ty (011) =Tp(011) + Tp(111) =448 =12

Ti(100) =Tp(000) —Tp(100) =1 —5 = —4
T1(101) =Tp(001) —Tp(101) =2 — 6 = —4
T1(110)=Tp(010) —Tp(110) =3 — 7= —4
Ty(111)=Tp(011) = Tp(111) =4 —8 = —4

Ces relations peuvent aussi se représenter sous la forme graphique
de " papillons '

To (o) Ty(0)
To (a) w;? T1(a)
To(2) T,(2)
To (6) w,e T, (6)
To (1) > Ty (1)
To (5) ::>WC T1(5)
To(2) T1(3)
To (7) W, T, (7)

n

FI1GURE 3.1 — Forme graphique de "papillions
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On a le résultat suivant

Ti(000) =6 T1(100) = —4
T1(001) =8 Ty(101) = —4
T1(010) = 10 Ti(110) = —4
Ty(011) =12 Ti(111) = —4

Deusiéme étape : calcul T5(dy, di1,d;j0) En appliquant les rela-
tions précédentes pour calcul T5(dy 0, i1, dj0)

To(dp, dy1, djo) = Ti(dpo, 0, djo)w’ 4 T1(dpo, 1, djo)w Pot2dk)
On calcul 75(0 0 0)
T5(000) = T1(000) + T1(010) =6 + 10 = 16
dro =0 dp1 =0
Ty (dgo, 1, djo)w? O = 71(01 0) * w® = 10
T5(000) =T1(000)+T71(010) =6 + 10 = 16
On calcul 75(00 1)
T5(001) =T1(001)+T1(011) =8+ 12 =20
dro=0  dp1=0
7101 1)w?? =130 1 1) = 12
T5(001) =T1(001) +T1(011) =8 +12 =20
On calcul 75(0 1 0)
T5(010) = T1(000) — T3(010)
dro=0  dpy=1
T1(dyo, 1, djg)w?ot2ms) dyo + 2dj1 = 2
T1(010)w™ 2% =T3(01 0)w?
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_gm ,- -
wh=eTW = e = cosm —isinm = (—1)

T5010) =T1(000) —T1(010) =6 — 10 = —4
On calcul 75(0 1 1)
T,(011) =T1(001) —T1(011) =8 — 12 = —4

dpo =0 dp1 =1
T1(0 1 0)w?® = T71(0 1 0)w* wt=—1
T5(011)=T1(001) = T3(011) = —4
On calcul 75(1 0 0)

Ty(100) = T1(100) —iTy(110) = —4 + 4

T1(dk,0, 1, djjo)wQ(dk,o-l-Qdk’l)
dro =1 dpa1 =0
n(11 0)w2(1+2*0> =T(11 0)w—2

_ ;2 T ™ .. T .
w? =e 5@ Z o713 :cosg—zsmgz—z

T5(100) =Ti(100) — T3 (110) = —4 + 4i

On calcul 75(1 0 1)
Ty(101) =T1(101) —iTy(111)
Ti(dyo, 1, dj ) deo+2dea)
dpo =1 dp1 =0
Ty(1 1 1) deot2de) — 7y(1 1 1)w?V
w? = —i

Ty(101) =Ty (101) +iTy(111) = —4 + 44

On calcul T5(110)

Ty(110) =Ty (100) +iTy(110) = —4 — i4
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dro=1 dpy=1
Ty (dgp, 1, djo) W2 o t2de1) — 1y(1 1 0)W?3) = Ty (1 1 0)WS

6 3m .. 3w .
W’ = CcoS — — isin — =14
2 2

T5(110) =Ty (001) +iTy(111) = —4 — 44
On calcul T5(1 1 1)
Tp(111) =Ty(101) +iTy(111) = —4 — i4
dro=1 dp=1
Ti(dyo, 1, djo) WA 02000 = Ty (11 1)uS
To(111) =Ty(101) —iTy(111) = —4 — 4

On a le résultat suivant

T5(000) = 16 Ty(100) = —4 + 4i
T5(001) = 20 Ty(101) = —4+4i
Ty(010) = —4 Ty(110) = —4 4 4i
T5(011) = —4 Ty(111) = —444i
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Ces relations peuvent aussi se représenter sous la forme graphique
de " papillons '

Th(0)
T2(4)

T4(2) T2(2)

Ty (6) T2 (8)

T, (1) > T2 (1)

T, (5) T2 (5)

T1(3) > T3 (3)

T, (7) = To(7)

FI1GURE 3.2 — Forme graphique de "papillions "2

Troisieme étape : calcul T3(dgp, d 1, dr2) En appliquant les rela-
tions précédentes pour calculTs(dy 0, di1, di2)

Ts(dp, dy1, dro) = To(dyo, di1, 0)w’ 4+ To(dy o, dp1, 1)w B0t 2deatidis)

T5(0 0 0) = T5(0 0 0)w” + T1(0 0 1)w”
dio =0 ydp1 =0 ydro =0
T3(001) = T5(0 0 0)w’ 4+ 77(0 0 Dw?
dro=0  ,dp1=0 ,dpa=1
T3(010) = T5(0 1 0)w’ + 71(0 1 1)w?
dro=0 ,dp1=1  ,dpa=0
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T3(011) =T5(0 1 0)w” + T3(0 1 Dw®
dro=0  ,dp1=1 ,dpo=1
T3(100) = Tp(1 0 0)w’ + T1(1 0 1)w'
dpo =1 ydp1 =0 ydro =0
T3(101) = T5(1 0 0)w’ +T1(1 0 1w’
dpo =1 A1 =0 dpo =1
T3(110) =To(110)w’ +T1(111D)w?
dpo =1 dp =1 ydio =0
T5(111) =Ty(110)w’ +T1(1 1 1w’
dpo =1 Ay =1 Ao =1

Calcul w! :On a 1 varie entre 0 et 7 et W' = ¢i2(8)!
D’aprés le calcul on a :

w4 _ e—z%’r(él) L _WO
w2 — —22877(2) — —Zg = —3

w6 =c 22%(6) = e_i%r =] = —W2

1 i) it \/§ \/§

w =€ 8 —e 't = — — 97—

2 2
’uj5 — 6_2%(5) e e_l% — _\/§ + Z\/§ — _Wl

2 2
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Quatrieme étape : La derniere suite de valeurs est eguale a la suite
cherchée X[K]

X[0] =T3(000) = 36 X[4]=T3001) = —4

X[ =T3(100)=—4+4(1++2)i X[5]=T3(101) = —4+4(1 — /2)i
X[2] =T3(010) = —4 4 4i X[6]=T5(110)=—4 —4i
X[B8]=T3(011) = —4 — 4 X[ =T5(111) = —4—4(1 ++/2)i

Ces relations peuvent aussi se représenter sous la forme graphique
de " papillons '

T,(0) =~ > F(0)
T 2(4) —ed | . L F (1)
\ \wy
To(2) ———i O\ M > E (2)
T2(6) - ” e (B)
w2() w > F(4)
T2 (B) @' \ "> F(5)
T, (8) ——3 w \ > F(6)
L5 & o Te— ' = F (7

F

F1GURE 3.3 — Forme graphique de "papillions "3
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En résumé pour la forme graphique de papillion :

To (0) F{0)
\\ o
To (4) 3 F (1)
To (2) F(2)
W
Ts (8) F(3)
To (1) F(4)
W
To (5) F(5)
T (3) F (6)
\ 4
Ty (7) W, F(7)

FI1GURE 3.4 — Forme graphique de "papillions "4

L’ensemble des relations pécédentes peut s’ecrire sous la forme
matricielle suivant : T),,1 = MT,, avec T, .1 et T,, des vecteus et M
la matrice de passage

Calcul 7T;
70 [1ooow o o oo
Ti(1) 0100 0 w 0 0]|Ty1)
T1(2) 0010 0 0 w 0]|Ty?2)
Ti3)) 0001 0 0 0 w|Tp3)
T1(4)_1000w4 0 0 O0]|To(4)
T:(5) 0100 0 w' 0 0]]|T5)
T:(6) 0010 0 0 w' 0]]|T06)
T1(7) 0001 0 0 0 w]|T7
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Les valeurs de T5 se calculent 2 par 2 a partirdes 2 valeurs de T}
de mémes indices de 1'étape précédentes . Les relations précédentes
correspondent a la forme matricielle :

o) [tow 0o 000 ollno
1) 01 0w 0 0 0 0|
o)) [1ow 0 00 0 0|7
T3)| (01 0 w00 0 0|T3)
|l (100 0 w o o0 of|T@
)| 0o 0 0 1 0w o1
) 00 0 0 1 0w 0|76
ol (0o 0 0 01 0 o |17

Les valeurs de T5 se calculent 2 par 2 a partirdes 2 valeurs de T} de
meémes indices de I’étape précédentes .Les noeuds duaux sont espacés
de & =1

23

Les relations précédentes correspondent a la forme matricielle :

7o (1w o 00 0 0 ol|mo
| (1wt o 00 0 0 0|
T5(2) 00 1 w20 0 0 0]|T2)
n@)| [0 0 1w 0 0 0 0|1
@l 10 00 0 1w o 0l|DA
) 10 0 0 0 1wt o 0|
76| [0 0 0 0 0 0 1 W |76
|l 10 00 0 0 0 1 W |1
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En résumé :

—T3(0)_ w0 00 000|[1ow 0 000 o0
T3(1) Lw*0 0 0O0O0GO0O[|01 0« 0O0O0 0
T3(2) 00 1w>0O0O0UO|[1Ow" 0 000 O
T3) 00 1w 0000101 0w 000 0
T3(4)_00001w100*100 0 w0 0 0
Ts(5) 0000 1w 0 O0]00O0 0 1 0w 0
s6) |0 00000 1w |00 0 0 1 0w 0
(7 000000 1Lw/| 000 0 010 w
1000w 0 0 0] TO(O)_
0100 0 w 0 0]|TH1)
0010 0 0 w 0]|TH2)
0001 0 0 0 w|TH3)
*1000w4000T0(4)
0100 0 w' 0 0]|TH5)
0010 0 0 w 0]|Ty6)
0001 0 0 0 w|Ty7)

La méthode illustrée pour N=8 se généralise pour tout N puissance
de 2
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Ta= x
k) « %} P
xfi) = T3

i = IBRK

Debut

N 27, oy aninteger,
NU =y

[ Lecture de donnees _ |(1)
Data:xii), k=~ 0, 1. NI Y

Entrer
M, N

w = valeur enttier 2™Vt
P - IBROW)

!

‘l’l*"-ﬁom
xik ¢ N2) = x{k) - T1
xtk) © xikx) o Tt

1

Il

® [ |O©

kosk o+ N2

M2

32 - M2
18R = 2018R ¢ (M2¢32)  Jowmmiid 11 = 11 4 %

FIGURE 3.6 — Organigramme
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program fourier;

u*ses crt; .
(: PROGRAMME QUI CALCUL LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE FFT**)
’gxpe realarray=array[0..31] of real; . )
E: fonction qui permet de faire l'inversion binaire *j))

function ibitr (j,nu:integer):integer;
vari,j1,j2,k: integer;
begin
j1:=;
k:=0;
fori:=1to nu do
begin
j2:=j1 div 2;
k:=k*2+(j1-2%j2);
j1:=j2
end;
ibitr:=k;
end;
(* ")
* sous programme qui calcule la transform,e de fourier rapide FFT *)
* ")
procedure fft (var xreal,ximag:realarray;n,nu:integer);
var n2,nut,i,lk,m:integer;
treal timag,p,arg,c,s:real;
label Ibl;
begin
n2:=n div 2;
nu1:=nu-1;
k:=0;
for I:=1 to nu do
begin
Ibl:
fori;=1ton2do
begin
m:=k div round(exp(nu1*In(2)));
p:=ibitr(m,nu);
arg:=6.283185*p/n;
c:=cos(arg);
s:=sin(arg);
treal:=xreal[k+n2]*c+ximag[k+n2]*s;
timag:=ximag[k+n2]*c-xreal[k+n2]"s;
xreal[k+n2]:=xreal[k]-treal;
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ximag[k+n2]:=ximag|k|-timag,
xreal[k]:=xreal[k]+treal;
ximag[k]:=ximag[k]+timag;
k:=k+1;
end,
k:=k+n2;

if k<n then goto Ibl;

k:=0;

nul:=nui-1;

n2:=n2 div 2;

end,

for k:=0 to n-1 do

begin

i:=ibitr(k,nu);

if i>k then

begin
treal:=xreal[k];
timag:=ximag[k];
xreal[k]:=xreal[i];
ximag[k]:=ximag][i};
xreal[i]:=treal,
ximag(i]:=timag;

end;
end;
end;
* PROGRAMME PRINCIPALE
(*
var xreal,ximag:realarray;
i:integer;
BEGIN
clrscr;
fori:=0to 7 do
begin
xreal[i]:=i+1;
ximag([i}:=0;
end;
fft(xreal,ximag,8,3);
fori:=0to 7 do

writeIn(xreal[i]:2:2,' 'ximag[i]:2:2,"");
readin;

readin;

END.

FI1GURE 3.7 — Programme calcul FF'T en Pascal



Conclusion

L’analyse FFT est utilisée pour la description du signal tem-

porel dans le domaine fréquentiel avec une résolution fréquentielle
constante sur une échelle linéaire de fréquence.
Aussi, 'analyse FF'T sert a observer des signaux qui ne sont pas pé-
riodiques (aléatoires par exemple). Cette extension de capacité du
calcul FFT, qui n’est pas naturelle pour ce type de signal, appelle a
la plus grande prudence dans l'interprétation des résultats.

La transformée de Fourier est une des méthodes (la plus utilisée
aujourd’hui) pour représenter un phénomene temporel dans le do-
maine fréquentiel.

Cette représentation fréquentielle est une image parmi d’autres pos-
sibles du phénomene étudié. Il existe d’autres méthodes plus com-
plexes mais plus efficaces.

La compréhension de la FF'T aide cependant a mieux les comprendre.

o1
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