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INTRODUCTION

L’étude des équations différentielles ordinaires se trouve a l'interface de nombreux
problémes scientifiques.

En effet, la plupart des phénoménes de la Physique ou des sciences de I'ingénieur sont
modelés par des équations différentielles avec des conditions soit initiales soit aux limites ;
d’ou I'importance d’étudier ce genre de probléme.

C’est dans ce contexte que notre mémoire s’inscrit. En fait nous considérons dans ce
mémoire le probléme suivant

|u'[?

WA — s+ f(t) =0, 0<t<]1

uP

u(l) =u(0) =0

ou ,u est une fonction qui dépend de t et f(t) est une fonction continue V¢ € [0,1]; et
A, m, 7y, p des nombres réels positifs.

Ce mémoire est constitué de deux chapitres; le premier chapitre représente un rappel
des notions de base nécessaire pour étudier ce probléme.

Dans le deuxiéme chapitre et via la technique de sous et sur-solution on établit un
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résultat d’existence de solution ; il faut bien noter que le théoréme d’Ascoli-Arzela est un

ingrédient essentiel dans notre démonstration.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions, et les théorémes nécessaires pour la

compréhension de notre travail.

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.1 (Espace métrique) :Soit E un espace topologique. Une distance (ou mé-

trique) sur E est une application d : E x E— R” qui vérifie puor tout z,y et z de E :
1. d(z,y) =0 si et seulement si x = y.
2. d(x,y) = d(y,x) (symétrique)

3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 :Un espace (E,|| . ||) est dit espace vectoriel normé sur le corps K = R

ou C s7il est muni d’une application || .| :E— Ry qui vérifie :



1.1 Espaces vectoriels normés Préliminaire

INzeE| x| =0 z=20
2V NeKzx e E || e || =|A| | | ou| .| désigne respectivement la valeur absolue si

K =R ou le module st K =C
SNVx,y €| x+y ||| x| + || vl (linégalité triangulaire).

si (E,|| .|| est un espace vectoriel normé, on définit la distance associé 4 une norme par

dy j(zy) =1 z—yl

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.3 (Suite de Cauchy) :On dit que la suite (x,,),, dans l’espace métrique(X,d)
est de Cauchy st
Ve >0,3 N. >0 tel que n,m > N. = d(x,,x,,) < €

on écrit alors

d(xp, Tm) — 0 ,quand n,m — o0

Remarque
— Toute suite convergente est de Cauchy.

— Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.1.4 (Espace Complet) on dit qu’un espace vectoriel normé E est complet,

si toute suite de Cauchy dans E converge dans E

Définition 1.1.5 (Espace de Banach) :On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel

normé complet



1.2 Compacité Préliminaire

Exemple 1.1.1 1. (R" ||.||1) est espace de Banach, ot
l|z]|1 = Z 2|, avecx = (x1,...,2,) € R"
i=1

2. Toute espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

1.2 Compacité

Définition 1.2.1 (Espaces métrique compacte) Soit (E,d) est un espace métrique, On
dit que (E,d) est un espace compacte si tout suite {x,}nen d’éléments de E admet une

suite extraite convergente vers un point de E.

Le résultat suivant caractérise les ensembles compactes dans ’espace R".

Théoréme 1.2.1 (Théoréeme de Hein-Borel) Soit K un sous ensemble de R™; K est

compacte si et seulement si K est fermé et borné.

Ainsi les intervalles fermé et borné de R sont des espaces compactes, les suites numériques
convergentes sont aussi des espaces compactes. Généralement dans un espace normé de
dimension finie les espaces compactes sont exactement les fermés bornés, mais cela n’est

pas vrai dans le cas des espaces de dimension infinies comme le montre le théoréme suivant

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Riesz) Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, alors E

est de dimension finie si et seulement si la boule unité fermée de E est compacte.

Donc pour caractériser les ensembles compactes dans un espace de dimension infinie,

on fait appelle au théoréeme d’Ascoli-Arzela.



1.3 Théoréme d’Ascoli-Arzela Préliminaire

1.3 Théoréme d’Ascoli-Arzela

1.3.1 Equicontinuité

Soient E et F' deux espaces métrique munis d’une métrique d, notons par C (E, F')

I’espace des fonctions continues de £ dans F.

Définition 1.3.1 (Ensemble équicontinue) On dit qu’un ensemble A de C (E, F) est équi-

continue en un point x € E, si A vérifie
Ve > 0,36 > 0,Vy € E, d(z,y) <o = Vfe A d(f(x), f(y) <e.
St A est equicontinue Vx € A, on dit que A est equicontinue sur A.

En d’autre terme, une suite de fonction continues (f,,), est équicontinue sur A, si Vo € A

étant donné € > 0, on peut prendre le méme . pour toutes les fonctions f, de la suite

() -

Exemple 1.3.1 .

1. Par définition toute partie formée d’un nombre fini de fonctions continues est équi-

continue.

2. Si toutes les fonctions de A sont A\—lipschitziennes pour la méme constante X, alors

A est équicontinue.

1.3.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.3.1 (Théoreme d’Ascoli-Arzela) Pour A C C ([0,1],R); A est compact si

et seulement si, A est fermé, borné et équicontinue.



1.4 Méthode de sous et sur-solution Préliminaire

Proposition 1.3.1 soit (f,)nen une suite des fonctions dans C([a,b],R) vérfiant :

1. (fn)nen est relativement bornée(ie)

M >0,VneN;|| fn IS M

2. est équicontinue

(ie) Ne > 0,30, > 0;Vx,y € [a,b] :

|z —y |[<=] fulz) — fuly) |[< e, Vn e N

Alors (fn)nen admet une sous-suite convergent(ie( fn)nen est relativement compacte).

Corollaire 1.3.1 Si la suite des fonctions (fn)nen est bornée dans C([a,b],R) et (f)nen
est bornée dans C*([a, b],R).

Alors (fn)nen admet une sous -suite convergent dans C([a, b],R).

1.4 Méthode de sous et sur-solution

1.4.1 Sous-solution

On sintéresse a ’existence de solution via la méthonde de sous-sur solution on considére

le probléme suivant :

soit f € C10,1] et f(t)>0.

10



1.4 Méthode de sous et sur-solution Préliminaire

Définition 1.4.1 ( Sous-solution pour un probleme aux limites) On dit que U est une

sous-solution pour le probléme (P,) si

(Leu)(t) <0,t € ]0,1]

et U(t) <0, Vt € [0,1].

1.4.2 Sur-solution

Définition 1.4.2 ( Sur-solution pour un probléme auz limites) On dit que V. est une

sur-solution pour le probléme (P.) sil vérifie

(LVe)(t) > 0,t € [0,1]

et U(t) >0, vt € [0,1].

11



CHAPITRE 2

ETUDE D’'UN PROBLEME AUX LIMITES

2.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a la résolution du probléme aux limites suivant :

WA MR =0, 0<t<1
u(l) =u(0)=0

(2.1)

ou ,u est une fonction qui dépend de t.
f(t) est une fonction continue V¢ € [0,1]; et A\, m,~,p des nombres réels positifs qui

vérifient certaines conditions.

Plus précisement,nous prouvons dans ce chapitre I’existence de solution pour le pro-

bléme (2.1) et nous démontrons le résultat suivant :

12



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

2.2 Existence de solution

Théoréme 2.2.1 [/] Soit A €]0,+o0[,p € [1,2[,m €]0, 3]

et soit f € C([0,1],R) (I’espace des fonctions continues).

On suppose que f(t) > 0,Vt € [0,1]. Donc,si

v > nfG(t)

ot G(t) : RT — RT est définie par :

_ bt A2 —p) w1y (2 - p)Qmax[o,l}ftp,Q

g(t) 2 4

Alors le probleme auz limites (2.1) admet au moins une solution non triviale.

La preuve de ce théoréme passe par trois étapes; le premier étape consiste a appocher

le probléme (2.1) par le probléme e- approché (P,) suivant

N N e 4 t)=0, 0<t<l1
(Pe) e (t+ea )™ 7(“+52)p + f( ) ’
u(l) =u(0) =0

u/ |’LL/ ‘2
treaym - (uFe)P

Remarquer ici qu’on a met des épsilons aux dénominateurs des fonctions

et cela pour éviter des quantités indéfinies lorsque t tend vers 0 on bien u tend vers 0.

Afin de démontrer 'existence d’une solution e -approchée u., on utilise la méthode
de sur et sous-solution, cette méthode consiste & démontrer que (P.) posséde une sous-
solution (étape 01) et une sur-solution (étape 02) et par conséquent (P.) posséde une

solution.

13



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

Aprés avoir prouver I’éxistence de la solution e -approchée u. pour (P.); on passe a
I’étape final.
Dans cet étape on suppose que € est une suite (€)r qui tend vers 70”7 et par suite,

il vient d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela qu’il existe une sous suite (uek)ek qui tendre

vers u(la solution exacte du probléme (2.1)); c-a-d

— wudans C*([0,1],R)

k— 400

Ue,

2.2.1 Etape 1 : Existence de sous-solution

Nous considérons le propléme (p.) suivant :

ou

u | u
"y —
(t+ex)ym  (u+te)p

L(u) :=—u"— X\

avec o = 2%}) et \,v, m des nombres réels .

Dans un premier temps on démontre le lemme

Lemme 2.2.1 Posons U = C1W*® avec o = 2%}) ;ou W(t) =t(1—t) et Cy €]0,1] tels
que

2C 0o+ CLad2%7 1™ 4+ ~C?7P0% < min f(1). 2.2
! 0.1

Alors U est une sous-solution du probléme (Pe).

14



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

On rappel qu’ une fonction U est une sous-solution pour le probléme (P.) si
L.(U) <0, sur |0,1]

et U(t) <0 pourt=0,1.
Démonstration.

On a

U’ | U |?
(t+ea)m 7(U + e2)p

L(U)=-U"- X

et comme U > 0 alors

1 1
2> WSUP = <
U+e>U= U+e)P>U :(U%—EQ)P_UP
et par suite
! /|2
vy < v~ e LRy
<t+65> U
On remplace U par sa formule (i.e)
U(t)=Cciwe aeca—i
= (1 Vi _2_p

remarquer ici que
U'(t) = aCiW ()W (1)

et
U'(t) = Cra(a — D)W ()* W' (1) + aCLW (£)* W (t)

et
W"(t) = —2

15



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

et par conséquent

Waflwl (O[Clwaflwl)Q

L (U) < 2C,aWo™ — Cra(a — 1YW 2W"? — Cra) — 4 — f(t
( )_ 1 1 ( ) 1 (t_i_eé) Y (C'1Wa)1’ f()
Waflw/ Waflw/ 2
L(U) < 2C,aW* ! — Crad—— + 7042012_p¥ —f(t) (2.3)
1 TWep
(t + €a>
ol on a utilisé le fait que
Cra(a— D)W@) 2W'(#)* > 0 = —Crala — W (#)*2W'(t)* <0
et comme W <t < 1, donc We ™t < 1.
Ce qui donne
201aW* ! < 20« (2.4)
et comme W’ = (t —t?) =1 — 2t > —1, donc
a—1 / a—1
- ClC‘é}\u S OlﬂlAW—l. (25)
(t+ea)m (t+ea)m
ainsi avec (2.4) et (2.5); (2.3) devient
Wa—l
L (U) < 2C1a 4+ CLod———— 4+ ya2C2PWW2e=2=ar _ £(¢).
(t+ea)m
Or
2
20—2—ap=0, cara = ——
2—p
L(U) < 2C1a 4+ ACra(t + €)W 4 ya2CPPW™ — f(1) (2.6)

16



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

Maintenant, on remplace W (t) par sa formule

W(t) =t(1—1)
=t
<t+4en
et par suite
Wl < (t4 ea)*! (2.7)
et
W=1-2t<1 (2.8)

avec (2.7) et (2.8), on déduit de (2.6)

L(U) < 2C1a + ACha(t + €)™ + 4a2C27P — f(1)

< 2010+ ACLa28 ™ 4 4202 — r[%ilr]l f(t)

<0, d’apres la condition (2.2)

2.2.2 Etape 2 : Existence de sur-solution :

Lemme 2.2.2 ][] existe une constante positive €y €]0, 1], telle que Ve €]0, €],

V'E _ C*(t+€1/a)a

est une sur-solution pour le probléme (P.).

17



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

Il suffit de démontrer que L(V,) > 0.

Démonstration. On a

IR v s
L) = =V =M  +ay — TO) (29)

Or

V/(t) = Coa(t + /)1
| V(1) [= Cla?(t + €t/
V/'(t) = Cuala = 1)(t + /%)~

et par suite(2.9) devient

C.at + /o)t | Coa(t + et/@)a=1 |2
L =—C, o 1 1/04 a—2 * * _
e(ve) C a(a )(t te ) A (t + 61/a>m V(C*(t + 61/0‘)0‘ + 62)1) f(t)
= —C,ala —1)(t+ /)2 — XaC,(t 4 /)"t
—al"P
+yC% P02 [1 +eC7 (t+ 61/0‘) ] — f(%).
On remarque maintenant
1. vVt €[0,1];
<
f(t) < max f(t)
ce qui donne
— f(t) > —max f(t) (2.10)

18



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

2. Ona (t+ 61/0‘) < (1+ el/a), puisque t < 1; d’autre part, comme o« — 2 > 0, on aura
(t 4+ /)22 < (1 4 /)2 (2.11)
et de la méme facon, comme o« — 1 —m > 0, donc
(t + e/@)amtmm < (1 4 l/@)yasi-m (2.12)
3. comme t > 0 donc t + /@ > el/o‘, or a > (0 ce qui donne
Cu(t + €/ > CLe

ou encore

et puise que p > 0;

on passe a l'inverse

(2.13)

5 5= —1_1P

d’on, il vient d’aprés les inégalités (2.10),(2.11), (2.12) et (2.13)

a—1-m

L (V) > —Coofa — 1)(1 + €2 — \aC, (1+ el/a)

= +7C** P [1+C e P — r[nafcf(t)
0,1

ou encore

L (V.) > Cia(a — 1) +yC2Pa® — MaC, — r[ré&ﬁ(f(t) + e

19



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

ou
ee = Crafa—1) [1 — (14 /)4 AaC, [1 — (1 + /)] 44 C?Pa?(1+eC ) P —1]
et lorsqu’on fait tendre € vers 0, on obtient

lim e, =0
e—0

Autrement dit, il existe un certain €, assez petit pour lequel, le nombre e, devient négli-

geable devant la quantité

7C2Pa? — Crala — 1) — AaC, — I[I(l)aﬁif(t)

. En conclusion, J¢y €]0, 1], tel que Ve €]0, €|

Ley(Veg) 20

dés que la quantité
7C2Pa? — Ca(a — 1) — AaC, — r[ré?ﬁ(f(t)

soit positive. Or

-1
7Cf_poz2 — Cia(a—1) = AaC; — H[(l)&ﬁ’(f(t) - CE_pCVQ['Y a Cf_l&
’ Qo

A B H’laX[o’l} f(t)

—cr 1=
Donc, si
1 a—1 1 /\ maX[OJ] f(t)
T (O ot - ) 20

(4)

20



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

Alors
Autrement dit, si

avec

= wtp—l + (2 — p)® maxp, f(t) P21
2 4

g(t)

Alors : L (V) > 0,Ve €]0, o[

Le lemme est démontré. O

2.2.3 Etape 3 : Existence de la solution exacte

Il vient d’aprés le théoréme 1 référence(l] et en vertu du lemme démontré ,qu’il existe
Ve €]0, €y une solution u. dans C'([0, 1], R) pour le probléme approché (P.) qui satisfait
vl € C1([0,1],R) et Vt €]0,1]

V.>u >U>0 (2.14)

D’ou,u, vérifie vt €]0, 1]

ul | u

U/Z‘i_}\ €

/ |2
(t + el/oym - V(Ue + ey

+ f(t)=0 (2.15)

Lemme 2.2.3 ] existe une constante positive C' indépendante de €, telle que Ve €]0, €|

|ul(t) |< C, ¥t € [0,1] (2.16)

1. oti on a remplacé a par sa valeur a = 52— dans (A)
-p

21



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

Démonstration.

On a par hypothése u(1) = u.(0) = 0 et ue > 0,Vt € [0, 1] et par conséquent

ue(t) — uc(0) . u(t)

u.(0) := lim = lim >0
t—=>0 t t—0 1
car t > 0 et u.(t) > 0.
et
t 1 t
ul(1) := lim ue(t) = ue(l) = lim ue(?) <0
t—1 t—1 t—1 t—1

car u.(t) > 0maist — 1 <0; (t <1)
En conclusion, on a

u.(0) >0 >ul(1). (2.17)

Maintenant, une intégration par partie sur (2.15) nous permet d’écrire

/1 ! (8)dt + A/l _ult) g, /1 P /1 F(t)dt =0 (2.18)
0o o (t4e/o)m ! 0 (Ue+€2)P 0 B '

ou encore

e ult) 7' b ud) BEA ' _
R [ R W e e e L O

(1 +el/a)m - Em/a:| +)\m/ t_|_€1/a m-l—ldt

1 ‘U/ |2 1
-~ —gdt+/ t)dt =
7/0 e W0

ou encore

22



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

u;(l)—ule(O):y/ Lp)dt—/\mfo (“6—(”@—/0 fode  (2.19)

o (ue+ €e2)p

et comme u.(1) — u.(0) < 0 on tire de (2.19)

1 /2 1 1
| | / ue(t) /
%l oult) -
7/o (ue + EQ)Pdt Am o (t+ el/oymtl dt ; f(t)dt <0

on encore

1 2
| u | / /
—dt<)\ ———dt
) S 0

Comme m < p Jd+m < a= 11 vient d’aprés (2.17) qu'il existe deux constantes Cs,

et, (Y4, telles que

1 |u/ |2 d C
el gt < Gy 2.20
A e Ll < G (2:20)
et
A/ldec (2.21)
o (t+elfoaym™ = Th '

Par ailleurs,si on intégre (2.15) sur Jt1, t5] on trouve

to
oo [t [ |
s = [ = [ i [

Ce qui donne d’aprés (2.20) et (2.21)

| ule(tg) - U/E(tl) |S 05,Vt1,t2 € [O, 1] (222)

23



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

Ou

1
05 = )\TTLC4 + ’}/03 + / f(t)dt
0

. Maintenant, en appliquant le théoréme de la moyenne et comme u(1) = u.(0) = 0, on
déduit qu'il existe t. € [0,1] tel que u.(t.) = 0 ,et si on remplace ¢, par ¢, et to par t on
obtient

(1) — 0 |< Gy, Wt € [0, 1.

d’ott (2.16) (le lemme est démontré).

Application du Théoréme d’Ascoli-Arzela

A Tlaide des inégalités (2.14) et (2.16) et grace a léquation (2.15), on déduit que

V6 €0, 5[ il existe une constante Cs indépendante de e, telle que Ve €]0, €[ ;

ul(t) |< C5; v € (5,1 3],

Soit maintenant (€;); une suite numérique qui tende vers ”0” quand k — +o0.
Il vient d’aprés le théoréme d’Ascoli-arzela? qu’il existe une suite de fonction (u, ) qu’on

la note (ug)y et une fonction u € C*(]0,1[,R) N C([0, 1], R), tel que

u — u, uniformément dans C([0, 1], R)
k—+o00

u, — u, uniformément dans C'([6, 1 — J],R)
k—+o00

2. plus précisément le corollaire (1.3.1).
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puisque
up — u, uniformément dans C([0, 1], R)
k— 00
Alors
lim || ugx(0) — u(0) [|=0 (2.23)
k—+o00
et puisque
donc
Jim (| u(0) =0 =0 (2.24)

Ainsi (2.23) et (2.24) impliquent

Jim [ (0) =0 = lim [ uy(0) - u(0) +u(0) |

< lim [l ug(0) = w(0) | + [ w(0) <0

T k=400

et par suite

up(0) — 0, dansC([0,1],R)

k—4o00

de la méme fagon on a :

ur(l) — 0, dansC([0,1],R)

k—+00

En conclusion
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D’autre part, si on passe a limite dans l'inégalité
Ve>u>U>0
lorsque £ — 4-00 on trouve

k—+o00 k—+o00

lm g (t) = u(t)

k—+o0

et par suite

u(t) > 0 sur |0, 1[.

Donc la suite de solutions e-approchées (uy)x tend vers u(t) avec
u(l) = u(0) =0 et u(t) >0, Vt €]0,1]

il nous reste & montrer que u(t) vérifie I’équation

u/ ‘ul‘Q
"
R e

Pour cela il d’intégrer I’équation e-approchée (2.15) sur [to, t], (1 > to > 0).

t / 2 t .. t
() — welty) = 7/% %ds _ )\/to “';_gf)ds_ /t f(s)ds

et d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue on déduit

S

u'(t) — u(ty) = 'y/t: |u;§—i)|2d5 — )\/t: UIS)dS — /t:f(s)ds

26

+f(t)=0,0<t<1

(2.25)



2.2 Existence de solution Etude d’un probléme aux limites

et si on dérive cette égalité des deux cotés

(i.e) u est une solution de ’équation (2.25).
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CONCLUSIONS

Dans ce mémoire, nous avons présenté un résultat d’existence de solution pour un
probléme aux limites.

Pour établir notre résultat d’existence on ait basé sur la méthode de sous et sur-
solution, mais il s’avéere que le théoréeme d’Ascoli-Arzela représente un outil incontournable

dans notre étude.

28



BIBLIOGRAPHIE

[1] M.Bertsch and M.Ughi,Positivity properties of viscosity solution of a degenerate pa-

rabolic equation,Nonlinear Anal,14(1990),571-592.

[2] D.Jiang and W.Gao,Singular boundary value problems for the one-dimension p-

Laplacian ,J.Math.Ana.Appl,270(2002),571-58]1.
[3] H.Brézis, Analyse fonctionnelle, Théorie et applications, Dunod, Paris (1999).

[4] W.Zhou, Positive solutions for a singular second order boundary value problem, Ap-

plied Mathemtics E-Notes, 9(2009), 154-159.

29



	Introduction
	Préliminaire
	Espaces vectoriels normés
	 Espace de Banach

	Compacité
	Théorème d'Ascoli-Arzela
	Équicontinuité
	Théorème d'Ascoli-Arzela

	Méthode de sous et sur-solution
	Sous-solution
	Sur-solution


	Étude d'un problème aux limites
	Introduction
	Existence de solution
	Étape 1: Existence de sous-solution
	 Étape 2: Existence de sur-solution:
	Étape 3: Existence de la solution exacte 


	Conclusions
	Bibliographie

