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Introduction

La modélisation aléatoire (stochastique) a le but de représenter un comporte-
ment par des modeles probabilistes. Nous allons concentrer sur une partie de la
modélisation stochastique qui est les méthodes de Monte-Carlo.

Les méthodes de monte-carlo sont des techniques stochastiques repose essen-
tiellement sur la loi des grands nombres, c¢’est-a-dire une répétition d’expérience
aléatoire, permettant d’évaluer une quantité donné mais inconnue. Des exemples de
monte carlo incluent 'intégration stochastique, ol nous utilisons une méthode basé
sur la simulation pour évaluer une intégrale, Monte-carlo par chaine de markov, ou
nous construisons une chaine de Markov qui converge vers la distribution d’inérét.

Les deux outils clés de la méthode de Monte-carlo sont d'une part la loi des
grands nombres, ou on utilise les modes de convergences et d’autre part le théoreme
central limite. Ce qui explique que ces deux themes constituent le premier chapitre
que nous le faisons sous forme d’un rappel.

Ensuite, nous nous intéressons a la simulation des variables aléatoires qui joue
un role essentiel car elle permet de justifier la méthode de Monte-Carlo.

Dans ce sujet, nous présentons des méthodes pour la simulation des variables aléatoires
discretes et continues. Pour ces derniers, nous proposons la méthode de la fonction
de répartition, mais nous remarquons qu’on peut pas 'appliquer si la fonction in-
verse n’a pas d’expression analytique simple, et c’est le cas pour la loi normale. C’est
pour c¢a qu’on propose d’autre méthodes telle que la méthode de rejet, Box-muller.
Elles seront abordées dans le deuxieme chapitre.

Dans le troisieme chapitre, nous expliquons briévement comment utiliser la méthode
de Monte-Carlo pour le calcul d’intégrales.

Il existe des cas ou on ne peut pas simuler la loi de probabilité par les méthodes
précédentes, alors que la méthode de Monte-Carlo par Chaines de Markov est utilisé
pour résoudre tels problemes qui est le sujet principale du quatrieme chapitre.

Dans ce chapitre, on a commencer par un rappel sur les chaines de Markov, puis
on a introduit l'algorithme de Metropolis-Hasting et les deux algorithme qui sont
des cas particulier de ce dernier, se sont 'algorithme de Metropolis et I'algorithme
de Gibbs. On a donné des exemples d’application en utilisant le logiciel R qui est
un outils de programmation tres utile.



Chapitre

Modes de convergences et théoremes
limites

Dans ce chapitre en s’interesse a introduire les modes de convergences et les
théoremes essentielle pour la suite.
Nous considérons des suites des variables aléatoires notés X, définits sur un espace
de probabiltés (2, A, P).

1.1 Les modes de convergences

Nous considérons des suites (X,),>1 de variable aléatoire définies sur méme
espace probabilisé (€2, A, P), et nous étudions le comportement asymptotique de telle
suite lorsque n tend vers I'infini.

Plusieur type de convergence se sont imposée ( convergence en loi, convergence en
probablités, presque sire, en moyenne d’ordre r > 0). Nous passons en revue les
plus importants de ce type.

1.1.1 Convergence presque sire

Il existe une notation tres forte de convergence : la convergence presque sure.
Il s’agit du mode le plus puissant.

Définition 1.1.1 Soit (X, ),>1une suite de variable aléatoire définies sur méme
espace probabilisé (Q, A, P).

1. On dit que la suite (X,)n>1 converge vers 0 presque sturement, et l'on écrit :

X, 250

n—o0
s’il existe un ensemble P négligeable A € A tel que pour toutw € Q/A X, (w) —
0 lorsque n — oo.

2. On dit que la suite (X,)n>1 converge vers X presque surement et l'on écrit :

P.
X, =

n—oo

X

si la suite (X,, — X)n>1 converge vers 0 presque strement.



Proposition 1.1.1 [l y a une maniére équivalente de définir la convergence presque
sure :

P(lim X, -X)=1s X, 25 X.

n—oo n—oo

1.1.2 Convergence en probabilités

Définition 1.1.2 Une suite de variable aléatoire (X,)nen converge en probabilité
vers un nombre réel X si :
Pour tout e >0 on a :

lim P(w/|X,(w) — X| >¢€) =0.

n—oo

Et en note :

P— lim X, =X X, 2 X.

n—oo n—0o0
Proposition 1.1.2 La convergence presque sure implique la convergence en proba-

bilité :

X, 25 X = X, 5 X.

n—o0 n—oo

1.1.3 Convergence en moyenne quadratique

Définition 1.1.3 Une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge en
moyenne quadratique vers une variable aléatoire réelle X si :

lim (E|X, — X|*) =0.

n—oo

Proposition 1.1.3 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoirs réelles d’espérances
et de variances finies si :

1. E(X,) - p < oc.
2. Var(X,) — 0.

Alors :



1.1.4 Convergence en loi

Soient (F},) la suite de fonctions de répartition associées aux variable aléatoire
réelles (X,,) et F' la fonction de répartition de variables aléatoires réelles X.

Définition 1.1.4 De maniére équivalente, la suite (X,,) converge en loi vers X si
et seulement si pour toute fonction continue bornée :

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—oo

Théoreme 1.1.1 (Lévy) Soit v,(t) la fonction caractéristique de X, est (t) celle
de X. Alors : ,
Vi e R: (on(t) = (b)) & (X, — X).

1.2 Loi des grands nombres

Définition 1.2.1

- La suite (X,)n>1 satisfait la loi faible des grands nombres si la suite de terme
générale M, = %22:1 Xy converge vers E(X) en probabilité.

- La suite (X,)n>1 satisfait la loi forte des grands nombres si la suite de terme
général M, = =37 | X}, converge vers E(X) presque sirement.

1.2.1 Loi faible de grand nombre

Dans cette section (X)), > 1 désigne une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes, on s’intéresse au comportement asymptotique de la suite(S,)n>1

avec :
Spn=X1+Xo+ ...+ X,.

Lorsque les variables aléatoires (X,,), > 1 ont la méme loi on notera :
E(X) : I'espérance commune des X,.
var(X) = o(X)? : leur variance commune (lorsque bien siir ces quantités existent).

Théoréme 1.2.1 On suppose que la suite (X,,), > 1 est formée de variables aléatoires
indépendantes, équidistribuées et possédant un moment d’ordre 2

1- La suite (%), > 1 converge en probabilité vers E(X).
2- Pourtoute >0etn>1,ona:

il
Preuve : Posons : M, = 2=, puisque E(X;) = E(z) alors E(M,) = E(X).
D’apres I'inégalité de Bienaymie Tchebytcheff :

%—E(X)‘ >5> <

o(X)*1

g2 n

P(M, ~E(M,)|> &) = B2 ~E(X)| > 2) < 200



Les variables aléatoires X, X», ..., X, étant indépendantes et de méme loi

var( Zvar ! zn:a(X)2 = J(X>2.

1.2.2 Loi forte de grand nombre

La loi forte des grands nombres joue un role clé dans la simulation stochastique,
c’est ce résultat qui permet en particulier de justifier la méthode de Monte Carlo.

Théoréme 1.2.2 Soit (X,,), > 1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
et équidistribuées.

1- La suite (%)n > 1 converge presque surement si et seulement si les variables
aléatoires réelles (X,), > 1 sont intégrables.

2- Si les wvariables aléatoires réelles sont intégrables, alors (S,), > 1 converge
presque stre et dans L'(§2) vers E(X).

1.3 Théoreme limite central

La loi des grands nombre montre que la moyenne M, = %ZZ:1X x d’une suite
des variables aléatoires réelles Xk i.i.d. (ayant espérance et variance) tend vers un
nombre : 'espérance commune p = E(Xg) de ce variable aléatoire : bien entendu,
(M,,) n’est que de variance petite et reste donc aléatoire : si 'on veut observer la
variable de M, (qui est proche de ), il est nécessaire d’agrandir I’écart M,, — p en
la multipliant par une grandeur A(n) suffisamment grand avec n.

On a:

Zn = An)(M,, — p).

11 suffit donc de choisir A(n) = \/Tﬁ pour que Z, soit de variance 1.
Nous avons :
Zn = An)(My — p)

= %ZK (X — )
m(ZKleK — 1)

qui est visiblement d’espérance nulle et la se produit une petite merveille : pour n
grand, cette”remise a 1’échelle” de M,, — u produit une variable aléatoire Z,, dont la
loi est proche de la loi normale(centré, réduite, puisque tel est le cas pour la loi de
tous les Z,)et ceci sans autre hypothese : ceci explique pourquoi cette loi surgit si
souvent en statistique cette merveille porte le nom de théoreme limite central.



Théoreme 1.3.1 Soit
M, = S,/n=(X1+ -+ X,)/n,
et
Sp—np My —p
ovn  o/yn’
Alors la loi de Z, converge vers la loi normale centrée réduite N'(0,1) lorsque n

tend vers linfini. Cela signifie que si F' est la fonction de répartition de N(0,1),
alors pour tout réel z :

Ly =

lim P(Z, < z) = ®(z2),

n—oo

ou, de facon équivalente :

Tim P (]\Z;\;ﬁ’“‘ < z) = d(2).

On note
Zn 25 N(0,1)

Démonstration :
Pour une variable aléatoire Y d’espérance 0 et de variance 1, la fonction car-
actéristique de Y admet le développement limité :

t2
oy(t) =1 — 7+ o(t?), t—0.

Si Y; vaut %, il est facile de voir que la moyenne centrée réduite des observations
X1, X5, -+, X, est simplement :

Ly = = :
ag/v/n ;\/ﬁ

D’apres les propriétés élémentaires des fonctions caractéristiques, la fonction car-
actéristique de Z,, est

0= (] - o O] oo

Mais cette limite est la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite
N(0,1), d’ou 'on déduit le théoreme de la limite centrale grace au théoréeme de con-
tinuité de Lévy, qui affirme que la convergence simple des fonctions caractéristiques
implique la convergence en loi.

Remarque 1.3.1 Pour tout a,b € R avec a < b on a :

. A]\4n_,u /b 1 _ﬁ
Iim P(a < +/n <b) = e zdx.
n—00 ( _\/_ o o ) o V27



Chapitre 2

Simulation de Variables aléatoires

Nous présentons ici quelques méthodes classique de simulation d’une variable
aléatoire pour une approche plus approfondie.
Supposons que 'on dispose d'un générateur U de loi uniforme U([0, 1]) sur [0, 1] et
que placé dans une boucle, ce générateur retourne des réalisation (U,,) i.i.d. U(][0, 1]).
Principe : pour simuler des variables aléatoires de loi quelconque, l'idée est de
ramener a la loi uniforme sur [0, 1]. La loi uniforme sur [0, 1] est donc a la base de
toute simulation de variable aléatoire. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1], U ~ U[0,1]. Dans ce cas

0 st z <0
Fy(z)=¢9 = si 0<z<1
1 s2 z>1

fu(z) = 1izepayy

Cadre général : On suppose qu’on dispose d’un générateur de variables aléatoires
de la loi uniforme sur [0, 1] indépendantes.

L’hypothese d’indépendances des valeurs est parmi les conditions essentielles pour
la validité de la plupart des algorithmes présentés dans la suite.

Remarque 2.0.2 Une variable aléatoire de la loi uniforme sur [0,1] est différente
de 0 et 1 presque strement. En particulier si A(dx) note la mesure de lebesque, on
a:

P(U € {0,1}) — / 1dA = A({0,1}) = 0.
{01}
2.1 Simulation de la loi uniforme

2.1.1 Loi de probabilité discrete

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans E avec E = {z;|i € I} et I = N ou
I={0,1,---,n} considérons le cas I fini, le second se traite de la méme maniére.
La loi de probabilité de X est donnée par :

plr) = ZM@(!B)

10



ou
pi=P(X =x;) = p(z;); Viel et Zpi =1

Notons par p; la cumule des p; pour 0 <1 < K i.e

K
Pk = Z Di.
1=0

On a alors Py = pg et P, = 1. Nous souhaitons simuler une variable aléatoire de
meéme loi que X. Pour ce faire, on va construire une variable aléatoire Y telle que :

A T'aide d’une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1].
Algorithme :

L’algorithme s’écrit de la maniere suivante :
On tire U une variable de loi uniforme sur [0, 1] et on pose :

Y=K si Px_1<U<Pg.
Ce qui s’exprime égalment sous la forme

Y =xoliy<py + Z r1lip_ <U<p}-
=1

Corollaire 2.1.1 Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et sin €
N* alors la variable aléatoire [nU]+ 1 suit la loi uniforme discréte sur {1,2,--- ,n}.
La notation [X| désigne la partie entiére du réel X.

Démonstration :
On a pour K € {1,2,--- ,n}

p([nU]+1=K)

Il
:IH’B =k

(U] = K —1)
( —1§n §K)

n - n

T

2.1.2 Simulation de la loi uniforme sur intervale [a,b]

On souhaite simuler une variable aléatoire X de loi uniforme sur I'intervalle [a, b]

pour a < b, avec :
1

f@) = 3= Lan(@).

Lemme 2.1.1 Si U suit la loi uniforme sur [0,1], alors si a < b et a,b € R, la
variable aléatoire X = a + (b — a)U suit la loi uniforme sur [a, b].

11



Démonstration :

Soit ¢ : R — R une fonction continue bornée : en faisant le changement de variable
X=a+((b—a)lUona:

1 b
E(p(a + (b a)l)) = / o(a+ (b— a)U)du = / o)

Ce que signifie que X suit une variable aléatoire de densité :

F() = 5o Ty ().

Et reconnaitre ainsi la densité de la loi uniforme sur [a, b].

b—a

2.2 Simulation de la lois non uniformes

2.2.1 Simulation des variables aléatoires discreétes

Soit M une probabilité sur R de la forme :
i€l
(x;)iez est une suite de réels deux a deux distincts ;

k3

1.
2. 0, est la mesure de Dirac en x;
3.

(pi)ier une famille de réels positifs ou nuls (D, ;p; = 1) on prend

i>1
a pour loi de support X (Q2) = {x;,i € I} et pour tout i € I, P(X = ;) = p;.
Preuve :
On a: P(X =x9) = P(U < po) et pour tout i > 1

P(X =xz;)=Ppo+p1+..... + pic1 KU <po+ ... + pi) = ps.

2.2.2 Loi de Bernoulli de parametre p

Soit p € [0, 1], on veut simuler une variable aléatoire X ~ B(p) de loi de proba-
bilité
p(x) = pdr(x) + (1 = p)do(z).
Pour cela on tire U une uniforme sur [0, 1] et on définit :

X:{1 si U<p
0 stnon

s o -
c’est-a- dire X = 1p<py.

On propose deux fonctions pour simuler cette variable aléatoire, la premiere ne rend
qu’une réalisation d’une variable aléatoire de la loi de Bernoulli de paramétre p, la
seconde renvoie un K-échantillon.

12



Exemple 2.2.1 (Pile ou Face ) On veut simuler une variable aléatoire de loi X ~

B(3); on tire U une uniforme sur [0,1] et

N

Face sinon

X:{ Pile st U<

formellement on peut écrire X = 11y

2.2.3 Loi Binomiale de parameteres (n,p)

Soient n € N et p € [0, 1], on veut simuler X ~ B(n,p) donc de loi

p(r) = zn: (;)pl{(l —p)" Rox(x).

K=0

On rappelle qu’'une variable aléatoire binomiale peut étre representée comme la
somme de n variables aléatoire indépendantes de bernoulli de paramétre p

Lemme 2.2.1 Soient (Y;)1<i<n des variables aléatoires i.i.d. de la loi bernoulli de

parametre p. Alors
Xy
i=1

suit une loi binomiale de paramétre (n,p). Il suffit donc de simuler n variables
aléatoire indépendantes de loi B(p) est d’en faire la somme

X=) Lwp-
=1

Remarque 2.2.1 Cette méthode s’appelle méthode de comparaison permet de simuler
des variables aléatoires discréetes a valeur dans N, elle consiste a découper l'intervalle
[0,1] en deux parties [0, p] et [p,1].

2.3 Simulation des variables aléatoires continue

Définition 2.3.1 On appelle la loi uniforme sur [0, 1], tout procédé permettant de
produire une suite de variable aléatoire (U;)i>q i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. On
dira qu’une loi de probabilité continue est simulable si on peut décrire un procédé
explicite permettant de produire des échantillons observés de cette loi a partir d'un
générateur de la loi uniforme sur [0, 1].

Proposition 2.3.1 Soit I' une fonction de répartition continue et strictement crois-
sante sur R et soit F~' sa fonction inverse définie sur |0, 1[. Alors
— St X wune variable aléatoire réelle de fonction de répartition F, la variable
aléatoire Y = F(X) est de loi uniforme sur [0, 1]
— Réciproquement, si U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1] la variable
aléatoire Z = F~1(U) admet une fonction de répartition égale d F.

Démonstration :
Soit t € R.

13



1.Sit <0 (respsit>1),onaP(Y <t)=0(resp P(Y <t) =1) est si
t €]0,1[ on a:
PY<t)=P(F(X)<t)=P(X < F Y U)<F(@t)=F(F ) =t

D’ou le resultat de 1.
2. P(Z<t)=P(FYU)<t)=PF(FYU) < F(t)))=P(U < F(t)) = F(t).

2.3.1 La Méthode d’inversion

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition ' : R — [0, 1] définie, si
z € R par F(z) =P(X <x) : F est croissante (continue a droite, limitée a gauche)
de limite 0 en —oo, 1 en +o00 de plus F' continue partout dés que X admet une
densité ¢g; dans ce cas :

Notons F~!: [0,1] — R la pseudo-inveres de F' définie par :

Fl=inf{zr:F(x)>u} si u €]0,1].

Proposition 2.3.2 Si U uniforme sur [0,1], alors X = F~Y(U) a pour fonction de
répartition F. En effet :

P(X <u)=P(F'(U)<2)=PU < F(x)) = F(x).
Chaque fois que F est explicite (F~Y(U,),n > 1) est une suite i.i.d de loi X.
Lemme 2.3.1 Pour tout u € [0,1],2 € R.
F'U) <z e u< F(n).

Démonstration :
Pour I'implication directe la croissance de F' donne :

F(F ' (u)) < F(x).
Puisque la fonction de répartition est continue a droite
F(F~(u)) > u.
Nous avons donc F'(z) > u, quand a I’ implication réciproque elle est triviale.

Exemple 2.3.1 (Loi exponentiolle) Soit X une variable aléatoire réelle qui suit
une loi exponentielle de paramétre X, la fonction réciproque vaut pour u € [0,1] :

—In(1 —
Flu)=1-e" & F(u) = y
Et si U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], X est de méme loi que :

—In(1 — u)

X=—"
A
ot encore |

—Ilnu
X =

A



2.3.2 Loi exponentielle de parametre A

Soit A > 0, on souhaite simuler une variable aléatoire X de loi exponentielle de
parametre A, avec :

[(&) = Aeap(~Ae)1ps (2).
Sa fonction de répartition est
F(z) =P(X <z)=1—exp(—Az).

Cette fonction est une bijection de |0; +o00[ dans 10, 1] d’inverse
-1

Soit U variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. La variable aléatoire X a donc le

—In(1-U) : Zg ot .
—— et aussl par symetrie que :

—InU
T

meéme loi que

2.4 Simulation par la méthode de rejet

Définition 2.4.1 Soient (0, F,P) un espace probabilisé, B un borélien de R? tel
que : 0 < \g(B) < +oo, désignant la mesure de lebesque sur RY. Le vecteur aléatoire
M : Q — R? suit la loi uniforme sur B si la loi Py a une densité de la forme
C1g par rapport a A\g, C' étant une constante ( notation M ~ U(B)).

Il est clair que la seule valeur possible pour C est 1/\y(B). La caractérisation suiv-
ante est bien immédiate est bien plus utile en prattique que la définition

M ~ U(B) & VA € B(R%).
P(M € A) = %

2.4.1 Algorithme de rejet

On veut simuler une variable aléatoire de loi de densité f (sur R?), et on suppose
qu’il existe une loi de densité g simulable facilement telle que :

v € RY, f(2) < Kg(a),

ou K est une constant réelle.

Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0,1] et Z une variable
aléatoire indépendante de U de densité g. On pose V = KUg(Z). Alors la loi de Z
conditionnellement a I’évenment {C' < f(Z)} a pour densité f.
Démonstration :

On fait la démonstration pour le de cas R. Notons que pour tout Z € R
On a tout d’abord :

P(V < f(Z)) =PkUg(Z2) < f(Z))
= 2 9(2)dZ [, Lvgz)<s(zydU
= Jr g(Z)ifg((ZZ))dZ
1

Tk

1(Z)
» Kg(2) =1
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PUZ <40V < (2D = [ 02042 [ TovuaresiandU

—00

Donc la densité de X est bien f.
t t
f(Z) 1/
) ——— = — Z)dZ.
| soliZ -1 12
Donc :

st @)= [ i@

Alors la loi conditionnelle de Z sachant que {V < f(Z)} a bien pour densité f.

2.5 Simulation par la méthode de Box-Muller

Les composantes d’un vecteur aléatoire (X,Y’) de R? sont indépendantes et de
loi N(0,1) si X = rcos(f) et Y = rsin(f) ou r et § sont deux variable aléatoire
indépendantes avec 72 de loi exponentielle £(1/2) et 6 de loi uniforme sur [0, 27].
Ainsi si U et V sont indépendantes et de loi uniform sur [0, 1], alors les variables

aléatoires
X =v-=2lnUcos(2rV) et Y =+v-2InUsin(27V)

sont indépendantes et de loi gaussienne N (0, 1).
Side plus m € Ret 0 >0, alors m 4+ cX et m + oY sont deux variables aléatoires
indépendantes de loi N'(m,o?).
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Chapitre

Calcul d'intégrale par La méthode de
Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo sont particuliérment utilisées pour calculer des
integrales en dimensions plus grandes de 1 (en particulier, pour calculer des surfaces,
des volumes, ect...)

Dans ce chapitre on s’intersee a la discription de la méthode de Monte-Carlo.

3.1 Intégration Unidimensionnelle

Les méthodes de Monte-Carlo reposent sur une approximation probabiliste est
non déterministe. En ce sens, on ne résout pas l'objet mathémathique mais on
cherche a I'approcher moyennent la loi forte des grands nombres, cet objet peut étre
un intégrale comme c’est le cas ici :

Nous exprimons tout d’abord la loi fonction h(zx) sous la forme :

h(z) = g(x) f(z)

ou f(x) est une densité sur [a, b]. Ainsi par définition de I’éspérance :

I(h) = [, g(x)f(x)de
= E[g(X)]

ou X est la variable aléatoire avec fonction de densité de probabilité f(z), par la
suite xy,- - , T, : sont des observation simulées de la densité f(z). Alors

T(b) ~ > gl

Par souci de simplicité et parce qu’il est facile d’obtenir un échantillon aléatoire
d’une loi uniforme, nous posons en général X ~ U|a, b, sont :

f(z) = , a<x<b.




Dans ce cas , g(x) = (b — a)h(x), donc 'intégral se réecrit :

I’estimation de l'intégrale devient alors

ou xy,--- , &, est un échantillon aléatoire d'une loi U|a, b], par changement de vari-
able posons
r—a p dx
u = ) u = 7
b—a b—a

équivaut a :
r=a+(b—-au , dr=(b—a)du.

On remplace dans l'intégrale. On obtient alors :

I(h) fo —a
= (b - a)E[h( ( —a)

Ju)du
u)]

ou U ~ U[0,1]. Une estimation de I'intégrale est donc

b_aZh(a—i-(b—a)ui)

[n(f) =

OU Uy, ..., Uy, est un échantillon aléatoire d’une loi [0, 1].

3.2 Intégration Multidimensionnelles

Le calcul de D'intégrale multidimensionnelles I(f) = [, f(z)dz, avec Q € R?,d €
N, par la méthode de Monte-Carlo. Se résoudre I’ 1ntegrale sulvante :

I(f) = f(z)dz
0,117

Dans ce cas, la méthode de Monte-Carlo consiste a écrire cette intégrale sous forme

de la moyenne de f sur [0, 1]¢, et avec u une variable aléatoire suivant la loi uniforme
sur [0, 1]¢

Donc on doit

1. Mettre I(f) sous forme d’espérance : on pose X = f(Uy,...,Uy ou Uy,...,U,
sont des réalisation de la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Alors :

E(X) =E(f(U1,...,Ud)) = I(f).

18



2. Simulation de la variable aléatoire : on suppose que 'on dispose d’une suite
(U;)i>1 de réalisation de la loi uniforme sur [0, 1], on pose alors

Xi=f(Ur,...0q) , Xo=(Uss1,...,Uza), -+

Alors les (X;) sont des réalisation de variable aléatoire X et

On approxime l'intégrale comme suit :

n n

)= () =23 S = X

=1 =1

les points z; sont choisis dans I'intervalle €2 donc quand le nombre des points
n augmente l'approximation sera plus précise et on a :

1) = [ fade = Jim 1,00 = lim =3 ).

n—-+4oo n—+oo 1 4
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Chapitre

Méthode de Monte Carlo par chaine de
markov

Les méthodes de Monte-Carlo par chaine de Markov, sont une classe de méthode
d’échantillonage a partir d’une distribution de probabilité qui ont une grande im-
portance en mathématique. Pour cela on commence dans ce chapitre par rappeler
les chaines de markov, ainsi les proprités importantes. Par la suite on verra les
algorithmes.

4.1 Chaine de Markov

4.1.1 Chaine de Markov et processus stochastique

Définition 4.1.1 Une Chaine de Markov a temps discret est un processus stochas-

rique a temps discret (Xo, X1, ..., Xn, ....) qui verfier, pour tout n et tous états (ig, iy, ...

E) la probabilité conditionnnelle
P(Xn+1 = j|Xn = iaXn—l = ln_1, --~-7X0 = ZO) = P(Xn+1 = .]|Xn = Z)
ne dépend que de i, de j et de n.

On dit que la Chaine de Markov est homogene si cette quantité ne dépend que de
1,7 est pas de n. En d’autre termes pour une chaine de Markov homogene, 1’état du
systeme dans le futur (au temps n + 1) ne dépend que de son état dans le présent
(temps n) et pas des états antérieurs dans le passé ((temps 0 < K <n—1), on
note : p;; = P(X,11 = j|X,, = i) et on appelle la probabilité de transition de ¢ a j.
La loi de X, s’appelle la loi initial de la chaine.
Théoréme 4.1.1 — Notons pg-n) = P(X,, = j) la loi de X,, est p™™ le vecteur
ligne associe. Si on note P la matrice r x r dont les coefficients sont les p;; =
P(X,41 =j|X, =1). On a pour tout k :

(n+k) (1) (k)

p =pp.

Ainsi, la loi de Xy est la probabilité de transitions déterminant la loi de X,,.

20
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— Pour tout (i, ...,1,) :

P(X,, =g,y Xy = 1s,) = P(X,, =5, | X5, | = ls,_1)ereeen P(X,, = is,)P(Xs, =ig,)-

Par conséquent, la loi du vecteur aléatoire (X, -+, X, ) est déterminée par
la lov de Xy est les probabilité de transition.

Démonstration :
Il suffit de rermarquer que :

n+1 Zk 1 ( n+l — ja X, = k)
= Zk 1 (( n+l = ]‘Xn = k)P(Xn = k)
- Zk 1 Pk]

Ce qui s’écrit matriciellement p(™*1) = p(yp,
Lemme 4.1.1 Si A est un événement dans §(Xo, -+, X,), alors :

Démonstration : On sait que cette formule est vraie quand k = 1 et que A est de la
forme C' = {X,,-1 = in_1,..., Xo = 0} (c’est la définition d’une chaine de Markov).
Tout évenement de F (X, ..., X,,_1) est une union disjointe finie d’évenements C; de
cette forme C' : A = y,C;.

— 4 — 4 _ P(X +1:i +17Xn:in7A)
P(XnJrl - ZnJrl‘)(n = ln, A) - nP(X::in,A)
_ Z Xnt1=int1|Xn=1n,C1)
l P(Xp=in,A)

X +1 =1 +1|Xn—lnycl) — g
— Zl n Xz_zn,A) P(Xn = ip, Cl)

_ Zl n+1:zn+‘1|Xn:i”)P(Xn = ip, Cl)

P(Xn=in,A)

= P(Xn—H = in+1|X Zn) Zl P ))((:__;Tz‘%l)

= P(Xn—H = in+1|Xn = Zn)

Le passage de la troisieme a la quatrieme ligne étant justifié par le fait évoqué plus
haut que le lemme est vrai quand k& = 1 est pour des évenement de la forme C.
Nous avons donc démontré que le lemme est vrai pour £ = 1. Pour k£ quelconque on
récurrence : supposons le lemme vrai et montrons qu’il est vrai pour k£ + 1 comme
précédemment :

P(Xoir+1) = nten)| Xn = i, A) = 3 5cp P(Xnikt1 = dngnst[ X = 4, X0
iny, AP (X1 = j| X0 = in, A).

On applique I'hypothese de récurrence avec n4-1 ala placedenet A" = {X,, = i,}NA
a la place de A(A" € F(Xo, -+, Xn_1,X,)), ce que donne pour tout j € E.

P(Xn+k+1 — Z.n—&—k—l—lan—l-l - j; Xn — in, A) - (Xn—l-k—l-l — in+k+1|Xn+1 - j; Xn - iny A/>
= (Xn-‘,-k—i-l = in+k+1|Xn+1 = ja Xy = Zn)

et on applique '’hypothese pour k = 1,n et A pour obtenir :
P(X,1 = 71X =10, A) = P( X1 = 7| X0 = in).
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Finalement :

P(X(n+1)+k = Z-(n+1)+/’c,)(n = ln, A) = Z P(X(n+1)+k = Z'(n+1)—i-k|)(n = j)P(XnJrl = ]|Xn = Zn)
jEE

Et par conséquent :

P(Xn—l-(k—l-l) = in—l—(k—i—l)’Xn = i, A) = P(Xn+(k+1) = in—l—(k—&—l)’Xn = Zn)

4.2 Propriété de Markov

Nous démontrons dans cette section deux théoremes qui seront d’un usage con-
stant dans la suite.

Théoréme 4.2.1 Soient n > 1,A € F(Xo,...,Xn_1) et B € F(Xps1, Xog2, )
pour tout i € E on a :

P(B|X, =i, A) = P(B|X, = ).

Cette propriété signifie que le futur ne dépend de passé qu’a travers le présent.

4.2.1 Matrice de transition et loi initiales

Définition 4.2.1 On dit qu’une matrice r X r a coefficients réels P est stochastique
st pour tous 1 <i,5 <r ona:

-0<P; <1

— pour tous i, y 5, Py =1 (somme sur les lignes ).

Proposition 4.2.1 Soit P une matrice stochastique pour toute loi de probabilité y,
Uespace des états E, il existe un espace de probabilité, (©,F,P,) et une suite de
variable aléatoire (X,)n>o telle que (X,,) soit une chaine de Markov admettant P
comme matrice de transitions est . comme loi initiale.

4.2.2 Récurrence

Les notions importantes sont celles d’état récurrent et d’état transitoire. Soit
(X )n>0, une chaine de Markov homogene de matrice de transition P. On définit le
temps de retour en 7 par :

T; =inf{n > 1, X,, = i}.
Avec la convention usuelle : inf @ = oco(Ici : T; = 0o si X, # i pour tout n > 1).

Définition 4.2.2 On dit que [’état i est récurrent si Pi(T; < co) = 1. Un état i
récurrent est dit récurrent positif si de plus E;[T;] < oo, récurrent nul si E;[T;] = oco.
Un état qui n’est pas récurrent est dit transitoire pour un état i fixé, notons {7y }x>1
la suite des temps de retour successifs dans [’état 1.

Formellement :

=T,

Tip1 = inf{n > 7; X,, =i}
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Théoreme 4.2.2 Sachant que 7, < 00, le processus { X, est une chaine de

k+n }n>p
Markov homogéne de matrice de transition P indépendant de {X,rr, }n>o-

En particulier si l'état i est récurrent, les “cycles” { X, + Ty }o<n<r,,, » b > 1 sont
i.1.d.

Notons f;; = P;(T; < 00) la probabilité de retourner a i en partant de j, et notons :

Ni = Zl 1{Xn:i}'

Le nombre total de visite en © a partir de n = 1.
On a: Pj(N;=0)=1— f;; et lorsquer <1:

Pi(N; =71) = fiix (fid)""* (1= fu)
= (fi)" = (1= fu)
On déduit que :
1. Si fi; = 1, B(N; = r) = 0 pour tout r > 0 et donc P;(N; = 0o) = 1, et bien
entendu E;[N;] = oc.
2. 81 fiu <l,ona) 2 P(N;, =r)=1, et donc P(N; = co) = 0, d’autre part

un calcul élémentaire donne : E;[N;] = 1 ff < 00.

Théoreme 4.2.3 Pour que l’état © soit récurrent, il fait et il suffit que :

Z Pyi(n) = oc.

Démonstration : Les remarques précédentes et 1’énoncé du théoreme montrent
que fi; = 1< E;[N;] = oo, d’autre part :
ENi) B[220, 1y Xn = i}]
= 21 Bi[1{ X = i}
= 2211 Py(Xn =)
=2 et Paln).

Théoreme 4.2.4 Soit une chaine de Markov homogéne de matrice de transition P.
Deuzx états qui communiquent sont récurrents, et transitoires.

En particulier, si P est irréductible, les états sont soit tous récurrents, transitoires,
la chaine est dite alors récurrente et transitoire.

Démonstration : Si i et j communiquent il existe M et N tel que P;;(M) > 0 et
P;i(N) > 0. Posons o = P;;(M)P;;(N) > 0. On a I'inégalité :

J
Pyi(M +n+ N) > Pjj(M)Pj;(n)P;(N) = aPj;(n).
De méme
P;i(N +n+ M) > aP;(n).

.. . . Ja oo [e.e] ~
Donc si ¢ et j communiquent les séries Y >~ Py;(n) et > >, Pj;(n) ont le méme
comportement.
Les état i et j sont donc, transitoires, ou récurrentes.
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4.2.3 Irréductibilité

Définition 4.2.3 On dit qu’un état i conduit a état j s’il existe n tel que (P™);; > 0,
c’est-a-dire s’il existe n tel que P(X,, = j|Xo =1) > 0. On dit que i et j sont dans
la méme classe . Si i conduit a j et j conduite a i., c’est une relation d’équivalnce
et il est pertinent de considérer ses classes déquivalnace disjoints de E.

Définition 4.2.4 Une classe d’état C C E est dite fermée si pour tout état tel que
il existe un état i € C' qui conduit a 3, on a j € C.

Aurement dit, une classe C est fermée, si la chaine de Markov quitte cette classe
avec probabilité 0.

Définition 4.2.5 Lorsque l'espace d’états se compose d’une seule classe (forcément
fermée ) c-a-d tous les état communiquent, la chaine de Markov est dite irréductible.

4.2.4 Mesure Invariante

Définition 4.2.6 Soit ;1 une mesure positive sur E, on note aussi par p le vecteur
ligne (u{i},i € E). u est dit mesure invariante de la chaine si pP = p. On prend
grande au fait que p n’est pas necéssairement une probabilité. Observons que si m
est une mesure invariante de la Chaine, X,, est de loi my pour tout n € N.

Notation :
On note Er I'ensemble des états récurrent, Fr I’ensemble des états transitoire.

Nn(]) = Z 1{Xi=j}7j SO
=1
mi; = Ez(T})ala.] SN
Théoreme 4.2.5 Soit j € Er , on a :

No(j) 1

lim = —1y1,<c0}P-5.
n—oo n ]]

n—00 n m

33

Théoréme 4.2.6 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov homogéne, irréductible récurrente
positive de matrice de transition P. Alors (X,)n>0 admet une loi invariante T,
donnée par :

1

myi;

m({i}) =

Démonstration :
Supposons que (X,),>0 admet une loi invariante 7, et montrons que

1

mg;

(i) =
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7 loi invariante, elle vérifie :
C’est-a-dire pour tout i € F,
JEE

=> 7wy =Y 74Py

el i€E jeE

Aussi

ZjeE W(J)(% Yot PJT) = % S, ZjeE W(])P]T
= L Y e () P(Xn = i X0 = j)

= L Y jen P(Xm =i, X0 = j)

= % ZZ‘L:I (i)

= m(i).

o 3 30y PR = e 1 300 P(X = i]X0 = )
=lim , % Yo _P(X,=1,X0=7)

= lim 00 7 oy Bi(lix,=13)

__ Pji
mi; "

pji = 1, en effet :
(Xn)n>0 la Chaine de Markov irréductible, alors
Vi,je E,i~>j et j~1.

Puisque la chaine est récurrente, et ~~ est symétrique sur l'’ensemble des états
récurrents, on a

Vi,j € E i~ jetj ~ i.

i~ g dn 2> 1;ph > 0.

On a
piiPi(T; = 00) < B(T; = o00) = 0.
Ainsi
P;(T; = 00) = 0.
Implique

Py(T; < 00) = pji = 1.

Par passage a la limite quand n tend vers I'infini dans I’équation

SSRGS PR = (i)

JjEE
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On trouve

Implique

Montrons maintenant 'existance de la loi invariante, soit £y C F, fini, on a :
1 n 1 n
ek (n 2ome1 P5i) = 3 2ome1 (Xiem, PJi)

% an=1(zz’eE p?f)
1.

IN

On prend la limite quand n tend vers I'infini, on obtient :

Comme F; est arbitraire; on a :

D’autre part :
ZieEl (% D ome1 DD = % D met ZieEl (PRipij)
% ZZ=1 ZieEl (Pripis)

1 n m—+1
n Zm:l Pri -

IN

Quand n tend vers l'infini; on a :

™
3=

s

IA
:S‘H

Comme FE; est arbitraire :

]
3 =
S
IN
:S‘H

On somme sur j :

mAA ..
ieg Y jee

1

Mg

Donc les inégalités précedentes sont égaux, on pose (i) =

Z m(i)pi; = 7(J),

el

Y

d’ou l'existence de la loi invariante.
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Définition 4.2.7 Soit m une loi de probabilité sur E. La matrice de transition P
est dite réversible par rapport a ™ si : :

m({i})pi; = T({i})pji-
Pour tout 1,7 € E.

Proposition 4.2.2 Si P est réversible par rapport a m alors w est une probabilité
mvariante.

Démonstration :
Pour montrer qu’une probabilité inariante il suffit de montrer que :

Vi e E,w({i}) = ZW({j})pﬁ-
ZjeEﬂ-({j})pﬁ = ZjeE m({i})pij
= jer m({IH)p(X1 = j| Xo = 1)
= m({i}).

4.3 Simulation d’une Chaine de Markov

Une autre fagon de définir une Chaine de Markov discréte est de la définir comme
une suite de variables aléatoires (X,,),>0 défini par :

Xn+1 - ]:(Xna Un)7 XO'

Ou la suite de variable aléatoire (X, Uy, Uy, ..., U,, ....) est indépendante, les vari-
ables aléatoires U, étant a valeur dans un ensemble B et F': E x B — E est une
application (mesurable).

Lemme 4.3.1 U, est indépendant de la tribu F(Xp, ..., Xo) C F(Xo,Uo, U, -+ ., Up—1).
Notons alors pouri,j € E

T, = {be B; F(i,b) = j}.

On a:

. P(Xnt+1,Xn=t
P (X |X, = i) = PCaarXesi

P(UnGTi*,j,Xn:i)

P(Xn=t)
P(UneTi—%.j)(P(Xn:i))
- P(X.=i)

=P, € T,—,)).

Ot on a utilisé le fait que U,, et X,, soit indpendants. Calculons a present : P(X,, 41 =

. _ _ _ N PXpnp1=5,Xn=1,Xn-1=tn-1,...,X0%) .
JIXn =i, X1 = dp1,.., Xo = dg) = 16 iy e ey s Si on note A

lévenement A = (X, =1, X, 1 = ipn_1, ..., Xo = ig), on peut écrire :

P(XnJrl‘Xn =1, Xpo1= Ip—1y s Xo = ZO) = P(Xn+1P:(];§))(n:i’A)

P(UneTi*)ij
P(4)
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Et puisque U, est indépendant de la tribu F(X,, ..., Xo)-
P(XnJrl = ]‘Xn = 7;7Xn71 = in_1, "7X0 = 7/0) = P(Un € ﬂ%j):
on a donc démontré que pour tout v,j € E.
P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn_l == in—la-‘;XO = Z()) = P<Xn+1 == j|Xn == Z) Ce que
signifie que (X,,) est une chaine de Markov.

4.4 Loi stationnaire

Définition 4.4.1 On dit qu’une loi pu sur E est stationnaire (ou encore invariante)
pour la matrice stochastique P si uP = p.

Proposition 4.4.1 La loi v est stationnaire pour P si est seulement si la Chaine
de Markov de loi initial p et de matrice d transition P vérifie pour tous n,j :

(cela signifie que la loi de X, est également ).

Proposition 4.4.2 Soit la chaine de Markov admettant une loi stationnaire p.
Alors tout état i tel que p({i}) > 0 est récurrent. En outre la chaine est irréductible
elle est récurrente.

Démonstration : On a : uP* = y pour tout entier & > 0 est donc pu(f + ...... +
P~ 1) = nu par conséquence Z]EE w;V; = oo pour i tel que p(i) > 0.

Théoréme 4.4.1 Si l’espace des états est fini, toute chaine de Markov sur E (de
matrice stochastique P) admetl au moin une loi stationnaire.

Démonstration : Si pg est une loi quelconque sur E, par exemple la loi d;, notons

fn, = pp™ la loi de X,, = ou (X,) est la chaine de Markov de matrice P est de loi

” , si bien que :

initiale p9. Notons encore fi, la loi

1 _
(ko + poP + -+ o P"1).

o=
n

Il existe sous-suite ny telle que pour tout ¢ € E, ji,,(7) converge vers un réel 7(7). Il
est clair que les 7 (i) sont dans [0,1] est vérifiant >, . m(i) = 1 : 7 est bien que une
loi de probabilité. Elle est stationnaire. En effet :

~(po + poP + ... + PP
= 1M pgoo (5 (o + 0P + oo 4 o P™ 1) 4 2 (0 P — o)

= T.

7P =1lim .50

Quand I'espace des états est infini, I'existance d’une telle loi, de probabilité invariant
n’est pas garantie, I'unicié n’est pas toujour vraie méme si E est fini.
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Proposition 4.4.3 Si la Chaine de Markov est irréductible (et finie) alors tout
mesure de probabilité stationnaire a pour support l'espace des états. En particulier,
st i est un état récurrent il existe une mesure stationnaire p dont le support est la

classe C(i) de i.

Démonstration : Soit [ un état ou u(l) > 0,( un tel état existe toujour puisque
Y p (k) =1). Sij est un état quelconque on sait qu’il existe n tel que (P");; > 0,
or d’apres l'invariance :

1= ik(P")rg) = (P > 0.

keE

Théoreme 4.4.2 Si une chaine de Markov est finie alors les assertions suivant sont
équivalentes :

1. elle est irréductible.

2. elle admet une unique mesure de probabilité stationnaire.
Démonstration : Supposons que la chaine irréductible et faisons I’hyoothese qu’il
existe deux mesure de probabilité pu, uo defférentes telle que py = py Petps = po P.
Si on appelle z le vecteur ligne * = py — pp on a x = zP et ), pa; = 0; on
particulier il existe deux indices 7, j tel que z;etx; sont de signes opposés puisque
la matrice P est irréductible il existe un exposant m tel que (P™);; > 0. Ecrivons

x = xP™ puis :
ZjeE 7| = EjeE | 2 kerm Tu(P™)ij)]
< ZjeE > ke 1Tk [(P™) k]
<D ker ZjEE |2k | (P™) 1
< D ker lznl.

Théoreme 4.4.3 Pour une chaine de Markov irréductible finie de loi de probabilité
stationnaire p1, on a E(T'| Xy = 1) = (u*)~*

Démonstration : Pour raccourcir les notation on va écrire ici E(.|Xy) = E(.) et

P(.|Xo) = P(.). On va prouver que le vecteur 7" avec v; = E; S 10X, pour

j € E verifie I'equation 4*P = ~*. Alors :
i Ti—1
ZjeE Y= ZjeE E; > -0 Lj0X;
T—1
=Ei) i ZjEE 10X}
Ti—1
=E; > 1
Donc loi stationnaire p; = v|E;T* comme 7} = 1, le théoreme sera prouvé. Pour

prouver I’egalité v¥ = v* P notons d’abord que T" < oo p.s pour tout k£ nous pouvons
donc écrire

Tk T*
v =Ey Z 1ix,—jy + P(Xo =j) — Pu(Xqx =) = EZ Lix, =5
n=0 n=1
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Car Pr(Xo = j) — Pr(Xpx = j)estl — 1 = 0sij = kest0 —0 = 0sij # k. (S la chaine
de Markov n’avait pas été récurrent on aurait eu P(T% < 0) < 1 est on n’aurait pas
considérér Xp+!.) Alors :

’)/f = Ek Z 1{X,L:j,n<Tk} = Z Pk(Xn = j, n S Tk)
n=1 n=1

Par la propiéte de Markov

Pk(anl = i>Xn =7, T* > n) = Pk(Xn = j|anl = ZaTn > n)Pk(anl = laTk > n)
=P X, =j|Xn1=0,X1,...., Xn o # k)Pp(X,_1 =i, T >n)
= Pu(X = | X1 = D) Pu(X s =i, T" > 1)

= Piij<Xn_1 = i, Tk Z n)

Alors : . .
’ij == Zn:l Pk’<Xn—l =1, Tk Z n)

=3 e Pu(Xr =0, X, = 5, T > n)
=it P o Pr( X1 =4, TF > n)

- Ziel PiEy Z;O:O Lix,=im<rr-1)

=2 ier PuEr X0 Lix, =i}

=D er ’Y]kPij-

4.5 Théoreme Ergodique

Le théoreme suivant est appellé aussi la loi des grands nombres pour les chaine
de Markov.

Théoreme 4.5.1 Soit( X,,)>2, une chaine de Markov de matrice de transition P
wrréductible finie de loi stationnaire p. Alors :

n—1
k=0 120Xk

n

— [j, M —> 00 P.S.

De plus pour toute fonction f: E — R

1 n—1

— Xp) — dr = if(i),n — oo, p.s.
DRy RIS WD p
Démonstration : On note ZZ;(I) Lix,=i} = Ni(n) le nombre de visite dans i avant
I'instant n. Soit ZZOZO 1{x,=iy = IV; est le nombre total de visite dans i.

Comme pour une chaine de Markov irréductible finie P(T% < oco) = 1, il suffit de
considérer une chalne de Markov de mesure initial d;.

Soient Q% = S(i)™ —S(7)"Y les intervalles des temps entre le riéme et le (r—1)iéme
visite dans i, les variables aléatoires Q}, @}, Q%, - - - sont indépendentes de méme loi
et E(Q!|Xo =1) = E(T"|X,=14) ona:

Qzl + QZQ + ...+ Ql}vi(n),l <n-—1.
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ol Q) + Q4+ -+ + Qn,(m)—1 est U'instant de la derniére visite dans i avant l'instant
n. On a aussi

Qi+ Q5+ +Qn,,, =1

ouQi+Q5+--+Q Ni(n)—1 est I'instant de la premiére visite dans ¢ aprés I'instant
n-1. On obtient

QL+ Q4+ + Qnin)—1

n_ A+t +0nm

N;(n) Ni(n)

Par la loi des grand nombre :

Gt @+t o

T Xy =1),n — 00.p.s.
n

Comme P est récurrente
P(N;(n) — 00, n— o0) =1

dou

) — B(T"| Xy =14), n — 00 p.s.

4.6 Algorithme de Metropolis-Hastings

On se fixe une loi 7 suivant laquelle on aimerait simuler ou dont on voudrait
calculer un intégral [, f(x)md(x). Nous appellerons 7 la loi cible.
On se donne un noyau de Markov (). Nous appellerons () le noyau de proposition.
Nous allons construire une chaine de Markov (X,,),>n.

— Nous prenons Xy = zq tel que 7(zg) > 0.
— Si X, = z, nous simulons Y,;1 et U,;; indépendants (et indépendant des
simulations passées) avec :

Y1 ~ Q(l’, -)7 Unt1 ~ U([O, 1])
La variable Y,,,; s’appelle une proposition , posons pour tout z,y :

7T(?/)Q(y,ﬂ:)> _

a(z,y) = min (1, —W(m)Q(I,y)

Alors :
{ Yoi1 st Upt1 < a(X,, Yoq)
Xn+1 =

X,  sinon

Dans le cas ou U,11 < a(X,, Yui1), on dit qu’on accepte la proposition, et dans le
cas contraire on dit qu’on refuse la proposition.

Proposition 4.6.1 La suite aléatoire (X,,)n>0 construite ci-dessus est une chaine
de Markov est transition P avec :

{ P(z,y) = Q(z,y)a(z,y) si T FY
P(xay> =1- Zy;ﬁx P(:C,y).

La loi w est P-invarainte.
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Démonstration : Pour tout z, P(X,11 = z|Xo, -+, X,) = P(Xp1 = z|X,)
(d’apres la consrtruction ci-dessus).
Donc (X,,)n>0 est bien une chaine de Markov. Calculons pour tout  # y :

IP>(Xn+1?J|Xn =z) =PYo1 =9 U < Oé(Xn»Yn+1)|Xn =1)
=PV, =y, Ups1 < afx,Y, 1) X, =)
= ]P)(YnJrl =Y, Un+1 S a(:z:, y)|Xn = LU)

(Yog1LUni) = Q(z,y)a(x, y).

Nous en déduisons

(on refait le calcul en inversant z et y).
Donc 7 est symétrique par raport a P. Nous avons donc 7P = 7.

Lemme 4.6.1 Avec la notation définies ci-dessus si Q(z,y) # 0 = Q(y,z) # 0,
est irréductible et vérifie : Vr,y : Q(x,y) # 0= Q(y,x) # 0, et 7(x) > 0. Pour tout
x,y alors P irréductible.

Démonstration :
Soient x,y dans E ,z # y. Il existe n dans N et (21, ....,z,,) dans E tels que :

Q(z,x1)Q(x1, x2)......Q(x0,y) > 0.

On peut toujours supposer x # x1,--- ,x, # y, on déduit des hypothéses que :

P(x,x1)P(x1,x9), -+ , P(xy,y) > 0.

Application sous R :
Voici un exemple de 'algorithme de Metropolis Hastings simulant la distribution

Gamma Gam(2.3,2.7) En utilisant 100000 échantillons de la distribution de propo-
sition normale N(0,85,0,30). les graphiques ci-dessous montrent que la chaine se
mélange bien et qu’il y a indépendance parmi les échantillons générés. Aussi un
histogramme des échantillons générés ressemblant a la courbe de densité gamma.
> gamm<-function (n, a, b)

+ {
+ mu <- a/b

+ sig <- sqrt(a/(b * b))
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+ vec <- vector(numeric”, n)”
+ x <- a/b
+ vec[1] <- x

+ for (i in 2:n) {
+ can <- rnorm(1l, mu, sig)

+ aprob <- min(1, (dgamma(can, a, b)/dgamma(x, a, b))/(dnorm(can,
mu, sig)/dnorm(x,mu, sig)))
+ u <- runif (1)

+ if (u < aprob)

+ x <- can
vec[i] <- x

+
vec

}
vec<- gamm(10000,2.3, 2.7)
par (mfrow=c(2,1))
plot(ts(vec))
hist(vec,30)
par (mfrow=c(1,1))
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FI1GURE 4.1 — La simulation de la loi Gamma par l'algorithme de Metropolis-Hasting
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4.7 Algorithme de Metropolis

Si Q(z,y) = Q(y, z) pour tout z,y (on dit que le noyau @ est symétrique). Dans

ce cas « se simplifie en :
o m(y)
a(z,y) = min < ’7r(x)> :

Pour tout x,y.

Proposition 4.7.1 Si ) est un noyau de Markov irréductible symétrique et si m
est une probablité non constant telle que mw(x) > 0 pour tout x. Alors la chaine de
Markov de Metropolis de noyau de proposition ) et de loi cible w est irréductible,
apériodique, de loi invariante .

Démonstration : Soit P le noyau de Metropolis de noyau de proposition @) et de
loi cible 7, pour tout z,y a(x,y) > 0. De plus , pour tout z,y, il existe p € N est
une suite (xq1,--- ,x,) de E.

P(z,x1)P(x1,22) - P(xp,y) = Q(z,21)Q(x1,x2) - - - Q(y,, y) > 0.

Supposons que P(x,z) = 0 pour tout z.

Plx,x) =13, Py)
= Zy Q(SE, y) o Zy;y;ﬁx Q(LE, y)oz(x, y)
= Q(f, ZL‘) + Zy:y;ﬁx Q($7y)(1 - Oz(I, y))

=Q(z,x) +>_,,., Q,y) <1 - %>

Donc :

m(y)
Pla,2) — Q) = 3 Qavy) (1 - —) |
m(x)
yy#£T
On fixe x € E, les deux terms de I’équation ci-dessus sont de signes opposés, ils
valent donc 0.
Nous anons donc pour tout y tel que y # x et Q(z,y) # 0 (il en existe car ) est

irréductible)
(-55):

C’est-a-dire 7(y) > 7(x).

Application sous R :
Voici un exemple d’utilisation de I'algorithme Metropolis avec 10000 échantillons

de la distribution de proposition uniforme U(—1,1) pour générer la distribution
normale N(0,1). Les graphiques ci-dessous montrent que la chaine de Markov se
mélange bien et qu’il existe une indépendance entre les échantillons générés. Aussi
un histogramme des échantillons ressemblant a la courbe de densité normale.

> norm<-function (n, alpha)
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+{
+ vec <- vector(numeric”’, n)”
+ x<-0
+ vec[1] <- x
+ for (i in 2:n) {
rv <- runif(1,-alpha,alpha)
candidate <- x + rv
accept <- min(1, dnorm(candidate)/dnorm(x))
u <- runif(1)
if (u < accept)
x <- candidate
vec[i] <- x
+}
vec +}
normvec<-norm(10000,1)
par (mfrow=c(2,1))
plot (ts(normvec))
hist(normvec,30)
par (mfrow=c(1,1))
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F1GURE 4.2 — Les graphes de la simulation de la loi Normale par la méthode de
Metropolis
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4.8 Algorithme de Gibbs

L’échantillonnage de Gibbs est un cas particulier de I’algorithme de Metropolis-
Hastings. Cet algorithme peut étre appliqué lorsque la distribution conjointe est
inconnue ou difficile pour échantillonner directement, mais la distribution condi-
tionnelle de chaque variable est connu et est facile a échantillonner. Il génere un
nouvel échantillon de la distribution de chaque variable basée sur la distribution
conditionnelle entre les valeurs actuelles de I'autre variable. Le but de I'algorithme
de Gibbs est d’échantillonner a partir d’une distribution 7 pour approximer.

Exf (1, x3); ou(ay, 3) ~ 7.

En obtenant une séquence d’observations qui sont approximées a partir d'un
distribution de probabilité multivariée spécifique. Cette séquence peut étre utilisée
pour approximer la distribution conjointe pour approximer la distribution marginale
d’une des variables, ou d’un sous-ensemble de variables pour calculer une intégrale.
Il faut que toutes les distributions conditionnelles de la distribution cible soient
échantillonné exactement. Basé sur des distributions conditionnelles complétes P(xy|xs)
et P(xq|xq) avec la distribution cible 7(xy, xs).

Stratégie générale :

— Alterner entre z; et x»

— Echantillon de z; ~ p(z1|z2)

— Echantillon de 5 ~ p(s|a;)
L’utilisation de la procédure ne nécessite pas le calcul d'un taux d’acceptation car
ce sera toujours 1.

Normal Bivarié : La distribution normale bivariée peut étre générée a l’aide
de I’échantillonneur Gibbs.Laisser Z = (x,y) étre un échantillon normal bivarié (de
taille 1), avec une moyenne p = (fi, i1,))” est inconnu. Les variances sont connues et
égales a 1, et les la corrélation p est connue. Prenons un a priori plat pour pu, puis
le postérieur est également normale bivariée, avec la méme matrice de corrélation
mais avec la moyenne Z.
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Chapitre

Conclusion

Comme conclusion, nous retenons que la méthode de Monte-Carlo est une méthode
d’approximation par introduction de procédés aléatoires. Cela permet d’estimer des
valeurs numérique et de caractériser des systémes complexes.

La méthode de Monte-Carlo est I'une des techniques de simulation offerant la pos-
sibilité de calculer des intégrales difficiles a calculer.

L’inconvénient est que cette méthode est lente, mais il existe des cas ou c’est la
seule technique accessible en effet elle ne dépend pas de la régularité de la fonction
a intégrer.

D’autre part ne dépend pas de la dimension de I'espace en question ce qui évite les
problemes de déreglement de la convergence de 'estimateur lorsqu’il sagit de grand
dimensions.
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