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Introduction générale

L’optimisation est un sujet trés ancien qui connait un
nouvel essor depuis l’apparition des ordinateurs et dont les
méthodes s’appliquent dans de trés nombreux domaines :
économie, gestion, planification, logistique, automatique,etc.

L’objet de cette mémoire est de présenter et analyser un
algorithme permet de calculer, ou plus exactement d’approcher
la solution des problèmes d’optimisation. Tout les algo-
rithmes étudiés sont effectivement utilisés en pratique pour
résoudre sur ordinateur des problèmes concrets d’optimisa-
tion.

Ces algorithmes sont aussi tous de nature itérative : à
partir d’une donnée initiale x0, chaque méthode construit
une suit (xn)n∈N dont nous montrerons qu’elle converge,
sous certaines hypothèses, vers la solution x du problème
d’optimisation considéré. Aprés avoir montré la convergence
de ces algorithmes ( c’est-a-dire, la convergence de la suite
(xn)n vers x quel que soit le choix de la donnée initiale x0),
nous dirons aussi un mot de leur vitesse de convergence.

Dans cet mémoire, nous intérissons d’expliquer la mé-
thode de Newton-Raphson qu’est le plus important en pra-
tique (si la fonction est différentiable et que sa dérivée est
connue).



Chapitre 1

Historique et définitions

1.1 Isaac Newton (1643-1727)

Figure 1.1 – Isaac Newton

[3][7] Isaac Newton (né le 4 janvier 1643 et décédé le 31
mars 1727) est un physicien, philosophe, astronome, et ma-
thématicien anglais, considéré comme l’un des plus grands
scientifiques de tous les temps. Newton a formulé des lois
sur la gravitation universelle et sur les corps en mouvement.
Ces lois fondamentales expliquent de quelle façon les objets
se déplacent sur terre comme dans les airs. Il a fondé l’op-
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tique moderne, étudié le comportement de la lumière, et a
construit le premier télescope à miroirs.

Ses travaux en mathématiques l’ont conduit à l’inven-
tion d’une branche des mathématiques nommée calculus
(calcul différentiel et intégral, également développé par le
mathématicien allemand Gottfried Wilhelm Leibniz).

Newton a exposé ses idées dans plusieurs publications et
deux d’entre elles, Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica (Principes mathématiques de la philosophie natu-
relle, en 1687) et Opticks (traité d’optique, en 1704) sont
considérées parmi les plus grands travaux scientifiques ja-
mais réalisés.

Les contributions révolutionnaires d’Isaac Newton ont
permis d’expliquer une grande partie du monde qui nous en-
toure en termes mathématiques, et ont permis de se rendre
compte que la science était également en mesure d’expli-
quer un grand nombre d’autres phénomènes.

Newton était capable de formuler des théories mathéma-
tiques pour expliquer des faits connus. Il utilisait ses théo-
ries mathématiques pour prédire le comportement d’objets
dans diverses situations, puis comparait ses prédictions avec
ce qu’il avait observé dans les expériences qu’il avait me-
nées. Newton utilisait ensuite ces résultats afin de vérifier,
et modifier si besoin, ses théories. Il a réussi à faire de l’ex-
plication de propriétés physiques un moyen de prédiction !
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1.2 Joseph Raphson (1648-1715)

Figure 1.2 – Joseph Raphson

Né à Middlesex, en Angleterre, en 1648, Joseph Raph-
son se rendit au Jesus College Cambridge où il obtint son
diplôme de maîtrise en arts en1692. En tant qu’étudiant un
peu plus âgé (43 ans), Raphson fut étonnamment nommé
membre de la Royal Society en 1691, un an avant sa gradua-
tion. Cet honneur découle directement de son livre publié
en 1690, intitulé Analysis aequationum universalis. Ce livre
s’est principalement concentré sur la méthode de Newton
pour approximer les racines d’une équation, d’où la mé-
thode de Newton-Raphson. La méthode des flux de Newton
décrit la même méthode et des exemples pour approximer
les racines des équations. Cependant, elle a été écrite en
1671 et n’a pas été publiée avant 1736. Joseph Raphson a
donc publié ce matériau et sa méthode 50 ans avant New-
ton !

Bien que la relation de Raphson avec Newton ne soit
pas bien comprise, il est connu que ce dernier était auto-
risé par lui-même à visualiser et à étudier périodiquement
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les travaux mathématiques de Newton. Une telle pratique
n’était pas courante. En fait, Raphson et Edmund Halley
ont collaboré avec Newton à la publication des travaux de
Newton du début des années 1670 sur les courbes en qua-
drature, les fluxions et une sorte de mathématique connue
maintenant sous le nom de calcul, mais ils n’ont pas pu
le faire avant 1704. La publication résultante de Newton
donne une explication détaillée de la méthode de fluxion de
Newton. Raphson a également été autorisé à consulter les
documents mathématiques de Newton en 1711, via Roger
Cotes et William Jones. En conséquence, Raphson a écrit
une Histoire de Fluxions, qui a été imprimée mystérieuse-
ment un an après la mort de Raphson.

Ce travail appuyait fortement le calcul de Newton sur
la seule revendication de Leibniz d’avoir été l’inventeur du
calcul. Les vues de Newton sur le contenu du livre de Raph-
son étaient presque certainement favorables, puisque New-
ton avait publié des lettres échangées entre lui et Leibnitz
sur le débat sur l’identité exacte de l’inventeur du calcul
dans l’annexe de la réimpression d’une histoire de fluxions.

1.3 Fonction convexe

Dans cette section, E désigne un espace vectoriel réel, de
dimension finie ou non, C est une partie convexe non vide
de E, et l’on se donne une fonction f : C ⊂ E → R

Définition 1.3.1. [6]La fonction f est dite convexe si, pour
tous x, y ∈ C et λ ∈ [0, 1], on a :

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) (1.1)

Si cette inégalité est stricte dès que x 6= y et λ 6= 0, 1, f est
dite strictement convexe.
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Théorèm 1. [6] Si I est ouvert de R, une fonction déri-
vable f : I → R est convexe (resp.strictement convexe) si,
et seulement si, f ′ est croissante (resp. strictement crois-
sante).
Théorèm 2. [6] Une fonction f : I → R deux fois dérivable
est convexe si, et seulement si, f ′′ ≥ 0 sur I. L’intervalle I
est ici quelconque.

1.4 Fonction coersive

Définition 1.4.1. [6] Soit Ω ⊂ Rn un ensemble non borné
et f : Ω ⊂ Rn → R On dit que f est coercive sur si on a :

lim
‖x‖→+∞

x∈Ω

f(x) = +∞

ou de manière plus précise :

∀ν ∈ R, ∃ρ ≥ 0; (x ∈ Xet‖x‖ ≥ ρ) ⇒ f(x) ≥ ν.

1.5 Probleme d’optimisation

L’optimisation est une branche des mathématiques cher-
chant à modéliser, à analyser et à résoudre analytiquement
ou numériquement les problèmes qui consistent à minimiser
ou maximiser une fonction sur un ensemble.

L’optimisation joue un rôle important en recherche opé-
rationnelle (domaine à la frontière entre l’informatique, les
mathématiques et l’économie), dans les mathématiques ap-
pliquées (fondamentales pour l’industrie et l’ingénierie), en
analyse et en analyse numérique, en statistique pour l’esti-
mation du maximum de vraisemblance d’une distribution,
pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie
des jeux, ou encore en théorie du contrôle et de la com-
mande.
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Beaucoup de systèmes susceptibles d’être décrits par un
modèle mathématique sont optimisés. La qualité des résul-
tats et des prédictions dépend de la pertinence du modèle,
de l’efficacité de l’algorithme et des moyens pour le trai-
tement numérique. tous les problèmes d’optimisation que
nous considérerons peuvent être exprimés de la façon sui-
vante :

min
x∈Rn

f(x) sous la contrainte : x ∈ X (1.2)

où X est un sous-ensemble de Rn. On pourra écrire aussi

min
x∈X

f(x)

Les variables x = (x1; . . . ;xn) sont appelées "variables
d’optimisation" ou variables de décision. La fonction f :
X ⊂ Rn → R est appelée fonction objectif et l’ensemble X
ensemble des contraintes. Le problème (1.2) est dit réali-
sable si X 6= ∅.

1.6 Maximum de vraisemblance

l’estimateur du maximum de vraisemblance est un esti-
mateur (statistique) utilisé pour inférer les paramètres de
la loi de probabilité d’un échantillon donné. Cette méthode
a été développée par le statisticien Ronald Aylmer Fisher
en 1922.

1.6.1 Principe

Soit une famille paramétrique de distributions de proba-
bilités Dθ dont les éléments sont associés soit à une den-
sité de probabilité connue (distribution continue), soit à
une fonction de masse connue (distribution discrète), notée
f(x|θ). On tire un échantillon de n valeurs x1, x2, . . . , xn
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de la distribution, et l’on calcule la densité de probabilité
associée aux données observées :

fθ(x1, . . . , xn; θ) =
n∏
i=1

f(xi|θ)

Ceci étant une fonction de θ avec x1, x2, . . . , xn fixés, c’est
une vraisemblance.

L(θ) = fθ(x1, . . . , xn; θ)

Lorsque θ n’est pas observable, la méthode du maximum de
vraisemblance utilise les valeurs de θ qui maximisent L(θ)
estimateur de θ : c’est l’estimateur du maximum de vrai-
semblance de θ noté θ̂ . Par exemple dans le cas du produit
discret, on effectue un tirage de n valeurs, il faut donc trou-
ver le paramètre qui maximise la probabilité d’avoir tiré ce
tirage.

Cette méthode se distingue de la recherche d’un estima-
teur non biaisé de θ, ce qui ne donne pas nécessairement la
valeur la plus probable pour θ.

L’estimateur du maximum de vraisemblance peut exister
et être unique, ne pas être unique, ou ne pas exister.

Définition 1.6.1. Soit X une variable aléatoire réelle, de
loi discrète ou continue, dont on veut estimer un paramètre
θ. On note Dθ cette famille de lois paramétriques. Alors on
définit une fonction f telle que :

f(x; θ) =


fθ(x) Si X est une v.a.continue,

Pθ(X = x) Si X est une v.a.discrète.

fθ(x) représente la densité de X (où θ apparaît) et Pθ(X =
x) représente une probabilité discrète (où θ apparaît).

On appelle vraisemblance de θ au vu des observations
(x1, . . . , xi, . . . , xn) d’un n-échantillon indépendamment et
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identiquement distribué selon la loi Dθ, le nombre :

L(x1, . . . , xi, . . . , xn; θ) = f(x1; θ)×f(x2; θ)×. . .×f(xn; θ) =
n∏
i=1

f(xi|θ)

On cherche à trouver le maximum de cette vraisemblance
pour que les probabilités des réalisations observées soient
aussi maximum. Ceci est un problème d’optimisation. On
utilise généralement le fait que si L est dérivable (ce qui
n’est pas toujours le cas) et si L admet un maximum glo-
bal en une valeur θ = θ̂, alors la dérivée première s’annule
en θ = θ̂ et que la dérivée seconde est négative. Récipro-
quement, si la dérivée première s’annule en θ = θ̂ et que
la dérivée seconde est strictement négative en θ = θ̂, alors
θ = θ̂ est un maximum local de L(x1, . . . , xi, . . . , xn; θ). Il
est alors nécessaire de vérifier qu’il s’agit bien d’un maxi-
mum global. La vraisemblance étant positive et le loga-
rithme népérien une fonction croissante, il est équivalent et
souvent plus simple de maximiser le logarithme népérien de
la vraisemblance (le produit se transforme en somme, ce qui
est plus simple à dériver). On peut facilement construire la
statistique Yn = Θ qui est l’estimateur voulu.

Ainsi en pratique :
. La condition nécessaire

∂L(x1, . . . , xi, . . . , xn; θ)
∂θ

= 0

ou
∂ lnL(x1, . . . , xi, . . . , xn; θ)

∂θ
= 0

permet de trouver la valeur θ = θ̂.
. θ = θ̂ est un maximum local si la condition suffisante
est remplie au point critique θ = θ̂ :

∂2L(x1, . . . , xi, . . . , xn; θ)
∂θ2 < 0
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ou
∂2 lnL(x1, . . . , xi, . . . , xn; θ)

∂θ2 < 0

Pour simplifier, dans les cas de lois continues, où parfois
la densité de probabilité est nulle sur un certain intervalle,
on peut omettre d’écrire la vraisemblance pour cet inter-
valle uniquement.

1.7 La méthode des moindres carrées

La méthode des moindres carrés, indépendamment éla-
borée par Legendre et Gauss au début du XIXe siècle, per-
met de comparer des données expérimentales, généralement
entachées d’erreurs de mesure, à un modèle mathématique
censé décrire ces données. On considère un nuage de points
Mi(xi, yi) que l’on désire ajuster au mieux par une courbe
mathématique (c) de type f(x) : x → y dont on devra
choisir le type de façon pertinente eu égard au phénomène
étudié. On recherche les paramètres de f, fonction affine, po-
lynôme, exponentielle, etc., minimisant la somme des carrés
des distances entre yi et f(xi), autrement dit :

T =
n∑
i=1

[yi − f(xi)]2
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Figure 1.3 – Droite des moindres carrés

1.8 Le développement limité de Taylor

La série de Taylor est basée sur le résultat mathématique
suivant : toute fonction u(x) peut être exprimée à l’aide
d’un polynôme ayant un nombre infini de termes. C’est le
développement en série de cette fonction autour d’un point
connu x0 voisin de x :

u(x) = u(x0)+(x−x0)u′(x0)+ (x− x0)2

2! u′′(x)+..+ (x− x0)n

n! u(n)(x)+θ ((x− x0)n)

1.9 Inverce d’une matrice

Définition 1.9.1. Transposée d’un matrice :
Soit A = [aij]n,mi,j=1 ∈ Mn,m(K). On appelle transposée

de A, la matrice AT dont les lignes sont les colonnes de A.
Autrement dit :

AT = [bji]m,ni,j=1 ∈Mm,n(K) avec bji = aij

Théorèm 3. Le déterminant d’une matrice carrée et celui
de sa transposée sont égaux.
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Définition 1.9.2. Soit A = [aij]ni,j=1 ∈Mn(K) une matrice
carrée. On appelle :
1. mineur d’ordre (i,j) le scalaire : |Aij|, où Aij est la

matrice obtenue en éliminant la ligne i et la colonne j.
2. cofacteur d’ordre (i ; j) le scalaire : (−1)i+j|Aij|.
3. la matrice des cofacteurs de A est appelée comatrice

de A. On la note com(A).

Théorèm 4. [5] Soit A = [aij]ni;j=1 ∈ Mn(K) une matrice
carrée. Alors,

A inversible⇔ |A| 6= 0

Dans ce cas, la matrice inverse est donnée par la formule :

A−1 = 1
|A|

(com(A))T



Chapitre 2

Méthode de Newton
Raphson

2.1 Introduction

En analyse numérique, la méthode de Newton ou mé-
thode de Newton-Raphson est une méthode de résolution
de l’équation f(x) = 0 et, dans son application la plus
simple, un algorithme efficace pour trouver numériquement
une approximation précise d’un zéro (ou racine) d’une fonc-
tion réelle d’une variable réelle. Cette méthode doit son
nom aux mathématiciens anglais Isaac Newton (1643-1727)
et Joseph Raphson (peut-être 1648-1715), qui furent les
premiers à la décrire pour la recherche des solutions d’une
équation polynomiale. Thomas Simpson (1710-1761) élargit
considérablement le domaine d’application de l’algorithme
en montrant, grâce à la notion de dérivée, comment on pou-
vait l’utiliser pour calculer une solution d’une équation non
linéaire, pouvant ne pas être un polynôme, et d’un système
formé de telles équations.

14
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2.2 Existence de solution

Théorèm 5. Soit f : Ω ⊂ Rn un ensemble non-vide et
fermé et f : Ω ⊂ Rn → R une fonction continue. On sup-
pose :

– Soit Ω est borné.
– Soit Ω est non borné et f est une fonction coercive.
Alors il existe au moins un point minimum de f sur Ω

(c’est à dire, ∃x∗ ∈ Ω tel que f(x∗) ≤ f(x);∀x ∈ Ω).

Remarque 2.2.1. Si Ω est un ensemble convexe fermé non
vide de Rn et si f est une fonction continue, coercive, stric-
tement convexe sur Ω, alors le problème (1.2) a une solution
et une seule.

2.3 Unicité de solution

Si la fonction numérique f : Ω ⊂ Rn → R est striquete-
ment convexe sur un ensemble convexe Ω et si f admet un
point minimisant, ie :

f(a) = inf
x∈Ω

f(x)

alors a est unique.
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2.4 La méthode du Newton-Raphson

2.4.1 Alghorithme

Figure 2.1 – La méthode de N-R

La méthode de Newton- Raphson [4][5][6] est une mé-
thode forte qu’utilise pour résoudre des équations de la
forme f(x) = 0. On notons que x une racine exacte cherche
et que x0 une valeur approchée de x. On suppose que f(x)
être développer en série de Taylor auteur de x0, on a :

f(x) = f(x0)+(x−x0)f ′(x0)+
(x− x0)2f ′′(s)

2! ,∀s ∈]x, x0[

Si x < x0 et comme :

f(x) = 0

f(x0) + (x− x0)f ′(x0) + (x− x0)2f ′′(s)
2! = 0

D’ou l’on calcoule si f ′(x0) 6= 0

(x− x0)f ′(x0) = −f(x0)−
(x− x0)2f ′′(s)

2!

x− x0 = − f(x0)
f ′(x0)

− f ′′(s)
f ′(x0)

(x− x0)2

2!
Donc

x = x0 −
f(x0)
f ′(x0)

− f ′′(s)
f ′(x0)

(x− x0)2

2!
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En négligent le reste − f ′′(s)
f ′(x0)

(x−x0)2

2! qui ne représente plus
la racine exacte x, mais une racine approché x1 par rapport
à x0. En répétent le procedé on trouve la formule de de
récurence :

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

, n ∈ N

que l’on appelle la formule de récurence de Newton-Raphson
(noté N-R).

Du point de vue géométrique, la méthode consiste en
un extrapolation lineaire partant d’un point xn proche de
x en extrapole le longue de tangente en (xn, f(xn)) jus-
qu’a son ponit d’intersection avec l’axe (ox) et ce point est
appellé(xn+1)

Ayant : tg(α) = f(xn)
xn−xn+1

= f ′(xn)
On trouve de nouveau :

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

, n ∈ N

Figure 2.2 – La méthode de N-R
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2.4.2 Méthode de N-R pour deux inconnues

On veut résoudre le système d’equation non lineaire :
F (x, y) = 0

G(x, y) = 0.
(2.1)

ou F et G sont des fonctions données des variables inde-
pondantes x,y.

dans ce cas la méthode de N-R est analoguie celle qui
est présent précident (2.4.1). Aprer avoir choisi une solution
approchée (x0, y0) c’est à dire une approximation initiale,
on pose :


x = x0 + ε0

y = y0 + τ0

Et l’on développe en série de Taylor les deux fonctions
F et G au point (x0, y0) puisque (x0 + ε0, y0 + τ0) est une
solution de système d’équation (2.1). On résulte :

0 = F (x0+ε0, y0+τ0) = F (x0, y0)+ε0

(
∂F

∂x

)
+τ0

(
∂F

∂y

)
+

terme

d′ordre

superieur

0 = G(x0+ε0, y0+τ0) = G(x0, y0)+ε0

(
∂G

∂x

)
+τ0

(
∂G

∂y

)
+

terme

d′ordre

superieur

ou sous forme matricielle : 0

0

 =

 F

G


(x0,y0)

+


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


(x0,y0)

 ε0

τ0

 +
terme

d′ordre

superieur
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En supposont l’existance de l’inverse de la matrice (c’est a

dire :


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


−1

existe). Donc

−

 F

G


(x0,y0)

=


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


(x0,y0)

 ε0

τ0

 +
terme

d′ordre

superieur

 ε0

τ0

 = −


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


−1

(x0,y0)

 F

G


(x0,y0)

+
terme

d′ordre

superieur

On a :  ε0

τ0

 =

 x− x0

y − y0

 =

 x

y

−
 x0

y0


 x

y

−
 x0

y0

 = −


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


−1

(x0,y0)

 F

G


(x0,y0)

+
terme

d′ordre

superieur

 x

y

 =

 x0

y0

−


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


−1

(x0,y0)

 F

G


(x0,y0)

+
terme

d′ordre

supperieur

L’orsqu’on néglige les termes d’ordre supperieure, la so-
lution(x,y) devient une approximation qui sera prise comme
nouveau point de départ (x1, y1) de la prochaine approxi-
mation : x1

y1

 =

 x0

y0

−


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


−1

(x0,y0)

 F

G


(x0,y0)
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Ainsi on trouve la formule de N-R pour deux inconnues : xn+1

yn+1

 =

 xn

yn

−


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


−1

(xn,yn)

 F

G


(xn,yn)

Remarque 2.4.1. Pour que la méthode de N-R soit appli-
cable. Il faut que la fonction f vérifie :
N1 f une fonction continue de [a,b].
N2 f soit monotone sur [a,b].
N3 f est dérivable et f ′(x) 6= 0.
N4 f(a)f(b) < 0.
N5 f est deux fois dérivable et f ′′ admet un min et un max

sur [a,b].

2.4.3 Convergence de méthode de N-R

Reprenons la méthode de N-R

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

, n ∈ N

Posons :
xn+1 = g(xn) = xn −

f(xn)
f ′(xn)

c’est à dire : g(x) = x− f(x)
f ′(x)

Si |g′(x)| < 1 ∀x ∈ v(x∗) avec x∗ la racine de f(x) = 0
les conditions suivantes sont satisfaits ( les conditions de
théorème du point fixe ϕ(x) = x telle que : ϕ définie sur
[a,b] dans R) :

– ϕ est continue et dérivable sur [a,b].
– ϕ prend ses valeures dans [a,b](∀x ∈ [a, b], ϕ(x) ∈

[a, b]).
– ∃α ∈]0, 1[;∀x ∈ [a, b], |ϕ′(x)| ≤ α, on dira que ϕ est
une contraction stricte.
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Ainsi on a convergence de la suite (xn)n vers une racine x∗
de l’équation f(x) = 0.

En cherchant x∗ dans [a,b] on a :

|g′(x)| =
∣∣∣∣∣∣(x− f(x)

f ′(x))′
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣f(x)f ′′(x)
(f ′(x))2

∣∣∣∣∣∣ < 1

Supposons que :

∀x ∈ [a, b], |f ′(x)| ≥ m > 0 et |f ′′(x)| ≤M

On développant f(x) autour de la solution x approchée
xn, on à :

f(x) = f(xn) + (x− xn)f ′(xn) + (x− xn)2f ′′(s)
2

où ϕn ∈ [x, xn] et en divissont cette équation par f ′(xn)(f ′(xn) 6=
0).

−f(xn)
f ′(xn)

= (x− xn) +
(x−xn)2f ′′(s)

2
f ′(xn)

Selons de la formule de N-R, on a : −f(xn)
f ′(xn) = x−xn, ainsi

on arrive à :

xn+1 − x∗ = (xn − x∗)2f ′′(s)
2f ′(xn)

Et comme on à : |f ′(x)| ≥ m > 0 et |f ′′(x)| ≤ M on
trouve l’ inégalité :

|xn+1 − x∗| ≤
M

2m|xn − x
∗|2

On constate que l’érreur la (n + 1)ieme approximation.
On dit que la méthode de N-R est itérative du deuxième
ordre.

Si on pose : M
2m = α, on a :

|xn+1 − x∗| ≤ α|xn − x∗|2
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α|xn − x∗| ≤ (α|xn − x∗|)2 (2.2)
≤ (α|xn−1 − x∗|)22 (2.3)
... (2.4)
≤ (α|x0 − x∗|)2n−1 (2.5)

Comme |x0 − x∗| ≤ (b− a), on arrive à l’inégalité :

|xn − x∗| <
(α(b− a))2n

α
(2.6)

< α2n−n(b− a)2n (2.7)

Il y a donc convergence vers x∗, si M
2m(b− a) < 1 d’où il

faut toujours choisissent [a,b] suffisament petit c-à-d :

(b− a) < 2m
M

.

Remarque 2.4.2. La méthode de newton-Raphson peut ne
pas converger vers une solution(2.3)

Figure 2.3 – Échec de la méthode de N-R

2.4.4 Vitese de convergence de la méthode de N-R

On a ϕ(x) = x− f(x)
f ′(x) = c , d’où

ϕ′(x) = f(x)f ′′(x)
(f ′(x))2
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Et donc au point c donne ϕ′(c) = 0
Par la formule de Taylor à l’ordre 2 : ∃µ ∈ [a, b]

ϕ(x) = ϕ(c) + (x− c)ϕ′(c) + 1
2(x− c)2ϕ′′(µ)

= ϕ(c) + 1
2(x− c)2ϕ′′(µ)

= c+ 1
2(x− c)2ϕ′′(µ)

|ϕ(x)− c| = 1
2(x− c)2ϕ′′(µ)

≤ 1
2M(x− c)2

avec (M = maxx∈[a,b]|ϕ′′(µ)|)
On applique cette majoration aux itérée xn

1
2M |(xn − c)| ≤

(∣∣∣∣∣12M(xn−1 − c)
∣∣∣∣∣
)2

≤
(∣∣∣∣∣12M(xn−2 − c)

∣∣∣∣∣
)22

≤ ...

≤
(∣∣∣∣∣12M(x0 − c)

∣∣∣∣∣
)2n−1

≤
(∣∣∣∣∣12M(b− a)

∣∣∣∣∣
)2n

2.4.5 Test d’arrêt

Une fois construite la suite (xn) converge vers le réel α
vérifiant g(α) = α, et une fois fixée la tolérance ε, nous
cherchons le premier entier n0 vérifiant :

|xn0+1 − xn0| < ε

Si on note en = xn − α l’erreur à l’itération n, on a :
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en+1 = xn+1 − α = g(xn)− g(α) = g′(cn)en
avec cn un réel entre xn et α donné par le théorème des
accroissements finis. Par conséquent,

xn+1 − xn = (xn+1 − α)− (xn − α) = en+1 − en = (g′(cn)− 1)en

Or si n est suffisament grand,

g′(cn) ≈ g′(α) = 0

et donc :
en ≈ xn+1 − xn

L’erreur qu’on commet lorsque l’on adopte ce critère est
donc plus petite que la tolérance ε fixée

|xn+1 − xn| = |g′(cn)− 1||xn − α|



Application numérique

Voici l’organigramme correspondant à notre résolution

Figure 2.4 – L’organigramme de résolution

Donc on va programmer cette méthode itérative sous Mat-
Lab
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Figure 2.5 – Programme de résolution en MatLab
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Exemple :
On va appliquer cette méthode pour la recherche des

racines de la fonction non linéaire suivante :

f(x) = 2sin(x)− (0, 1)x2

dans x ∈ [0, 10]
le résultat de l’exécution avec l’erreur=0.01 et la valeur

initiale x0 = 2.5





Conclusion

Se trouve dans cette mémoire la méthode numérique de Newton -Raphson
utilisée pour la résolution des problemes d’optimisation Le but de cette mé-
moire est de décrire l’algorithme utilisés pour résoudre des équations non
linéaires du type :

f(x) = 0

La méthode de Newton -Raphson est la plus ancienne et peut être la base
des méthodes numériques d’approximation des équations non linéiares, y’a
beaucoup de groupes de recherche a travers le monde qui travaillent dans
cette méthode riche.Alors l’apprentissage de cette méthode va permettre
l’étudiant de comprendre la base mathématique des méthodes numériques.

L’avantage de cette technique est converger vite à condition de faire
un bon choix du point de départ et ça demande des efforts de recherche
supplémentaire, au contraire déjà comme tu dis faut que la fonction soit
dérivable et en plus si on choisi un point de départ trop éloigné du zéro qu’on
cherche bah si la fonction se comporte bizarrement autour du point choisi
au départ la méthode va converger super lentement, voire pas converger du
tout.
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