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Introduction

La thématique générale de recherche abordée dans ce mémoire concerne
tout d'abord la description de module des connexions linéaires dans la variété
R. Et en suite l'étude du problème d'isomorphisme en abordant les classes
d'isomorphisme de connexions linéaires dans R.

Deux Connexions linéaires∇ et ∇̄ dans R sont di�éomorphes (isomorphes)
(∇ ∼ ∇̄) s'il existe un di�éomorphisme f de R qui transforme ∇ à ∇̄ . L'en-
semble des classes d'isomorphisme de connexions linéaies dans R est appelé
module des connexions linéaires dans la variété R.

On démontre que deux Connexions linéaires dans R ne sont pas tou-
jours di�éomorphes et la même chose pour les métriques dans R ne sont
pas toujours isométriques et que localement toutes les connexions linéaires
sont di�éomorphes et toutes les métriques sont isométriques. L'organisation
générale de ce manuscrit est décomposée en (quatre) chapitres :

? Le premier chapitre constitue une série de rappels sur les notions gé-
nérales de la géométrie (les variétés di�érentiables, l'espace tangant,
les tenseurs et les groupes de Lie). Ce chapitre est consacré à l'étude
des notions de �brés ( le �bré principal, le �bré associé et le �bré vec-
toriel, en donnant des exemples, Surtout l'exemlpe du �bré principal
des reperes linéaires).

? Le deuxième chapitre traite de la connexion dans un �bré principal
en présentant la 1-forme d'une connexion dans un �bré principal, le
transport parallèle et la 2-forme de courbure d'une connexion. Dans
ce chapitre nous allons étudier la connexion dans un �bré vectoriel,
dérivation covariante d'une connexion dans un �bré vectoriel. Nous
allons étudier la connexion linéaire dans une variété, dérivation cova-
riante d'une connexion linéaire, a la �n de ce chapitre on dé�nit le
tenseur de courbure et le tenseur de de torsion.

? Le Troisième chapitre traite les métriques Riemanniennes sur une
variété, connexion métrique, et connexion de Levi-Civita.

? Le quatrième chapitre qui est la partie originale de ce travail, est consa-
cré à l'étude des connexions linéaires et métriques Riemanniennes
dans la variété R . Dans ce chapitre nous allons étudier les connexions
linéaires di�éomorphes, et les métriques Riemanniennes isométres.Nous
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INTRODUCTION 6

allons aussi comparer deux métriques Riemanniennes ayant la même
connexion. Ce chapitre est le plus important car nous allons aussi
appliquer les notions précédentes sur la variété R .



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés Di�érentiables

1.1.1 Variété Di�érentiables

Dé�nition 1.1.1. Soit M un espace topologique séparé de (Hausor�), si

pour tout x ∈M , il existe un ouvert U de M contenant x, et un homéamor-

phisme ϕ : U → ϕ(U), où ϕ(U) est un ouvert de Rn. On dit que M est une

variété topologique de dimension n. Le couple (U,ϕ) est une carte locale de

M .

Un ensemble de cartes {(Ui, ϕi)}i∈I tel que la rénion des Ui soit M tout

entier est appelé atlas de dimension n de la variété M .

Dé�nition 1.1.2. Soit M une variété topologique de dimension n. On dit

que M est une variété di�érentiable de dimension n, et de classe Cp(p ≥ 1),
s'il existe un atlas {(Ui, ϕi)}i∈I de M tel que pour tous i, j ∈ I, Ui ∩Uj 6= ∅,

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi (Ui ∩ Uj)→ ϕj (Ui ∩ Uj)

est de classe Cp(p ≥ 1).
Nous dirons alors que l'atlas {(Ui;ϕi)}i∈I est de classe Cp(p ≥ 1).

Exemple 1.1.1. R muni l'atlas {(R, IdR)} est une variété di�érentiable de

dimension 1 est de classe C∞.

Dé�nition 1.1.3. On dit qu'une fonction f : M → R est de classe C∞,
si pour chaque carte {(U ;ϕ)} de M la fonction f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R est de

classe C∞. L'ensemble des fonctions de classe C∞ sur M noté C∞(M).

7



1.1. Variétés Di�érentiables 8

1.1.2 Espace Tangent

Dé�nition 1.1.4. Soient M une variété di�érentiable et x ∈M. Une appli-
cation A : C∞(M) → R est appelée une dérivation en x si elle satisfait les

règles suivantes pour tous f, g ∈ C∞(M) :

1. A(f + g) = A(f) +A(g)

2. A(f · g) = A(f) · g(x) + f(x) ·A(g)

3. f est constante au voisinage de x⇒ A(f) = 0.

L'ensemble de toutes les dirévations en x, s'appelle l'espace tangent

de M en x, il est noté TxM .Par dé�nition un vecteur tangent de M
en x est un élément de TxM .

Exemple 1.1.2. Soit α : I → M un chemin sur M , où I est un inter-

valle ouvert de R. On dé�nie un vecteur tangent en x = α(t), noté α̇(t) par

α̇(t)f = d
dt(f ◦ α)(t) avec f ∈ C∞(M).

Remarque 1.1.1.

1. TxM est un espace vectoriel de dimension n.

2. Soit {(U ;ϕ)}, une carte locale en point x ∈M .

i) ϕ(x) =
(
x1, x2, . . . , xn

)
les coondonnées locales au voisinage de x.

ii) Une base de TxM est donnée par les n dérivations ∂
∂xi

∣∣
x

3. TM =
⋃
x∈M TxM est appelé le �bré tangent à M .

4. T ∗xM l'espace cotangent à M en x. On sait que localement
(

∂
∂x2

∣∣
x

)
est une base de TxM . on note par

(
dxi
∣∣
x

)
sa base dual, nous avons〈

dxi
∣∣
x

;
∂

∂x2

∣∣∣∣
x

〉
=
∂x3

∂xi
= δji

5. T ∗M =
⋃
x∈M T ∗xM est appelé le �bré cotangent à M.

Dé�nition 1.1.5. Soit M une variété di�érentiable.

• π : TM →M la projection de TM sur M dé�nie par π(x,X) = x est

une application surjective et de classe C∞.

• Une section de TM est une application X : M → TM telle que :

π ◦X = idM

• Une telle section de TM de classe C∞ est appelée champ de vecteurs

sur M . L'ensemble des champs de vecteurs de classe C∞ sur M est

noté par X(M).
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Dé�nition 1.1.6. Soit M une variété di�érentiable. Le crochet de Lie noté

[, ], est dé�nie par [X,Y ] = XY − Y X pour X,Y ∈ X(M) véri�ant les

propriété suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.

2. [[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 , pour X,Y et Z ∈ X(M)

3. [fX, gY ] = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X , pour X,Y ∈ X(M) et

f, g ∈ C∞(M)

4. [X,Y ] =
(
Xi ∂Y j

∂xi
− Y i ∂XJ

∂xi

)
∂
xj

où X = Xi ∂
∂xi

et Y = Y j ∂
∂xj

Dé�nition 1.1.7. Soit f : M → N un di�éomorphisme de classe Ck ,

(k ≥ 1).

• On dé�nit l'application f∗ par

f∗ : X(M) −→ X(N)

X 7−→ f∗(X) = df ◦X ◦ f−1

Pour tout y ∈ N, (f∗(X))y = df−1(y)f
(
Xf−1(y)

)
· f∗(X) est appellé

l'image direct de X.

• On dé�nit l'application f∗ par

f∗ : X(N) −→ X(M)

Y 7−→ f∗(Y ) =
(
f−1

)
∗ (Y )

f∗(Y ) est appellé l'image inverse de Y .

Dé�nition 1.1.8. Soit M une variété di�érentiable.

Une distribution S de dimension r(r ≤ dimM) est une application qui associé

à chaque x ∈M un sous-espace vectoriel Sx de TxM .

Une distribution S est di�érentiable si pour tout x ∈M , il existe un voisinage

ouvert U de x et r champs de vecteurs X1, . . . , Xr sur U telle que X1
y , . . . , X

r
y

est une base de Sy pour tout y ∈ U

Dé�nition 1.1.9. Soit M une variété di�érentiable.

Un Groupe à un paramètre de transformations de M est une application

ϕ : R×M →M avec ϕ(t, x) = ϕt(x) telle que :

1. ∀t ∈ Rϕt : M →M est une transformations de M .

2. ∀t , s ∈ R , ϕt+s(x) = ϕt (ϕs(x)) et ∀x ∈M , ϕ0(x) = x.

Remarque 1.1.2. Tout groupe à un paramètre de transformations ϕt de M ,

induit un champ de vecteurs X tel que pour tout x ∈ M,Xx est un vecteur

tangent de la courbe x(t) = ϕt(x), c'est-à-dire :

d

dt
(ϕt(x))

∣∣∣∣
t=0

= Xx
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Dé�nition 1.1.10. Soit U un ouvert de M et I un intervalle ouvert conte-

nant 0 . Groupe à un paramètre locale de transformations est une application

ϕ : I × U →M avec ϕ(t, x) = ϕt(x) telle que :

1. ∀t ∈ Iϕt : U → ϕt(U) est une di�eomorphisme.

2. ∀t , s ∈ I , ϕt+s(x) = ϕt (ϕs(x)) et ∀x ∈ U , ϕ0(x) = x.

Proposition 1.1.1. Soit X un champ de vecteurs sur une varieté di�eren-

tiable M . Pour chaque point x0 de M il existe un voisinage ouvert U de x0

et un intervalle ouvert I contenant 0 de R et un groupe à un paramètre locale

de transformations ϕt : U →M, t ∈ I induit X.

Proposition 1.1.2. Soit ϕ une transformations de M , si X le champ de

vecteurs associé au groupe à un paramètre locale de transformations ϕt, alors
le champ de vecteurs ϕ∗X associé à ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1.

Preuve. C'est claire que ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1 est un groupe à un paramètre locale

de transformations. Soit x ∈ M et y = ϕ−1(x) ∈ M comme ϕt associé

a X alors Xy ∈ TyM est vecteur tangent de la courbe x(t) = ϕt(y) avec

x(0) = ϕ0(y) = y :

(ϕ∗X)x =
(
dϕ ◦X ◦ ϕ−1

)
z

= dϕ−1(x)ϕ
(
Xϕ−1(x)

)
= dyϕ (Xy)

= (ϕ∗)y (Xy) ∈ TzM

mais :

(ϕ∗)y (Xy) =
d

dt
(ϕ ◦ ϕt) (y)

∣∣∣∣
t=0

=
d

d

(
ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1

)
(x)

∣∣∣∣
t=0

donc (ϕ∗X)x est un vecteur tangent de la courbe y(t) =
(
ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1

)
(x).

Alors ϕ∗X associé à ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1.

Proposition 1.1.3. Soient X,Y deux champs de vecteurs sur M et ϕt le
groupe à un paramètre locale de transformations associé à X, alors :

[X,Y ] = lim
t→0

1

t
(Y − (ϕt)∗ Y )
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1.1.3 Tenseur

Dé�nition 1.1.11.

• Pour tout x ∈M nous de�nissons l'espace vectoriel :

T (p,q)
x M = TzM ⊗ TxM ⊗ · · · ⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

p fos

⊗T ∗zM ⊗ T ∗xM ⊗ · · · ⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
q fots

• Un element T ∈ T
(p,g)
x M est un tenseur de type (p, q) au-dessus de

x. Dans une base associe a des coordonnées
(
xi au voisinage de x, il

s'ecrit :

T |x = T
i1i2···ip
j1j2···jq (x)

∂

∂xi1
(x)⊗ ∂

∂xi2
(x)⊗ · · · ∂

∂xip
(x)⊗ dxj1

∣∣∣∣
x

⊗ dxj2
∣∣∣∣
x

⊗ · · · dxjq
∣∣∣∣
x

• On note T (p,q)M =
⋃
x∈M T

(p,q)
z M l'espace vectoriel des tenseur de

type (p, q).

Dé�nition 1.1.12. Un champ de tenseurs de type (p, q) est une section de

classe C∞ de T (p,q)M. L'ensemble des champs de tenseur de type (p, q) est

noté par T(p,q)M .

Dé�nition 1.1.13. Soient M,N deux variétés di�érentiables.

• Soit f : M → N un di�éomorphisme de classe Ck, (k ≥ 1).
On dé�nit l'application f∗ par :

f∗ : T (0,r)(N) −→ T (0,r)(M)

T ′ 7−→ f∗T ′

telle que :

Pour tous X1; . . . ;Xr ∈ X(M) :(
f∗T ′

)
(X1; . . . ;Xr) = T ′ (f∗ (X1) ; . . . ; f∗ (Xr))

Pour tout x ∈M :((
f∗T ′

)
(X1; . . . ;Xr)

)
x

= T ′f(x)

(
(f∗ (X1))f(x) ; . . . ; (f∗ (Xr))f(x)

)
(f∗T ′) est appellé l'image inverse (Pull-back) de T ′.

• Soit f : M → N un di�éomorphisme de classe Ck, (k ≥ 1).
On dé�nit l'application f∗ par :

f∗ : T (0,r)(M) −→ T (0,r)(N)

T 7−→ f∗T =
(
f−1

)∗
T

(f∗T ) est appellé image direct de T .

Exemple 1.1.3. Tout champ de vecteurs est un champ de tenseurs de type

(1, 0).
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1.1.4 Formes Di�érentielles

Dé�nition 1.1.14. Soit M une variété di�érentiable de dimension n.
Une r -forme di�érentielle (ou plus brièvement r -forme ) sur M est un

champ de tenseurs de type (0, r) complètement antisymétrique. Nous notons

Ωr(M) l'espace vectoriel de ces r formes.

Une r -forme di�érentielle est donc une application C∞(M) -multilinéaire

antisymétrique de X(M)× X(M)× · · · × X(M)(r fois ) dans C∞(M).

Dé�nition 1.1.15. Pour tout x ∈M , posons
∧r T ∗xM l'espace vectoriel des

r -formes multilinéaire antisymétrique sur TxM. Dé�nissons alors la variété

r∧
T ∗M =

⋃
x∈M

r∧
T ∗xM

appelée �bré des Formes di�érentielles. Alors toute r -Forme di�érentielle

est une section de classe C∞ de ce Fibré.

Remarque 1.1.3.

• Si
(
dxi
)
est une base locale des 1-formes di�érentielle au-dessus de

l'ouvert U d'une carte locale de M de coordonnées locales
(
xi
)
, nous

posons :

dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxir =
1

r!

∑
σ∈Σr

sign(σ)dxiσ(1) ⊗ dxiσ(2) ⊗ · · ·⊗ dxiσ(r)

où Σr le groupe des permutation de {1; . . . ;n}, et sign(σ) est la si-

gnature σ.
Si i1 < · · · < ir alors les

(
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxir

)
engendrent locale-

ment Ωr(M) c'est-à-dire toute r -forme ω s'écrit au-dessus de U

ω =
∑

i1<···<ir

ωi1i2···irdx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxir

• Pour ω ∈ Ωr(M) et η ∈ Ωs(M) nous pouvons dé�nir le produit exté-

rieur ω ∧ η ∈ Ωr+s(M) par la formule :

ω∧η (X1, · · · , Xr+s) =
1

(r + s)!

∑
σ∈Σr+s

sign(σ)ω
(
Xσ(1), · · · , Xσ(r)

)
η
(
Xσ(r+1), · · · , Xσ(r+s)

)
Ce produit donne à l'espace vectoriel Ω(M) =

⊕n
r=0 Ωr(M) une struc-

ture d'algèbre.

Dé�nition 1.1.16. La di�érentielle extérieure est l'unique application

d : Ω(M)→ Ω(M) telle que :
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• d est R -linéaire avec d (Ωr(M)) ⊂ Ωr+1(M).

• Pour f ∈ C∞(M) et X ∈ X(M), df(X) = X(f).

• Pour ω ∈ Ωr(M) et η ∈ Ωs(M), d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)rω ∧ (dη).

• d2 = 0

• ω =
∑

i1<···<ir ωi1i2···irdx
i1∧dxi2∧· · ·∧dxir ⇒ dω =

∑
i1<···<ir dωi1i2···ir∧

dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxir

Proposition 1.1.4. Soit ω une r -forme sur M alors :

dω (X0, X1, . . . , Xr) =
1

r + 1

r∑
i=0

(−1)iXi

(
ω
(
X0, . . . , X̂i, . . . , Xr

))
+

1

r + 1

∑
0≤i<j≤r

(−1)i+jω
(

[Xi, Xj ] , X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xr

)
Dé�nition 1.1.17. Soit V un R -espace vectoriel de dimension p. Une r
-forme di�érentielle ω à valeurss dans V est une application R -multilinéaire

antisymétrique de TxM×TxM×· · ·×TxM (r fois ) vers V . Nous noterons
Ωr(M,V ) l'espace vectoriel de ces formes.

Si (ej) une base de V alors ω =
∑p

j=1 ω
jej et dω =

∑p
j=1 dω

jej où ωj

sont des r -formes usuelles sur M .

1.1.5 Groupe de Lie et Algèbre de Lie

Dé�nition 1.1.18. Un groupe de Lie est un groupe muni d'une structure de

variété di�érentiable telle que :

G×G 3 (g, h) 7→ gh ∈ G,G 3 g 7→ g−1 ∈ G

sont des applications di�érentiables.

Remarque 1.1.4.

• Soit La : G → G telle que La(x) = ax , (resp Ra : G → G telle

que Ra(x) = xa) pour tout a ∈ G les translation à gauche,(resp à

droite ). véri�ent les proprietés suivantes : La ◦ Lb = Lab, Ra ◦ Rb =
Rba, La ◦Rb = Rb ◦ La , et

Le = Re

= idG (La ◦Ra−1) (x)

= (Ra−1 ◦ La) (x)

= axa−1

pour tous a, b et x ∈ G
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• Un homomorphisme (resp. isomorphisme) de groupes de Lie est un

homomorphisme (resp. isomorphisme) de groupes entre deux groupes

de Lie qui est di�érentiable.

Dé�nition 1.1.19. Une algètre de Lie est un espace vectoriel g muni d'une

application bilinéaire antisymétrique [, ] : g × g → g, véri�ant l'identité sui-

vante : ∀X,Y et Z ∈ g

[[X, y], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

Dé�nition 1.1.20. Un homomorphisme (resp. isomorphisme) d'algèbres de

Lie est une application linéaire (resp. linéaire et bijective) entre deux d'al-

gèbres de Lie ϕ : g→ h telle que :

∀X,Y ∈ g, [ϕ(X), ϕ(Y )] = ϕ([X,Y ])

Dé�nition 1.1.21. Soit G un groupe de Lie et X ∈ X(G) :

• X est invariant à gauche si ∀a ∈ G, (La)∗X = X i.e. ∀a, b ∈ G

dbLa (Xb) = Xab

•X est invariant à droite si ∀a ∈ G, (Ra)∗X = X i.e. ∀a, b ∈ G

dbRa (Xb) = Xba

Remarque 1.1.5. Soit g l'ensemble des champs de vecteurs invariants à

gauche dans un groupe de Lie G, g muni le crochet de Lie des champs de

vecteurs est une algèbre de Lie. g appelée algèbre de Lie d'un groupe de Lie.

Dé�nition 1.1.22. Soit G un groupe de Lie et g l'algèbre de Lie de groupe

de Lie G. L'application exponentielle est l'application exp : g→ G telle que

pour tout X ∈ g, expX = ϕ1(e), où ϕt le groupe à un paramètre associé à

X.

On pose at = ϕt(e), at appelé le sous-groupe à un paramètre associé à X,

vérie�é at = exp(tX), ϕt(x) = x · exp(tX).

Dé�nition 1.1.23. Une représentation d'un groupe de Lie G sur un espace

vectoriel V est un homomorphisme de groupes de Lie ρ : G → Gl(V ) où

Gl(V ) le groupe des isomorphismes de V .

Remarque 1.1.6.

• La eprésentation adjointe de G sur g noté par Ad : G → Gl(g), telle
que :

AdaA =
d

dt

(
a · exp(tA) · a−1

)∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
a · at · a−1

)∣∣∣∣
t=0

pour tout a ∈ G et A ∈ g.
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• a · at · a−1 le sous groupe à un paramètre associé a AdaA pour tout

a ∈ G et A ∈ g.

• AdaA = (Ra − 1)∗A pour tout a ∈ G et A ∈ g.

Dé�nition 1.1.24. Soient G un groupe de Lie, et M une variété di�éren-

tiable. Une action à droite de G sur M est une application di�érentiable

M ×G −→ M

(x, a) 7−→ x · a

telle que :

•x · e = x et x · (a · b) = (x · a) · b pour tout a, b ∈ G et x ∈M .

• L'application Ra : M →M telle que Rax = x.a pour tout a ∈ G, x ∈
M est une transformation de M.

On dit que G agit di�érentiablement à droite sur M .

Remarque 1.1.7.

• On dé�nit le stabilisateur Gx de x ∈M par Gx = {a ∈ G,Rax = x} ;
les stabilisateurs Gx sont aussi appelés groupe d'isotropie de x.

• On dit que G agit librement surM si ∀a ∈ G,∀x ∈M, [Rax = x⇒ x = e]
ou bien ∀x ∈M,Gx = {e}

Dé�nition 1.1.25. Soit A ∈ g et ϕt le groupe à un paramètre associé à A,
si G agit sur M à droite. On dé�nit un champ de vecteurs A∗ ∈ X(M) par :

A∗x =
d

dt
(Ratx)

∣∣∣∣
t=0

x ∈M,at = ϕt(e).
A∗ est appelé le champ de vecteurs fondamental correspondant à A.

Proposition 1.1.5. Soit G un groupe de Lie qui agit à droite sur une variété

M .

i)L'application σ : g→ X(M) telle que σ(A) = A∗ est homomorphisme

d'algèbres de Lie.

ii) Si G agit librement sur M pour chaque A ∈ g, A 6= 0, alors σ(A) 6= 0
sur X(M).
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Preuve.

i) Soit x ∈ M on pose σx : G → M telle que σx(a) = x · a pour tout

a ∈ G Alors (σx)∗Ae = (σA)x, donc σ est linéaire car (σx)∗ est

linéaire. Montons [σA, σB] = [A,B] Soient A,B ∈ g, x ∈M , On a :

[σA, σB]x = [A∗, B∗]x = lim
t→0

1

t

[
B∗x − ((Rat)∗B

∗)x
]
et B∗x = (σB)x = (σx)·Be

(Rat)∗ : TxM → Tx·aM avec (Rat)∗ (A∗x) = ((Rat)∗A
∗)x·at

((Rat)∗B
∗)x = (Rat)∗

(
B∗
x·a−1

t

)
= (Rat)∗ ◦

(
σx·a−1

t

)
∗

(Be)

=
(
Rat ◦ σx·a−1

t

)
∗

(Be)

=
(
σx ◦Rat ◦ La−1

t

)
∗

(Be)

= (σx)∗ ◦ (Rat)∗ ◦
(
La−1

t

)
∗

(Be)

= (σx)∗ ◦ (Rat)∗ (Be)

= (σx)∗

(
Ada−1

t
(Be)

)
Alors :

[σA, σB]x = [A∗, B∗]x

= lim
t→0

1

t

[
B∗x − ((Rat)∗B

∗)x
]

= lim
t→0

1

t
[(σx)∗Be − (σx)∗ (Adat−1 (Be))]

= (σx)∗

(
lim
t→0

1

t
[Be −Adat−1 (Be)]

)
= (σx)∗

(
lim
t→0

1

t
[Be − (Rat)∗Be]

)
= (σx)∗

(
lim
t→0

1

t
[Be − (ϕt)∗Be]

)
= (σx)∗ ([A,B]e) = (σ[A,B])x

avec at = ϕt(e) et ϕt(x) = a · x .

D'où [σA, σB] = σ[A,B] i.e. [A∗, B∗] = σ[A,B]∗. Alors σ est un

homomorphisme d'algèbre de Lie.
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ii) Il su�t de monter que σ est injective.

supposons que σA = 0 =⇒ A∗ = 0

=⇒ pour tout t et x ∈M,
d

dt
(Ratx) = 0

=⇒ pour tout tx ∈M,Ratx = const

=⇒ pour tout tx ∈M,Ratx = Ra0x = x

et puis que G agit librement sur M i.e. pour tout t et x ∈M

Ratx = x⇒ at = e

Alors Ae = d
dt (ϕt(e)) = d

dt (at) = 0⇒ A = 0 donc σ est injective.

Donc A 6= 0⇒ σA 6= 0.

1.2 Fibrés

1.2.1 Fibré Principal

Dé�nition 1.2.1. Un �bré principal est la donnée d'un triplet (P,M,G) où
P et M sont des variétés di�érentiables, G un groupe de Lie telles que les

conditions suivantes sont satisfaites :

1. G agit librement à droite sur P .

2. M = P/G et π : P →M la projection canonique est di�érentiable.

3. Pour tout x de M , il existe un voisinage ouvert U de x, et un dif-

féomorphisme φ : π−1(U) → U × G tels que φ(u) = (π(u), ϕ(u)) et

ϕ : π−1(U)→ G avec ϕ(u ·a) = ϕ(u). a pour tous u ∈ π−1(U), a ∈ G.
Un �bré principal noté P (M,G, π) ou P (M,G).

Vocabulaire 1.2.1.

� P est appelé l'espace total de �bré.

� M est appelé la base de �bré.

� G est appelé groupe structural du �bré.

� π−1(x) est une sous variété de P , elle est appelée la �bre au-dessus

de x ∈M .

� pour tout x ∈M la �bre π−1(x) est di�émorphe à G , (les �bres sont

les orbites de l'ation ).

Dé�nition 1.2.2. Soient G un groupe de Lie etM une variété di�érentiable,

G agit librement sur P = M ×G pour chaque b ∈ G,Rb : M ×G→M ×G
avec Rb(x, a) = (x, a · b) le �bré principal obtenu est appelé le �bré trivial.
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Remarque 1.2.1.

• Soit P (M,G) un �bré principal, d'après la proposition (1.1.5) l'ap-

plication σ : g → X(P ) telle que σ(A) = A∗ est un homomorphisme

d'algèbre de Lie.

• Pour tout u ∈ P,A∗u ∈ TuP l'application : g 3 A 7→ A∗u ∈ TuP est

un isomorphisme linéaire de g vers Tu
(
π−1(x)

)
avec π(u) = x ∈ M .

Car :

dimg = dimG = dimπ−1(x) = dimTu
(
π−1(x)

)
et cette application est linéaire grâce de linéairité de σ.

Théorème 1.2.1. Soit A∗ le champ de vecteurs fondamental correspondant

à A ∈ g, pour tout a ∈ G (Ra)∗A
∗ est un champ de vecteurs fondamental

correspondant à (Ada−1)A ∈ g.

Preuve. Soit A∗ le champ de vecteurs fondamental correspondant à A ∈ g,
soit ϕt est le groupe à un paramètre associé à A. Puisque at = ϕt(e) =
exp(tA), Rat le groupe à un paramètre associé à A∗. Pour tout a ∈ G, (Ra)∗A∗
est un champ de vecteurs sur P . d'après la proposition (1.1.2) le groupe à

un paramètre Ra ◦Rat ◦Ra−1 est associé à (Ra)∗A
∗.

Mais Ra ◦Rat ◦Ra−1 = Ra−1·at·a et a
−1 · at · a le sous groupe à un paramètre

associé à (Ada−1)A .

car :

(Ada)A =
d

dt

(
a · ϕt(e) · a−1

)∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
a · exp(tA) · a−1

)∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
a · at · a−1

)∣∣∣∣
t=0

Dé�nition 1.2.3. Soit P (M,G) un �bré principal, et (Uα)α∈I un recouvre-

ment ouvert deM . D'après la condition 3. de la dé�nition (1.2.1), il existe un

di�éomorphisme φα : π−1 (Uα) → Uα ×G tels que φα(u) = (π(u), ϕα(u)) et

ϕα : π−1 (Uα)→ G avec ϕα(u · a) = ϕα(u) · a pour tous u ∈ π−1 (Uα) , a ∈ G
Pour α, β ∈ I, u ∈ π−1 (Uα ∩ Uβ), on a ϕβ(u · a) · (ϕα(u · a))−1 = ϕβ(u) ·
(ϕα(u))−1 dépend de u car si u′ ∈ π−1 (Uα ∩ Uβ) , u′ = u · b, b ∈ G, on a

ϕβ
(
u′ · a

)
·
(
ϕα
(
u′ · a

))−1
= ϕβ(u ·b ·a) ·(ϕα(u · b · a))−1 = ϕβ(u) ·(ϕα(u))−1

Nous avons dé�ni des applications ψβα : Uα ∩ Uβ → G par :

ψβα(π(u)) = ϕβ(u) · (ϕα(u))−1 .

Les applications ψβα sont appelées les fonctions de transitions du �bré P (M,G)
correspondant à (Uα)α∈I .

Propriété 1.2.1.
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• ψβα(x) = (ψαβ)−1 (x) pour tout x ∈ Uα ∩ Uβ.
• ψγα(x) = ψγβ(x) · ψβα(x) pour tout x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ
• ψαα(x) = e pour tout x ∈ Uα.

Proposition 1.2.1. Soient M une variété di�érentiable, (Uα)α∈I un recou-

vrement ouvert deM,G un groupe de Lie et des applications ψβα : Uα∩Uβ →
G telle que ψγα(x) = ψγβ(x) · ψβα(x) pour tout x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . Alors il
exit une structure de �bré principal P (M,G) avec les applications ψβα sont

des fonctions de transitions.

Dé�nition 1.2.4. Un homomorphisme de �brés principaux f de P ′ (M ′, G′)
vers P (M,G) consiste en une application di�érentiable f ′ : P ′ → P et un

homomorphisme f ′′ : G′ → G tels que f ′′ (u′ · a′) = f ′ (u′) f ′′ (a′) pour tous

u′ ∈ P ′, a′ ∈ G′ pour simpli�er les notation nous notons f ′ et f ′′ par f , on
obtient f (u′ · a′) = f (u′) f (a′) pour tous u′ ∈ P ′, a′ ∈ G′. Si G′ = G on

obtient f (u′ · a′) = f (u′) f (a′) pour tous u′ ∈ P ′, a′ ∈ G.

Dé�nition 1.2.5. Soit P (M,G) un �bré principal. Une section de P est une

application σ : M → P telle que π ◦ σ = idM i.e.
(
σ(x) ∈ π−1(x) pour tout

x ∈M). On note Γ(P ) l'ensemble des sections de P. Localement au-dessus

de chaque ouvert U on a φ : π−1(U) → G × P un di�éomorphisme nous

avons des sections locales σ : U → π−1(U) ⊂ P dé�nie par σ(x) = φ−1(x, e)
pour tout x ∈M .

Remarque 1.2.2. Soit (Uα)α∈I un recouvrement ouvert de M , on a φα :
π−1 (Uα)→ Uα×G un di�éomorphisme pour tout α. ψβα : Uα ∩Uβ → G les

fonctions de transitions pour tous α et β · σα : Uα → P est une section sur

Uα dé�nie par σα(x) = φ−1
α (x, e) pour tous α. Si Uα ∩ Uβ 6= φ pour tous α

et β. On a :(
φα ◦ φ−1

β

)
(x, a) =

(
x, ϕα(u) · (ϕβ(u))−1 · a

)
= (x, ψαβ(x) · a)

Donc : (
φα ◦ φ−1

β

)
(x, e) = (x, ψαβ(x))⇒ φα (σβ(x)) = (x, ψαβ(x))

⇒ σβ(x) = φ−1
α (x, ψαβ(x))

⇒ σβ(x) = φ−1
α (x, e) · ψαβ(x)

⇒ σβ(x) = σα(x) · ψαβ(x)

Exemple 1.2.1. Soit G un groupe de Lie, et H un sous groupe de Lie de

G. Nous posons G/H la variété quotient pour la relation d'équivalence sur

G dé�nie par : a ∼ a′ ⇔ ∃b ∈ H, a = a′ · b. Alors G peut être considéré

comme �bré principal de groupe structural H, de base G/H et de projection

π : G→ G/H projection du quotient. l'action à droite de H est simplement

a 7→ a · b pour tout b ∈ H.
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Exemple 1.2.2. Soit M variété di�érentiable de dimension n. Un repère

linéaire u en point x ∈ M est une base (X1, X2, . . . , Xn) de TxM. Nous
pouvons considérer l'ensemble Lx(M) de tous les repères en x.
Soit L(M) =

⋃
x∈M Lx(M) l'ensemble de tous les repères de M :

1. GL(n,R) agit librement sur L(M) par l'action.

L(M)×GL(n,R) −→ L(M)

(u, a) 7−→ u · a

Où a =
(
aij

)
et u = (X1, X2, . . . , Xn) tels que u.a = (Y1, Y2, . . . , Yn)

et Yi =
∑n

j=1 a
j
iXj.

2. L(M)/GL(n,R) ≈M car L(M)/GL(n,R) = {[u] = Lx(M), u ∈ L(M)}
et l'application π : L(M) → M telle que, pour tout x ∈ M ,il existe

u ∈ L(M), π(u) = [u] = x.

3. Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de x, et un dif-

féomorphisme φ, soit
(
xi
)
les coordonnées locales dans U . Pour tout

u ∈ L(M) un repère linéaire en point x, on a

u = (X1, X2, . . . , Xn) etXi =

n∑
k=1

Xk
i

∂

∂xk
, où

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
une base deTxM

et Xk
i ∈ GL(n,R).

φ : π−1(U) −→ U ×GL(n,R)

u 7−→ φ(u) =
(
x,
(
Xk
i

))
Alors L(M)(M,GL(n,R)) est un �bré principal.

Dé�nition 1.2.6. On dé�nit :

• un isomorphisme φu : Rn → TxM telle que φu (ei) = Xi où (ei) la

base canonique de Rn et u = (X1, X2, . . . , Xn) un repère linéaire en

x ∈M,π(u) = x.

• une transformation φa : Rn → Rn telle que :

φa (ej) =

n∑
i=1

aijei etφu·a = φu ◦ φa

où a =
(
aij

)
∈ GL(n,R) et u = (X1, X2, . . . , Xn) ∈ L(M)

Exemple 1.2.3. Soient P = R× R∗,M = R et G = R∗ :
1. G agit librement à droite sur P par l'action.

P ×G −→ P

(u, a) 7−→ Ra(u) = u · a = (x · a, y · a) , où u = (x, y)
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2. Considérons M = P/G car R ≈ (R× R∗) /R∗ et

π : P −→ M

u 7−→ π(u) = x , où u = (x, y)

3. Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de x et un di�éo-

morphisme

φ : π−1(U) −→ U ×G
u 7−→ φ(u) = (π(u), ϕ(u)) = (x, y)

Où, u = (x, y), π(u) = x, ϕ(u) = y et ϕ(u · a) = ϕ(u) · a.
Alors P (L,G) est un �bré principal.

1.2.2 Fibré Associé

Dé�nition 1.2.7. Soit P (M,G) un �bre principal et F une variete dif-

ferentiable, G agit à gauche sur F . Nous allons construire un �bre note

E(M,F,G, P ) de �bre standard F , ce �bree s'appellera le �bré associe à

P. Nous de�nissons une action à droite de G sur P × F par :

G× P × F −→ P × F
(a, (u, ξ)) 7−→

(
u · a, a−1 · ξ

)
On note E = P ×G F le quotient de P × F par G. Nous avons tout d'abord
le diagramme commutatif suivant : Où :

• P1 est la projection sur la première composante de P × F .
• PE est la projection de quotient, on note u · ξ = PE(u, ξ) pour tous

(u, ξ) ∈ P × F avec u · ξ =
{(
u · a, a−1 · ξ

)
∈ P × F, a ∈ G

}
•πE est la projection du �bre E de�nie par πE(u · ξ) = π(u). On a pour

tout x ∈ M , il existe U un voisinage ouvert de x d'apès la trosieme

condition de dé�nition (1.2.1) de ϕ : π−1(U) → G, nous avons une

application ϕE : π−1
E (U) → F avec ϕE(u · ξ) = ϕ(u) · ξ pour tous

ξ ∈ F . telle que l'application φ : π−1
E (U)→ U × F tels que

φ(u · ξ) = (π(u · ξ), ϕ(u · ξ))

est une di�eomorphisme par la condition que π−1
E (U) est un ouvert

de E. La di�erentiabilite de πE est induite par celle de π et de PE.
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Proposition 1.2.2. Soient P (M,G) un �bre principal et E(M,F,G, P ) un
�bré associe à P . La projection

pE : P × F −→ E

(u, ξ) 7−→ pE(u, ξ) = u · ξ

induite une di�eomorphisme :

φu : F −→ π−1
E (x)

ξ 7−→ φu(ξ) = pE(u, ξ)

et φu·a(ξ) = φu(a · ξ) i.e. (u · a) · ξ = u · (a · ξ) pour tous u ∈ P, a ∈ G, ξ ∈ F .

Preuve.

•φu : F → π−1
E (x) telle que φu(ξ) = PE(u, ξ) avec ξ ∈ F, u ∈ P, x =

π(u) φu(ξ) = φu (ξ′) ⇔ PE(u, ξ) = PE (u, ξ′) ⇔ ∃a ∈ G, u = u · a et

ξ′ = a−1ξ ⇔ a = e et ξ = ξ′ donc φu est injective.

• Soit k ∈ π−1
E = Ex,∃(u, ξ) ∈ P × F , tel que k = PE(u, ξ) car πE est

surjective. donc k = φu(ξ) alors φu est surjective

• La di�érentiabilité de φu est induite par celle de πE.

• Pour tous u ∈ P, a ∈ G, ξ ∈ F :

φu·a(ξ) = (u · a) · ξ
=
{(

(u · a) · b, b−1ξ
)
∈ P × F, b ∈ G

}
posons a · b = t

=
{(
u · t, t−1 · (a · ξ)

)
∈ P × F, t ∈ G

}
= u · (a · ξ)
= φu(a · ξ)

Dé�nition 1.2.8. Soient P (M,G) un �bré principal et E(M,F,G, P ) un

�bre associé à P . Une section sur E est une application σ : M → E telle que

π ◦σ = idM i.e
(
σ(x) ∈ π−1(x) Pour tout x ∈M) On note Γ(E) l'ensemble

des sections de E.

1.2.3 Fibré Vectoriel

Dé�nition 1.2.9. Soient P (M,G) un �bre principal et V un K -espace vec-

toriel (K = R ou K = C), et ρ une representation de G sue V,E(M,V,G, P )
un �bré associé à P de �bre standard V,E est appelé le �bré vectoriel de �bre

standard V . Chaque �bre Ex = π−1
E (x), x ∈ M muni d'une structure d'un

espace vectoriel. il y a un isomorphisme linéaire, pour tous u ∈ P, π(u) =
x ∈M

φu : V −→ Ex = π−1
E (x)

ξ 7−→ φu(ξ) = u · ξ
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Remarque 1.2.3.

• Si V = Kn et ρ une représentation de G sue Kn i.e ρ : G→ GL(n,K),
le �bré vectoriel E (M,Kn, G, P ) est appelé réel ou complexe suivant

que K = R ou K = C.
•Γ(E) l'ensemble des sections de E, est un espace vectoriel de dimension

in�ni.

Remarque 1.2.4. Soit L(M) le �bré principal des repères linéaires sur

M(dimM = n) . GL(n,R) agit à gauche sur Rn par la représentation natu-

rale ρ de GL(n,R) sur Rn telle que :

ρ(a) · ξ = a · ξ =

 n∑
j=1

a1
jξ
j , . . . ,

n∑
j=1

anj ξ
j

 ∈ Rn

où a =
(
aij

)
∈ GL(n,R), ξ =

(
ξ1, . . . , ξn

)
∈ Rn.

Le �bré tangent TM au-dessus de M est un �bré vectoriel de �bre standard

Rm, et pour tout x ∈M,TxM est un �bré au-dessus de x.



Chapitre 2

Connexion Linéaire

2.1 Connexion dans un Fibré Principal

2.1.1 1− Forme de Connexion dans un Fibré Principal

Dé�nition 2.1.1. Soit P (M,G) un �bré principal au-dessus M , de groupe

structural G, pour tout u ∈ P, TuP l'espace tangent de P en u, et Gu le

sous espace de TuP qui contient les vecteurs tangents de la �bre au-dessus

de x ∈M avec x = π(u). i.e. Gu = Tu
(
π−1(x)

)
. Une connexion ∇ dans P

consiste en le choix d'un sous espace Qu de TuP pour tout u ∈ P tels que :

1. TuP = Gu ⊕Qu pour tout u ∈ P .
2. Qua = (Ru)∗Qu pour tout u ∈ P et a ∈ G.
3. Qu dépend de la di�érentiabilité en u ∈ P .

Remarque 2.1.1.

• On dit que Gu est un espace vertical de TuP , et Qu est un espace

horizontal de TuP .

• Un vecteur X de TuP est appelée vecteur vertical (resp. vecteur hori-

zontal) si X ∈ Gu ( resp. X ∈ Qu) .

• Si X ∈ TuP alors X = Y + Z avec Y ∈ Gu et Z ∈ Qu. On dit que Y
(resp.Z) la composante verticale (resp. la composante horizontale) et

on note vX( resp. hX).

Remarque 2.1.2. Pour tout u ∈ P,Gu = {X ∈ TuP, (duπ) (X) = 0} car

l'application π : π−1(x) → {x} est constante où x = π(u) ∈ M . Soit A ∈ g,
on a A∗u ∈ TuP et A∗u = d

dtu · exp(tA)
∣∣
t=0

= (deRu) (A) où Ru : G→ π−1(x)

24
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tel que Ru(a) = u · a et x = π(u) ∈M :

(duπ) (A∗u) = (duπ) (deRu(A))

=
(
dRu(e)π

)
◦ (deRu) (A)

= de (π ◦Ru) (A)

= 0

car l'application π◦Ru : G→ {x} est constante. Gu = {X ∈ TuP,X = A∗u, A ∈ g}

Dé�nition 2.1.2. Soit ∇ une connexion dans P , on dé�nit une 1-forme

ω sur P à valeurs dans l'agèbre de Lie g du groupe de structural G. Pour
tout A ∈ g induit sur P un champ de vecteurs fondamental A∗. Pour tout

X ∈ TuP , on dé�nit ω par :{
ω(X) = A si vX = A∗u
ω(X) = 0 si X ∈ Qu

La 1-forme ω est dite 1 -forme de la connexion ∇.

Proposition 2.1.1. La 1-forme ω de la connexion ∇, satisfait les conditions
suivantes :

1. ω (A∗) = A pour tout A ∈ g.

2. (Ra)
∗ ω = (Ada−1)ω i.e. ω ((Ra)∗X) = (Ada−1)ω(X) pour tout X ∈

X(P ) et a ∈ G.
Inversement : si ω une 1 -forme sur P à valeurs dans g, qui a satisfait les

conditions (1) et (2) alors il existe une unique connexion ∇ dans P , sa forme

de connexion est ω.

Preuve. Soit ω une 1-forme d'une connexion ∇.
1. Pour tout A ∈ g, A∗ ∈ X(P ) et A∗u ∈ Gu ⊂ Tup, u ∈ P on a :

ω (A∗) = A

2. On a deux cas pour X ∈ X(P )

i)Xu ∈ Qu, u ∈ P .

(Ra)∗Xu = Xua ∈ Qua ⇒ ωua ((Ra)∗Xu) = 0

et (Ada−1)ωu (Xu) = 0 donc :

ωua ((Ra)∗Xu) = (Ada−1)ωu (Xu)

ii)Xu ∈ Gu, u ∈ P.
Soit X = A∗ le champ de vecteurs fondamental correspondant à
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A ∈ g, d'après le théorème (1.2.1) (Ra)∗X le camp de vecteurs

fondamental correspondant a (Ada−1)A :

((Ra)
∗ ω)u (Xu) = ωua ((Ra)∗Xu)

= (Ada−1)A

= (Ada−1)ωu (Xu)

Inversement : Soit ω une 1-forme qui véri�e les conditions (1) et (2).

On dé�nit Qu = {X ∈ TuP, ω(X) = 0} :

1. Soit X ∈ X(P ), on pose Y = (ω(X))∗u ∈ Gu et Z = Xu − Y :

ωu(Z) = ωu (Xu)− ωu(Y )

= ωu (Xu)− ωu ((ω(X))∗u)

= ωu (Xu)− ωu (Xu)

= 0

donc Z ∈ Qu, alors on a TuP = Gu ⊕Qu pour tout u ∈ P .
2. Soit X ∈ X(P ) Pour tout a ∈ G et u ∈ P on a :

•ωu·a ((Ra)∗ (Xu)) = (Ada−1)ωu (Xu)
si Xu ∈ Qu alors (Ra)∗ (Xu) ∈ Qu·a donc (Ru)∗Qu ⊂ Qu·a
•ωu·a (Xu·a) = ωu·a ((Ra)∗ (Xu)) = (Ada−1)ωu (Xu)
si Xu·a ∈ Qu·a alors (Xu) ∈ Qu donc Xu·a ∈ (Ru)∗Qu
d'où Qu·a ⊂ (Ru)∗Qu

3. On véri�er que la distribution u 7→ Qu est di�érentiable. Soit X ∈
X(P ), on a X ∈ C∞ et Y = (ω(X))∗ ∈ C∞ donc Z = X − Y ∈ C∞
alors pour tout u ∈ P , il existe (U,ϕ) une carte de P , pour tout

y ∈ U il existe r (r = dimQy) chanps de vecteurs Z1, . . . , Zr avec

Zi = Xi −
(
ω
(
Xi
))∗

sur U tels que
(
Ziy
)
est une base de Qy. Donc

Qu est dé�nie une connexion ∇ dans P sa forme de connexion est ω.

Remarque 2.1.3.

1. Qu = {X ∈ TuP, ω(X) = 0} pour tout u ∈ P .
2. La projection π : P →M induit une application linéaire duπ : TuP →

TxM pour tout u ∈ P, π(u) = x ∈M Comme M = P/G⇒ dimM =
dimP − dimG et π−1(x) ≈ G et Gu = Tu

(
π−1(x)

)
D'autre part

TuP = Gu ⊕Qu ⇒ dimTuP = dimGu + dimQu

donc dimM = dimQu
alors duπ : Qu → TxM pour tout u ∈ P, π(u) = x ∈ M est un

isomorphisme linéaire.
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Exemple 2.1.1. Soit P (M,G) un �bré principal (voir l'exemple 1.2.3 ) où

P = R × R∗,M = R et G = R∗ et π : P → M telle que π(u) = x où

u = (x, y). Pour tout u = (x, y) ∈ P , on a Gu = {X ∈ TuP, (duπ) (X) = 0}
Soit X ∈ TuP,X = α ∂

∂x + β ∂
∂y donc (duπ)

(
α ∂
∂x + β ∂

∂y

)
= α ∂

∂x alors :

Gu =

{
β
∂

∂y
∈ TuP, β ∈ R

}
On choisit Qu =

{
α ∂
∂x ∈ TuP, α ∈ R

}
, telle que TuP = Gu ⊕Qu.

Alors la 1 -forme de la connexion est ω = fdx+ gdy où f, g ∈ C∞(P ) telle

que pour tout A ∈ g, ω est véri�e :{
ω(X) = A si vX = A∗u
ω(X) = 0 si X ∈ Qu

Pour tout X = α ∂
∂x ∈ Qu on a :

ωu(X) = 0 ⇔ ωu

(
α
∂

∂x

)
= 0

⇔ αf(u) = 0

⇔ f(u) = 0

donc ω = gdy .

Pour tout X = α ∂
∂x + β ∂

∂y et vX = A∗u on a :

ωu(X) = ωu(vX)

= ωu (A∗u)

= ωu

(
β
∂

∂y

)
= g(u)β

= A

d'où ω = gdy .

Dé�nition 2.1.3. Le relèvement horizontal d'un champ de vecteurs X sur

M est l'unique champ de vecteurs Xh sur P qui est horizontal et véri�er

(duπ)
(
Xh
u

)
= Xπ(x) pour tout u ∈ p. On dit que Xh est π -conjugué à X.

Proposition 2.1.2. Soit ∇ une connexion dans P et X un champ de vec-

teurs sur M , il y a un unique relèvement horizontal Xh de X. Le relèvement

horizontal Xh est invariant par Ra pour tout a ∈ G
Inversement : tout champ de vecteurs horizontal Xh dans P invariant par

Ra, est un relèvement horizontal d'un champ de vecteurs X sur M .



2.1. Connexion dans un Fibré Principal 28

Preuve. Soit X un champ de vecteurs sur M , l'existence et l'unicité de

Xh est claire du fait que duπ donne une isomorphisme linéaire de Qu vers

Tπ(u)M i.e. duπ
(
Xh
u

)
= Xπ(u) pour tout u ∈ p.

Démontrons que Xh est di�érentiable. Pour tout x ∈ M , il existe U un

voisinage ouvert de x tel que π−1(U) ≈ U×G. il existe un champ de vecteurs

Y sur π−1(U) tel que duπ
(
Y h
u

)
= Xπ(u) et Xh

u ∈ Qu pour tout u ∈ P

donc Xh est une composante horizontale de Y d'où Xh est di�érentiable.

Xh est invariant par Ra pour tout a ∈ G car Qu est invariant par Ra i.e.

Qua = (Ru)∗Qu pour tout a ∈ G
Inversement : Soit Xh ∈ X(P ) avec Xh un champ de vecteurs horizontal

et invariant par Ra.Pour tout x ∈ M,∃u ∈ P, x = π(u) on pose Xx =
duπ

(
Xh
u

)
∈ TxM,Xx est indépendant de choix de u. Car si u′ ∈ P avec

u′ = u.a et x = π (u′), on a :

du′π
(
Xh
u′

)
= dRa(u)π

(
(Ra)∗X

h
u

)
= dRa(u)π ◦ duRa

(
Xh
u

)
= du (π ◦Ra)

(
Xh
u

)
= duπ

(
Xh
u

)
= Xx

Donc Xh est un relèvement horizontal de X.

Proposition 2.1.3. Soient Xh et Y h deux relèvements horizontaux de X et

Y respectivement alors :

1. Xh + Y h est un relèvement horizontal de X + Y .

2. Pour toute fonction f de M,fhXh est un relèvement horizontal de

fX où fh = f ◦ π.
3. La composante horizontale de

[
Xh, Y h

]
est le relèvement horizontal

de [X,Y ].

Preuve.

1. duπ
(
Xh + Y h

)
u

= duπ
(
Xh
u + Y h

u

)
= duπ

(
Xh
u

)
+ duπ

(
Y h
u

)
= Xπ(x) + Yπ(u)

= (X + Y )π(u)

2. duπ
(
fhXh

)
u

= duπ
(
fh(u)Xh

u

)
= fh(u)duπ

(
Xh
u

)
= f(π(u))(X)π(u)

= (fX)π(u)
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3. Soient ϕt ( resp ψt) le groupe à un paramètre associé à Xh(resp X).

comme (duπ)
(
Xh
u

)
= Xπ(x) i.e.

(
Xh est π -conjugué à X), alors

π ◦ ϕt = ψt ◦ π pour tout t.

duπ
(
h
[
Xh, Y h

]
u

)
= duπ

([
Xh, Y h

]
u

)
= duπ

(
lim
t→0

1

t

(
Y h
u −

(
(ϕt)∗ Y

h
)
u

))
= lim

t→0

1

t

(
duπ

(
Y h
u

)
− duπ

((
(ϕt)∗ Y

h
)
u

))
= lim

t→0

1

t

(
Yπ(u) − (duπ)

((
dϕ−1

t (u)ϕt

)(
Y h
ϕ−1
t (u)

)))
On pose ϕt (u′) = u :

(duπ)
(

(du′ϕt)
(
Y h
ϕ−1
t (u)

))
=

(
dϕt(u′)π)

(
(du′ϕt)

(
Y h
u′

))
=

((
dϕt(u′)π

)
◦ (du′ϕt)

) (
Y h
u′

)
= du′ (π ◦ ϕt)

(
Y h
u′

)
= du′ (ψt ◦ π)

(
Y h
u′

)
=

(
dπ(u′)ψt

)
◦
(

(du′π)
(
Y h
u′

))
=

(
dπ(u′)ψt

) (
Yπ(u′)

)
=

(
dψ−1

t (π(u))ψt

)(
Yψ−1

t (π(u))

)
= ((ψt)∗ Y )π(u)

donc :

duπ
(
h
[
Xh, Y h

]
u

)
= lim

t→0

1

t

(
Yπ(u) − ((ψt)∗ Y )π(u)

)
= [X,Y ]π(u)

Remarque 2.1.4.

• Soit ω 1-forme sur G à valeurs dans g. ω est dite invariant à gauche

si (La)
∗ ω = ω pour tout a ∈ G. La 1-forme canonique θ sur G est

un 1-forme invariant à gauche à valeurss dans g telle que θ(A) = A
pour tout A ∈ g.

• Soit (Uα)α∈I une recouvrement ouverte de M on a :

φα : π−1 (Uα)→ Uα ×G di�éomorphisme pour tout α.
ψβα : Uα ∩ Uβ → G les fonctions de transitions pour tous α et β.
σα : Uα → P est une section sur Uα dé�nie par σα(x) = φ−1

α (x, e)
pour tout α. Si ω la 1-forme de connexion ∇ sur P . on dé�nit la 1
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-forme ωα sur Uα à valeurss dans g par ωα = (σα)∗ ω. Si Uα∩Uβ 6= φ
on dé�nit la 1-forme θαβ sur Uα ∩ Uβ à valeurs dans g par θαβ =
(ψβα)∗ θ.

Proposition 2.1.4. Les formes θαβ et ωα qui sont dé�nies dans la remarque

(2.1.4)véri�ent la formule suivante :

ωβ = Ad
(
ψ−1
βα

)
ωα + θαβ sur Uα ∩ Uβ

Preuve. D'après la remarque (1.2.2) on a si Uα ∩ Uβ 6= φ pour tous α et

β, σβ(x) = σα(x) · ψαβ(x)
dxψβα : Tx (Uα ∩ Uβ)→ TaG, avec a = ψβα(x)
dxσα : Tx (Uα)→ Tu′P , avec u

′ = σα(x)
dxσβ : Tx (Uβ)→ TuP , avec u = σβ(x) = σα(x) · ψαβ(x) = u′ · a
D'après la formule de leibnitz : pour tout X ∈ Tx (Uα ∩ Uβ)

dxσβ(X) = dxσα(X) · ψαβ(x) + σα(x) · dxψαβ(X)

Alors ω (dxσβ(X)) = ω (dxσα(X) · ψαβ(x)) + ω (σα(x) · dxψαβ(X)) ; Ra :
P → P donc (Ra)∗ : Tu′P → Tu′P tel que (Ra)∗ (dxσα(X)) = dxσα(X) · a
alors :

ω (dxσα(X) · ψαβ(x)) = ω (dxσα(X) · a)

= ω ((Ra)∗ (dxσα(X)))

= Ada−1ω (dxσα(X))

= Ada−1ω ((σα)∗ (X))

= Ada−1 ((σα)∗ ω(X))

= Ad
(ψαβ(x))

−1 (ωα(X))

Soit ϕ : G 7→ P avec ϕ(b) = σα(x) · b, b ∈ G alors daϕ : TaG→ TuP :

daϕ (dxψαβ(X)) = σα(x) · dxψαβ(X) ∈ TuP

Si A ∈ g tel que dxψαβ(X) = Aa alors , θ (dxψαβ(X)) = A et

σα(x) · dxψαβ(X) = A∗u donc :

ω (σα(x) · dxψαβ(X)) = ω (A∗u)

= A

= θ (dxψαβ(X))

=
(
ψ∗αβθ

)
(X)

= θαβ(X)

Mais ω (dxσβ(X)) = ((σβ)∗ ω) (X) = ωβ(X).
Donc ωβ(X) = Ad(ψαβ(x))−1 ωα(X) + θαβ(X).
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2.1.2 Transport Parallèle

Dé�nition 2.1.4.

• Soit ∇ une connexion dans un �bré principal P (M,G) nous dé�nis-

sons le concept de transport parallèle sur un �bré, le long d'un courbe

quelconque τ dans M .

• une courbe horizontale dans P signi�e une courbe di�érentiable par

morceaux de classe C1 dont les vecteurs tangentes sont tous horizon-

taux.

• Soit τ = xt, a ≤ t ≤ b une courbe di�érentiable par morceaux de classe

C1 dans M , le relèvement horizontal de τ est une courbe horizontale

τh = ut, a ≤ t ≤ b dans P telle que π (ut) = xt, a ≤ t ≤ b

Remarque 2.1.5. La notion de le relèvement horizontal d'une courbe cor-

respondre à la notion de le relèvement horizontal d'un champ de vecteurs.

Vraiment si Xh ∈ X(P ) un relèvement horizontal de X ∈ X(M) alors la

courbe intégrale de Xh qui passant par u0 ∈ P est un relèvement horizontal

d'une courbe intégrale dans X qui passant par x0 = π (u0) ∈M .

Proposition 2.1.5. Soit τ = xt, 0 ≤ t ≤ 1 une courbe de classe C1 dans M ,

pour tout u0 ∈ P, x0 = π (u0) ∈M il existe un unique relèvement horizontal

τh = ut, 0 ≤ t ≤ 1 de τ qui commence a partir de u0.

Preuve. Soit τ = xt, 0 ≤ t ≤ 1 et u0 ∈ P, x0 = π (u0) ∈ M on a :

φ : π−1(U) → U × G est un di�éomorphisme, donc il y a deux courbes

de classe C1vt dans P et at sur G telles que : φ (vt) = (π (vt) , ϕ (vt)) ,

π (vt) = xt , ϕ (vt) = at , v0 = u0 , a0 = ϕ (v0) = e Soit la courbe :

ut = vt · at ⇒ u̇t = v̇t · at + vt · ȧt

avec u̇t le vecteur tangent de τh au point ut.
Soit ω la 1-forme de connexion, alors :

ω (u̇t) = ω (v̇t · at) + ω (vt · ȧt)ω (v̇t · at)
= ω ((Rat)∗ v̇t)

= Ada−1
t
ω (v̇t)

Soit A ∈ g, ȧt = atA⇒ A = a−1
t ȧt donc :

ω (vt · ȧt) = ω (A∗)

= A

= a−1
t ȧt
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Alors ω (u̇t) = Ada−1
t
ω (v̇t) + a−1

t ȧt
ut est une courbe horizontale si seulement si ω (u̇t) = 0

Adat−1ω (v̇t) + a−1
t ȧt = 0⇔ Adat−1ω (v̇t) = −a−1

t ȧt

⇔ a−1
t ω (v̇t) at = −a−1

t ȧt

⇔ ω (v̇t) = −ȧta−1
t

Finalement ut = vt · at avec ω (v̇t) = −ȧta−1
t

Dé�nition 2.1.5. Soit τ = xt, 0 ≤ t ≤ 1 une courbe de classe C1 dans

M et u0 ∈ P avec π (u0) = x0. L'unique relèvement horizontal τh de τ qui

passant par u0 et de point d'arrivé u1 avec π (u1) = x1 pour u0 est varié

dans π−1 (x0) . Induit une application Tτ : π−1 (x0) → π−1 (x1) telle que

Tτ (u0) = u1 pour tout u0 ∈ π−1 (x0). Cette application est dite le transport

parrallèle le long de la courbe τ = xt.

Proposition 2.1.6. Le transport parrallèle Tτ le le long de la courbe quel-

conque τ est véri�e :

•Tτ est un di�éomorphisme.

•Tτ ◦Ra = Ra ◦ Tτ , a ∈ G

Preuve.

• Soit u0 ∈ π−1 (x0) et Tτ (u0) = u1 ∈ π−1 (x1).
ϕ0 : G→ π−1 (x0) telle que ϕ0(a) = u0 · a et ϕ1 : G→ π−1 (x1) telle

que ϕ1(a) = u1 · a on a Tτ = ϕ1 ◦ ϕ−1
0 . et comme ϕ0 et ϕ1 sont deux

di�éomorphismes donc Tτ est un di�éomorphisme.

• Pour tout a ∈ G :

Tτ (u0 · a) = u1 · a
= Tτ (u0) · a (Tτ ◦Ra) (u0)

= Tτ (Ra (u0))

= Tτ (u0 · a)

= Tτ (u0) · a
= Ra (Tτ (u0))

= (Ra ◦ Tτ ) (u0)

Exemple 2.1.2. Soit P (M,G) le �bré principale ( voir l'exemple 1.2.3) où

P = R× R∗,M = R et G = R∗ la projection :

π : P −→ M

u 7−→ π(u) = x , oùu = (x, y)
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Soit τ = xi, 0 ≤ t ≤ 1, une courbe de classe C1 dans M π−1 (x0) =
{(x0, y) , y ∈ R∗} et π−1 (x1) = {(x1, y) , y ∈ R∗} . Le transport parallèle :

Tτ : π−1 (x0) −→ π−1 (x1)

(x0, y) 7−→ π ((x0, y)) = (x1, y)

est un translation dans P .
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Proposition 2.1.7.

a) Si τ une courbe di�érentiable par morceaux de classe C1 dans M ,

alors le transport parellèle le long de τ−1 est l'inverse de transport

parellèle le long de τ .

b) Si τ une courbe qui associé x à y dans M et µ une courbe qui associé

y à z dans M le transport parellèle le long de la courbe composée µ.τ
est la composée des transports parellèles τ et µ.

Preuve.

a) Soit la courbe τ = xt, a ≤ t ≤ b et la courbe inverse τ−1 = yt =
xa+b−t, a ≤ t ≤ b
Tτ le transport parellèle le long de τ, Tτ : π−1 (xa) → π−1 (xb) telle

que Tτ (ua) = ub
xa = π (ua) , xb = π (ub) donc T−1

τ : π−1 (xb) → π−1 (xa) telle que

T−1
τ (ub) = ua
Tτ−1 le transport parellèle le long de τ−1 avec ya = xb = π (ub) , yb =
xa = π (ua)
Tτ−1 : π−1 (ya)→ π−1 (yb) donc Tτ−1 (ub) = ua donc T−1

τ = Tτ−1

b) Soient τ et µ deux courbe telle que : τ = xt, a ≤ t ≤ b avec
x = xa = π (ua) , y = xb = π (ub) .

µ = yt, b ≤ t ≤ c avec y = yb = π (ub) , z = yc = π (uc) , ua, ub, uc ∈ P
µ · τ = zt, a ≤ t ≤ c avec zt = xt, a ≤ t ≤ b et zt = yt, b ≤ t ≤ c, za =
xa, zc = yc , Donc Tτ ·µ : π−1(x)→ π−1(z) telle que Tτ ·µ (ua) = uc et
Tµ ◦ Tτ : π−1(x)→ π−1(z) telle que :

(Tµ ◦ Tτ ) (ua) = Tµ (Tτ (ua))

= Tµ (ub)

= uc

Alors Tτ ·µ = Tµ ◦ Tτ

2.1.3 2-Forme de Courbure d'une Connexion dans un Fibré
Principal

Dé�nition 2.1.6. Soient p(M,G) un �bré principal et ρ une représentation

de G sur un espace vectoriel V de dimension �ni.

• une r -forme di�érentielle sur P est une r -forme horizontale ( ver-

ticale ) si elle s'annule dès que l'un des vecteurs sur lesquels on l'ap-

plique est vertical ( horizontale).

• une r -forme di�érentielle ϕ sur P à valeurs dans V est dite pseudo

tensorielle de type (ρ, V ) si (Ra)
∗ ϕ = ρ

(
a−1
)
· ϕ, a ∈ G
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• une r -forme di�érentielle ϕ sur P à valeurs dans V est dite tensorielle

de type (ρ, V ) si elle pseudo tensorielle et horizontale.

Proposition 2.1.8. Soient p(M,G) un �bré principal et ρ une représenta-

tion de G sur un espace vectoriel V de dimension �ni et E(M,V,G, P ) le

�bré associé à P de �bre standard V tel que G agit sur V par ρ. Nous avons
associé à toute r -forme tensorielle sur P de type (ρ, V ), une r -forme sur

M à valeurs dans E.

Preuve.

• Soit ϕ une r -forme tensorielle de type (ρ, V ), pour tout x ∈ M
on dé�nit l'application multilénaire antisymétrique ψ : TxM × . . . ×
TxM → π−1

E (x) telle que :

ψ (X1|x , . . . , Xr|x) = φu

(
ϕ
(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

))
Xh
i ∈ X(P ), Xi ∈ X(M), duπ

(
Xh
i

∣∣
u

)
= Xi|x pour chaque x = π(u) ∈

M,φu : V → π−1
E (x) isomorphisme.

Montons que ψ est bien dé�nie c'est à dire pour u′ = u ·a, x = π (u′),
alors :

φu′
(
ϕu′
(
Xh

1

∣∣∣
u′
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u′

))
= u′ · ϕu′

(
Xh

1

∣∣∣
u′
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u′

)
= (u · a) · ϕu·a

(
Xh

1

∣∣∣
u·a
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u·a

)
= (u · a) · ϕu·a

(
(Ra)∗X

h
1

∣∣∣
u
, . . . , (Ra)∗X

h
r

∣∣∣
u

)
= (u · a) · ((Ra)∗ ϕ)u

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
= (u · a) ·

(
ρ
(
a−1
)
ϕu
) (

Xh
1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
= (u · a) · a−1ϕu

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
= u · ϕu

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
= φu

(
ϕu

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

))
Ceci prouve que ψ est bien dé�nie.

• Inversement Soit ψ : TxM × . . . × TxM → π−1
E (x), x ∈ M une appli-

cation multilénaire antisymétrique. on dé�nit la r -forme tensorielle

ϕ de type (ρ, V ) sur P par :

ϕ
(
Xh

1

∣∣∣
x
, . . . , Xh

r

∣∣∣
x

)
= φ−1

u

(
ψ
(
duπ

(
Xh

1

∣∣∣
u

)
, . . . , duπ

(
Xh
r

∣∣∣
u

)))
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Xh
i ∈ X(P ), u ∈ P, π(u) = x En e�et :

((Ra)
∗ ϕ)u

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
= ϕu·a

(
(Ra)∗X

h
1

∣∣∣
u·a
, . . . , (Ra)∗X

h
r

∣∣∣
u·a

)
= φ−1

u·a

(
ψ
(
du·aπ

(
(Ra)∗X

h
1

∣∣∣
u·a

)
, . . . , du·aπ

(
(Ra)∗X

h
r

∣∣∣
u·a

))
= φ−1

a ◦ φ−1
u

(
ψ
(
dRa(u)π

(
duRa

(
Xh

1

∣∣∣
u

))
, . . . , dRa(u)π

(
duRa

(
Xh
r

∣∣∣
u

)))
= a−1 · φ−1

u

(
ψ
((
dRa(u)π ◦ duRa

) (
Xh

1

∣∣∣
u

)
, . . . ,

(
dRa(u)π ◦ duRa

) (
Xh
r

∣∣∣
u

))
= a−1 · φ−1

u

(
ψ
(
du (π ◦Ra)

(
Xh

1

∣∣∣
u

)))
(
, . . . , du (π ◦ duRa)

(
Xh
r

∣∣∣
u

))
= a−1 · φ−1

u

(
ψ
(
duπ

(
Xh

1

∣∣∣
u

)
, . . . , duπ

(
Xh
r

∣∣∣
u

)))
= a−1 · ϕu

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
= ρ

(
a−1
)
ϕu

(
Xh

1

∣∣∣
u
, . . . , Xh

r

∣∣∣
u

)
Ceci prouve que ϕ est r -forme tensorielle de type (ρ, V ) sur P .

Remarque 2.1.6. Une 0-forme tensorielle de type type (ρ, V ) sur P est une

fonction f : P → V telle que (Ra)
∗ f(u) = ρ

(
a−1
)
· f(u), a ∈ G.

On note par :

FG(P, V ) =
{
f/f : P → V, f(u.a) = ρ

(
a−1
)
· f(u), u ∈ P, a ∈ G

}
,F(P, V ) = {f/f : P → V }

Nous avons alors : les espaces FG(P, V ) et Γ(E) sont isomorphes.

• Soit f ∈ FG(P, V ), nous posons ϕ(x) = φu(f(u)) = u · f(u), l'appli-
cation ϕ est bien dé�nie, si u′ ∈ P, π (u′) = π(u) = x alors :

ϕ(x) = φu′
(
f
(
u′
))

= (u · a) · f(u · a)

= (u · a)ρ
(
a−1
)
· f(u)

= (u · a) ·
(
a−1 · f(u)

)
= u · f(u)

et

(πE ◦ ϕ) (x) = πE(ϕ(x))

= πE(u · f(u))

= π(u)

= x
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Donc ϕ ∈ Γ(E).

• Soit ϕ ∈ Γ(E), nous posons f(u) = φ−1
u (ϕ(x)) , Pour u ∈ P et

π(u) = x on a :

ϕ(x) = φu(f(u)) = u · f(u) = (u · a) ·
(
a−1 · f(u)

)
Pour u ∈ P, a ∈ G et π(u · a) = x on a :

ϕ(x) = φu·a(f(u · a)) = (u · a) · f(u · a)

Alors (u · a) ·
(
a−1 · f(u)

)
= (u · a) · f(u · a)

d'où f(u · a) = a−1 · f(u) = ρ
(
a−1
)
· f(u) , Donc f ∈ FG(P, V )

Proposition 2.1.9. Soient h : TuP → Qu la projection horizontale et ϕ une

r -forme pseudo tensorielle sur P de type (ρ, V ).

a) la forme ϕh dé�nie par :

ϕh (X1, . . . , Xr) = ϕ (hX1, . . . , hXr)

avec Xi ∈ TuP est une r -forme tensorielle sur P de type (ρ, V ).

b) dϕ est une (r + 1) -forme pseudo tensorielle sur P de type (ρ, V ).

c) La (r + 1) -forme Dϕ est dé�nie par Dϕ = (dϕ)h est une (r + 1)
-forme tensorielle sur P de type (ρ, V ).

Preuve.

a) On a (Ra)∗ ◦ h = h ◦ (Ra) ∗ pour tout a ∈ G.

((Ra)
∗ (ϕh)) (X1, . . . , Xr) = (ϕh) ((Ra)∗X1, . . . , (Ra)∗Xr)

= ϕ ((h ◦ (Ra)∗)X1, . . . , (h ◦ (Ra)∗)Xr)

= ϕ (((Ra)∗ ◦ h)X1, . . . , ((Ra)∗ ◦ h)Xr)

= ((Ra)
∗ ϕ) (hX1, . . . , hXr)

= ρ
(
a−1
)
· ϕ (hX1, . . . , hXr)

= ρ
(
a−1
)
· (ϕh) (X1, . . . , Xr)

D'où ϕh est une r -forme pseudo tensorielle sur P de type (ρ, V ).
ϕh (X1, . . . , Xr) = ϕ (hX1, . . . , hXr) = 0 pour un Xi ∈ Gu.
Donc ϕh est une r -forme tensorielle sur P de type (ρ, V ).

b) On a (Ra)
∗ ◦ d = d ◦ (Ra)

∗ pour tout a ∈ G.

((Ra)
∗ (dϕ)) (X1, . . . , Xr+1) = ((Ra)

∗ ◦ d)ϕ (X1, . . . , Xr+1)

= (d ◦ (Ra)
∗)ϕ (X1, . . . , Xr+1)

= d ((Ra)
∗ ϕ) (X1, . . . , Xr+1)

= d
(
ρ
(
a−1
)
· ϕ
)

(X1, . . . , Xr+1)

= ρ
(
a−1
)
· (dϕ) (X1, . . . , Xr+1) .

D'où dϕ est une (r+1) -forme pseudo tensorielle sur P de type (ρ, V ).
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c) On a Dϕ = (dϕ)h

((Ra)
∗ (Dϕ)) (X1, . . . , Xr+1) = (Dϕ) ((Ra)∗X1, . . . , (Ra)∗Xr+1)

= (dϕ)h ((Ra)∗X1, . . . , (Ra)∗Xr+1)

= dϕ ((h ◦ (Ra)∗)X1, . . . , (h ◦ (Ra)∗)Xr+1)

= dϕ (((Ra)∗ ◦ h)X1, . . . , ((Ra)∗ ◦ h)Xr+1)

= ((Ra)
∗ (dϕ)) (hX1, . . . , hXr+1)

= d ((Ra)
∗ ϕ) (hX1, . . . , hXr+1)

= d
(
ρ
(
a−1
)
· ϕ
)

(hX1, . . . , hXr+1)

= ρ
(
a−1
)
· (dϕ) (hX1, . . . , hXr+1)

= ρ
(
a−1
)
· (dϕ)h (X1, . . . , Xr+1)

= ρ
(
a−1
)
· (Dϕ) (X1, . . . , Xr+1) .

D'où Dϕ est une (r + 1) -forme pseudo tensorielle sur P de type

(ρ, V ).

Dϕ (X1, . . . , Xr+1) = (dϕ)h (X1, . . . , Xr+1)

= (dϕ) (hX1, . . . , hXr+1)

= 0

pour un Xi ∈ Gu.
Donc Dϕ est une (r + 1) -forme tensorielle sur P de type (ρ, V ).

Dé�nition 2.1.7. La forme Dϕ = (dϕ)h est appellée la dérivée covariante

extérieure du ϕ et D est appellée la di�érentielle covariante extérieure.

Remarque 2.1.7.

• si ρ la représentation adjointe de G dans l'algèbre de Lie g. Une forme

pseudo tensorielle (tensorielle) de type (ρ, V ) est dite de type AdG.

• Soit ω la 1 -forme de connexion, on a (Ra)
∗ ω = Ada−1ω pour tout

a ∈ G. Donc ω est une 1 -forme pseudo tensorielle de type AdG.
d'après la proposition (2.1.9) la forme Dω est une 2 -forme tensorielle

de type AdG.

Dé�nition 2.1.8. La 2 -forme de courbure Ω est la dérivée covariante ex-

térieure de la 1 -forme de connexion ω.i.e Ω = Dω.

Exemple 2.1.3. Soit P (M,G) un �bré principal (voir l'exemple 1.2.3 et

2.1.1) où P = R× R∗,M = R et G = R∗, et π : P →M telle que π(u) = x
où u = (x, y). Pour tout u = (x, y) ∈ P , on a Qu =

{
α ∂
∂x ∈ TuP, α ∈ R

}
.

La 1 -forme de la connexion est,ω = gdy où g ∈ C∞(P ) , la 2-forme de

courbure est Ω = Dω .i.e Ω(X,Y ) = dω(hX, hY ) où X,Y ∈ TuP .

ω = gdy ⇒ dω =
∂g

∂x
dx ∧ dy et hX = α

∂

∂x
, hY = λ

∂

∂x
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Ω(X,Y ) = dω

(
α
∂

∂x
, λ

∂

∂x

)
= α · λdω

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
= 0

d'où Ω = 0.

Lemme 2.1.1. Si A∗ un champ de vecteurs fondamental correspondant à

A ∈ g et X un champ de vecteurs horizontal, alors [X,A∗] est un champ de

vecteurs horizontal.

Preuve. Soit at le sous groupe à un paramètre associé à A ∈ g et, Rat le
groupe à un paramètre associé à A∗ ∈ X(P ).on a :

[X,A∗] = lim
t→0

1

t
((Rat)∗X −X)

Comme X est un champ de vecteurs horizontal alors ω(X) = 0 et

ω ((Rat)∗X) = ((Rat)
∗ ω) (X)

= Ada−1
t
ω(X)

= 0

Donc ω [X,A∗] = 0

Proposition 2.1.10. (équation de structure)

Soient ω la 1 - forme de connexion et Ω la 2 -forme de courbure alors :

dω(X,Y ) = −1

2
[ω(X), ω(Y )] + Ω(X,Y ) (2.1)

pour tous X,Y ∈ TuP, u ∈ P

Preuve.

1. Si X ∈ Qu et Y ∈ Qu, u ∈ P on a :

ω(X) = ω(Y ) = 0 et [ω(X), ω(Y )] = 0

Ω(X,Y ) = (Dω)(X,Y )

= (dω)h(X,Y )

= (dω)(hX, hY )

= (dω)(X,Y )

d'où l'équation de structure (2.1)
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2. Si X ∈ Gu et Y ∈ Gu, u ∈ P Soient X = A∗u, Y = B∗u avec A,B ∈ g.

dω (A∗, B∗) =
1

2
(A∗ω (B∗)−B∗ω (A∗)− ω [A∗, B∗])

=
1

2
(A∗(B)−B∗(A)− ω[A,B]∗)

= −1

2
[A,B]

= −1

2
[ω (A∗) , ω (B∗)]

car A∗(B) = A∗( Fonction de P vers g) = 0 = B∗(A) et

[A∗, B∗] = [A,B]∗Ω (A∗, B∗)

= (Dω) (A∗, B∗)

= (dω)h (A∗, B∗)

= (dω) (hA∗, hB∗)

= 0

d'où l'équation de structure (2.1)

3. Si X ∈ Qu et Y ∈ Gu, u ∈ P Soit Y = B∗u avec B ∈ g, nous

pronlongeons X aun champ horizontal sur P .

dω (X,B∗) =
1

2
(Xω (B∗)−B∗ω(X)− ω [X,B∗])

=
1

2
(X(B)− ω [X,B∗])

= −1

2
ω [X,B∗]

d'après le Lemme (2.1.1),[X,B∗] est horisontal, donc dω (X,B∗) = 0.

Ω (X,B∗) = (Dω) (X,B∗)

= (dω)h (X,B∗)

= (dω) (hX, hB∗)

= 0

et [ω(X), ω (B∗)] = 0 , d'où l'équation de structure (2.1).

Corollaire 2.1.1. Soient X et Y deux champs de vecteurs horizontaux sur

P alors

ω[X,Y ] = −2Ω(X,Y )
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Preuve.
Ω(X,Y ) = (Dω)(X,Y )

= (dω)h(X,Y )

= (dω)(hX, hY )

= (dω)(X,Y )

=
1

2
(Xω(Y )− Y ω(X)− ω[X,Y ])

= −1

2
ω[X,Y ]

donc ω[X,Y ] = −2Ω(X,Y ).

Théorème 2.1.1. (IdentitdeBianchi)
Soit Ω la 2-forme de courbure. Alors DΩ = 0

Preuve. Pour X,Y, Z ∈ TuP, u ∈ P , on a :

DΩ(X,Y, Z) = (dΩ)h(X,Y, Z)

= (dΩ)(hX, hY, hZ)

Donc il su�t de prouve dΩ (X1, X2, X3) = 0 pour X1, X2, X3 ∈ Qu, u ∈ P
De l'équation de structure, On a :

dω = −ω ∧ ω + Ω⇒ d2ω = −2dω ∧ ω + dΩ⇒ dΩ = 2dω ∧ ω

Mais ω (Xi) = 0 pour tout Xi ∈ Qu , donc dΩ (X1, X2, X3) = 0

2.2 Connexion dans un Fibré Vectoriel

2.2.1 Transport Parallèle

Dé�nition 2.2.1. Soient P (M,G) un �bré principal et ∇ une connexion

dans P et E (M,Kn, G, P ) le �bré vectoriel associé au �bré P . Si τ = xt, a ≤
t ≤ b une courbe sur M , et τh = ut le relèvement horizontal de τ sur P .
Pour chaque ξ ∈ Kn par dé�nition la courbe τ ′ = ut · ξ est un relèvement

horizontal de τ sur E.

Remarque 2.2.1.

τ = π ◦ τh = πE ◦ τ ′ i.e. xt = π (ut) = πE (ut · ξ)

Dé�nition 2.2.2. Le transport parrallèle le long d'une courbe τ de xt+h
vers xt, que notons T t+ht , est un isomorphisme d'espaces vectoriels entre

π−1
E (xt+h) et π−1

E (xt) tel que :

T t+ht : π−1
E (xt+h) −→ π−1

E (xt)

ut+h · ξ 7−→ ut · ξ ; ξ ∈ Kn.
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2.2.2 Dérivation Covariante d'une Connexion dans un Fibré
Vectoriel

Dé�nition 2.2.3. Soient E (M,Kn, G, P ) un �bré vectoriel associé au �bré

principal P (M,G), et τ = xt , a ≤ t ≤ b une courbe sur M , telle que ẋt le
vecteur tangent de τ au point xt pour chaque t.

Soit ϕ une section de E.La dérivation covariante de ϕ dans la direction ẋt
noté ∇ẋtϕ est dé�ni par la formule :

∇ẋtϕ = lim
h→0

1

h

(
T t+ht (ϕ (xt+h))− ϕ (xt)

)
Propriété 2.2.1. Soient ϕ et ψ deux section de E et λ une fonction à

valeurs dans K alors :

1. ∇ẋt(ϕ+ ψ) = ∇ẋtϕ+∇ẋtψ.
2. ∇ẋt(λ · ϕ) = λ (xt) · ∇ẋtϕ+ ẋt(λ) · ϕ (xt).

Preuve.

1.∇ẋt(ϕ+ ψ) = lim
h→0

1

h

(
T t+ht ((ϕ+ ψ) (xt+h))− (ϕ+ ψ) (xt)

)
= lim

h→0

1

h

(
T t+ht (ϕ (xt+h)) + T t+ht (ψ (xt+h))− ϕ (xt)− ψ (xt)

)
= lim

h→0

1

h

(
T t+ht (ϕ (xt+h))− ϕ (xt)

)
+ lim
h→0

1

h

(
T t+ht (ψ (xt+h))− ψ (xt)

)
= ∇ẋtϕ+∇ẋtψ

2.∇ẋt(λϕ) = lim
h→0

1

h

(
T t+ht ((λϕ) (xt+h))− (λϕ) (xt)

)
= lim

h→0

1

h

(
T t+ht (λ (xt+h)ϕ (xt+h))− λ (xt)ϕ (xt)

)
= lim

h→0

1

h

(
λ (xt+h)T t+ht (ϕ (xt+h))− λ (xt+h)ϕ (xt)

+λ (xt+h)ϕ (xt)− λ (xt)ϕ (xt))

= lim
h→0

λ (xt+h) · lim
h→0

1

h

(
T t+ht (ϕ (xt+h))− ϕ (xt)

)
+ lim
h→0

1

h
(λ (xt+h)− λ (xt)) · lim

h→0
ϕ (xt)

= λ (xt) · ∇ṫtϕ+ ẋt(λ) · ϕ (xt)

Dé�nition 2.2.4. Soient X ∈ TxM et ϕ ∈ Γ(E) dé�ni dans un voisinage de

x et τ = xt,−ε ≤ t ≤ ε une courbe dans M telle que X = ẋ0.La dérivation

covariante de ϕ dans la direction X noté ∇Xϕ est dé�ni par ∇Xϕ = ∇ẋ0ϕ.

Remarque 2.2.2.
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1) Soit ϕ ∈ Γ(E) alors ϕ est parallèle si ϕ (xt) est horizontale i.e.

∇ẋtϕ = 0 pour tout t. En e�et : τ = xt et τ
h = ut telle que xt =

π (ut). ϕ est parallèle ⇔ ϕ (xt) = ut · ξ et ξ ∈ Kn, donc

∇ẋtϕ = lim
h→0

1

h

(
T t+ht (ϕ (xt+h))− ϕ (xt)

)
= lim

h→0

1

h

(
T t+ht (ut+h · ξ)− ut · ξ

)
= lim

h→0

1

h
(ut · ξ − ut · ξ)

= 0

2) Soit ϕ ∈ Γ(E) et ϕ dé�ni sur un ouvert U ⊂ M . ϕ est parallèle ssi

∇Xϕ = 0 pour tout X ∈ TxU, x ∈ U
3) Soit ϕ ∈ Γ(E) et ϕ dé�nie sur un ouvert U ⊂M , d'après la remarque

(2.1.6) , pour ϕ on associé f ∈ FG
(
π−1(U),Kn

)
telle que f(u) =

φ−1
u (ϕ(x)), x = π(u), u ∈ π−1(U) et φu : Kn → π−1

E (x), φu(ξ) =
u · ξ, ξ ∈ Kn Pour X ∈ TxM,Xh ∈ TuP et f ∈ FG

(
π−1(U),Kn

)
alors

Xhf ∈ Kn et φu
(
Xhf

)
∈ π−1

E (x) où x = π(u) ∈ U
Lemme 2.2.1. ∇Xϕ = φu

(
Xhf

)
Preuve. Soit τ = xt,−ε ≤ t ≤ ε une courbe dans M telle que ẋ0 = X ∈
TxM,x0 = x et τh = ut un relèvement horizontal de τ telle que u̇0 = Xh ∈
TuP, u0 = u

Xhf = lim
h→0

1

h
(f (uh)− f (u0))

= lim
h→0

1

h

(
φ−1
uh

(ϕ (xh))− φ−1
u0 (ϕ (x0))

)
= lim

h→0

1

h

(
φ−1
uh

(ϕ (xh))− φ−1
u (ϕ(x))

)
φu

(
Xhf

)
= lim

h→0

1

h

((
φu ◦ φ−1

uh

)
(ϕ (xh))− ϕ(x)

)
.

Il su�t de montrer
(
φu ◦ φ−1

uh

)
(ϕ (xh)) = T h0 (ϕ (xh)).

Posons ξ = φ−1
uh

(ϕ (xh)) alors uh · ξ est une courbe horizontale dans E, on
a :

uh · ξ = φuh(ξ)

= φuh ◦ φ
−1
uh

(ϕ (xh))

= ϕ (xh)

u0 · ξ = u · ξ
= φu(ξ)

= φu ◦ φ−1
uh

(ϕ (xh))

= φu ◦ φ−1
uh

(uh · ξ)
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mais

T h0 : π−1
E (xh) −→ π−1

E (x0)

uh · ξ 7−→ T h0 (uh · ξ) = u0 · ξ

Donc T h0 (uh · ξ) = u0·ξ = φu◦φ−1
uh

(uh · ξ) i.e. T h0 (ϕ (xh)) =
(
φu ◦ φ−1

uh

)
(ϕ (xh)).

Proposition 2.2.1. Soient X,Y ∈ TxM et ϕ,ψ ∈ Γ(E) et U un voisinage

ouvert de x ∈M alors :

1. ∇X+Y ϕ = ∇Xϕ+∇Y ϕ.
2. ∇X(ϕ+ ψ) = ∇Xϕ +∇Xψ.
3. ∇λXϕ = λ∇Xϕ, λ ∈ K
4. ∇X(λϕ) = λ (xt)∇Xϕ +X(λ)ϕ(x), λ ∈ F(U,K)

Preuve. Nous avons déja démonter (2) et (4) dans les proprietés (2.2.1) :
1.∇X+Y ϕ = φu

(
(X + Y )hf

)
= φu

(
Xhf + Y hf

)
= φu

(
Xhf

)
+ φu

(
Y hf

)
= ∇Xϕ+∇Y ϕ

2.∇λXϕ = φu
(
(λX)hf

)
= φu

(
λ
(
Xhf

))
= λφu

(
Xhf

)
= λ∇Xϕ

Remarque 2.2.3.
1.

∇ : Γ(E) = Ω0(M,E) −→ Ω1(M,E)

ϕ 7−→ ∇ϕ

Avec :

∇ϕ : TxM −→ π−1
E (x) ⊂ E

X 7−→ (∇ϕ)X = ∇Xϕ

2. Si X ∈ X(M) nous pouvons identi�er ∇ à une application

∇ : Γ(E)× X(M) −→ Γ(E)

(ϕ,X) 7−→ ∇(ϕ,X) = ∇Xϕ

Avec :

∇Xϕ : M −→ π−1
E (x) ⊂ E

x 7−→ (∇Xϕ) (x) = ∇Xxϕ
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∇Xϕ est la dérivée covariante de ϕ dans la direction X. ∇ est appellée une

connexion sur E.

Dé�nition 2.2.5. Puis que nous avons ∇ : Γ(E) = Ω0(M,E)→ Ω1(M,E),
il souhaitable de l'étendre en ∇ : Ωr(M,E) → Ωr+1(M,E) , Soit ϕ ∈
Ωr(M,E) une r -forme sur M à valeurs dans E d'après le Proposition (2.1.8),

associons lui la forme tensorielle sur P de type (ρ,Kn) .
Par la relation ϕ (X1, . . . , Xr) = φu

(
ψ
(
Xh

1 , . . . , X
h
r

))
Xi ∈ X(M) , duπ

(
Xh
i

)
=

Xi , pour chaque x = π(u) ∈M,φu : V → π−1
E (x) isomorphisme.

Par dé�nition nous avons (∇ϕ) (X0, . . . , Xr) (x) = φu
(
(Dψ)

(
Xh

0 , . . . , X
h
r

)
(u)
)

(Dψ)
(
Xh

0 , . . . , X
h
r

)
(u) = (duψ)h

(
Xh

0 , . . . , X
h
r

)
(u)

= (duψ)
(
hXh

0 , . . . , hX
h
r

)
(u)

= (duψ)
(
Xh

0 , . . . , X
h
r

)
(u)

=
1

r + 1

r∑
i=0

(−1)iXh
i

(
ψ
(
Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X

h
r

))
(u)

+
1

r + 1

∑
0≤i<j≤r

(−1)i+jψ
([
Xh
i , X

h
j

]
, Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X̂

h
j , . . . , X

h
r

)
(u)

Comme ψ est tensorielle, nous avons

ψ
([
Xh
i , X

h
j

]
, Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X̂

h
j , . . . , X

h
r

)
= ψ

(
h
[
Xh
i , X

h
j

]
, Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X̂

h
j , . . . , X

h
r

)
+ ψ

(
v
[
Xh
i , X

h
j

]
, Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X̂

h
j , . . . , X

h
r

)
= ψ

(
h
[
Xh
i , X

h
j

]
, Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X̂

h
j , . . . , X

h
r

)
= ψ

([
Xh
i , X

h
j

]h
, Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , X̂

h
j , . . . , X

h
r

)
D'autre part d'après le lemme (2.2.1) nous avons remarqué que

φu

(
Xh
i

(
ψ
(
Xh

0 , . . . , X̂
h
i , . . . , Xr

)
(u)
))

= ∇Xi
(
ϕ
(
X0, . . . , X̂i, . . . , X

h
r

)
(x)
)

En regroupant tout cela, nous avons donc une expression de ∇

(∇ϕ) (X0, . . . , Xr) =
1

r + 1

r∑
i=0

(−1)i∇Xiϕ
(
X0, . . . , X̂i, . . . , Xr

))
(u)

+
1

r + 1

∑
0≤i<j≤r

(−1)i+jϕ
(

[Xi, Xj ] , X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xr

)
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2.2.3 Le Tenseur de Courbure

Dé�nition 2.2.6. La di�érentielle extérieure sur une varieté est de carré

nul, cherchons ce qui se passe pour ∇. Nous avons ∇ : Γ(E) → Ω1(M,E).
On dé�nie le carré de ∇ par ∇2 : Γ(E) → Ω2(M,E), telle que pour tous

X,Y ∈ X(M).

∇2ϕ(X,Y ) = ∇(∇ϕ)(X,Y )

=
1

2
(∇X(∇ϕ)(Y )−∇Y (∇ϕ)(X)− (∇ϕ)[X,Y ])

=
1

2

(
∇X (∇Y ϕ)−∇Y (∇Xϕ)−∇[X,Y ]ϕ

)
=

1

2

(
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

)
ϕ

Nous voyons que ∇2 n'est pas toujours nulle, sa nullité équivant à la nullité

de la quantité

R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

pour tous X,Y ∈ X(M)
L'application linéaire R : Γ(E) → Ω2(M,E) est appellée la courbure de la

connexion ∇.

2.3 Connexion Linéaire dans une Varieté

Dans tout cette partie P (M,G) designe le �bré des repères linéaires
L(M)(M,GL(n,R))

2.3.1 Dérivation Covariante d'une Connexion Linéaire

Dé�nition 2.3.1. Une connexion dans le �bré P (M,G) des repères linéaires
est appellée la connexion linéaire de M .

Remarque 2.3.1. Soit E = T (p,q)(M) l'espace vectoriel des tenseurs de type

(p, q) surM.E est un �bré vectoriel associé à P , et pour tout x ∈MT
(p,q)
x (M)

est un �bré au-dessus de x. Dans ce cas on peut dé�nir la notion de transport

parallèle et la Dérivation covariante sur T (p,q)(M).

Dé�nition 2.3.2. Un champ de tenseurs K de type (p, q) est un section de

T (p,q)(M), nous avons déja dé�nie la dérivation covariante d'une section en

genérale. Nous pouvons dé�nir la dérivation covariante de K dans les trois

cas suivantes :

1. ∇ẋtK où K est dé�nie le long d'un courbe τ = xt sur M .

2. ∇XK où X ∈ TxM,K est dé�nie dans un voisinage de x.

3. ∇XK où X ∈ X(M) et K ∈ T(M) =
⊕

p,q T
(p,q)(M).
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Proposition 2.3.1. Soient T(M) l'algèbre des champs de tenseurs sur M ,

et X et Y deux champs de vecteurs sur M alors :

1. ∇X : T(M)→ T(M) préserve la dérivation.

2. ∇X commute avec les contraction.

3. ∇Xf = Xf pour tout f ∈ C∞(M) = T(0,0)(M).

4. ∇X+Y = ∇X +∇Y .
5. ∇fXK = f∇XK pour tous f ∈ C∞(M),K ∈ T(M).

2.3.2 Tenseur de Torsion et Tenseur de Courbure

Dé�nition 2.3.3. Soient P (M,G) un �bré principal des repères linéaires.

La forme canonique θ de P à valeurs dans Rn est dé�nie par θ(X) =
φ−1
u (duπ(X)) X ∈ TuP, u ∈ P , où φu est un isomorphisme linéaire qui

est di�ni dans la dé�nition 1.2.6.

Proposition 2.3.2. La forme canonique θ de P est un 1 -forme tensorielle

de type (ρ,Rn) où ρ la représentation naturale de GL(n,R) sur Rn, et de plus

θ elle correspond à l'édentité de TxM,x ∈M , dans le sens de la proposition

2.1.8

Preuve.

1. On a : (Ra)∗ : TuP 3 X 7→ (Ra)∗ (X) ∈ Tu·aP

((Ra)
∗ θ) (X) = θ ((Ra)∗ (X))

= φ−1
u·a (du·aπ ((Ra)∗ (X)))

=
(
φ−1
a ◦ φ−1

u

) (
dRa(u)π ◦ duRa(X)

)
= a−1

(
φ−1
u (du (π ◦Ra) (X))

)
= a−1

(
φ−1
u (duπ(X))

)
= a−1θ(X)

2. Soit X ∈ Gu, u ∈ P alors :

duπ(X) = 0⇒ θ(X) = φ−1
u (duπ(X))

= φ−1
u (0)

= 0

Dé�nition 2.3.4. Nous avons pour chaque ξ ∈ Rn, un champ de vecteurs

horizontal Bξ dans P tel que pour tout u ∈ P, (Bξ)u est un unique vecteur

horizontal en u qui véri�e duπ
(
(Bξ)u

)
= φu(ξ). Bξ est appelé le champ de

vecteurs standard horizontal correspondant à ξ.



2.3. Connexion Linéaire dans une Varieté 48

Remarque 2.3.2. L'application :

Bu : Rn → Qu

ξ 7→ Bu(ξ) = (Bξ)u

est linéaire grâçe de linéarité de duπ et de φu.

Proposition 2.3.3. Le champ de vecteurs standard horizontal véri�e :

1. θ
(
(Bξ)u

)
= ξ pour tout ξ ∈ Rn.

2. (Ra)∗ (Bξ) = Bφa−1(ξ) pour tout a ∈ G, ξ ∈ Rn

3. Si ξ 6= 0⇒ Bξ 6= 0 i.e. (Bu : Rn → Qu est injective )

4. Si A ∈ g = gl(n · R) et A∗ le champ de vecteurs fondamental sur P
alors [A∗, Bξ)] = BAξ pour tout ξ ∈ Rn, où Aξ est l'image de ξ par

A.

Preuve.

1. θ
(
(Bξ)u

)
= φ−1

u duπ
(
(Bξ)u

)
= φ−1

u ◦ φu(ξ) = ξ.

2. (Bξ)u ∈ Qu ⇒ (Ra)∗ (Bξ)u ∈ Qu,a :

du·aπ
(
(Ra)∗ (Bξ)u

)
= duπ

(
(Bξ)u

)
= φu(ξ)

= φu
(
a · a−1ξ

)
= φu ◦ φa

(
a−1ξ

)
= φu·a

(
a−1ξ

)
Donc (Ra)∗ (Bξ)u =

(
Ba−1ξ

)
u·a =

(
Bφa−1(ξ)

)
u·a

3. Pour tout u ∈ P :

(Bξ)u = 0⇒ duπ
(
(Bξ)u

)
= 0

⇒ φu(ξ) = 0

⇒ ξ = 0

4. Soit at = exptA,A ∈ gl(n,R), Rat le groupe à un paramètre associé

à A∗ ∈ X(P ).

[A∗, Bξ] = lim
t→0

1

t
(Bξ − (Rat)∗ (Bξ))

= lim
t→0

1

t

(
Bξ −Bφat−1(ξ)

)
= Blimt→0

1

t

(
ξ − φa−1

t
(ξ)
)

= Blimt→0

1

t
(φat(ξ)− ξ)

= BAξ

Car ((Bu : Rn → Qu est un isomorphisme linéaire ).
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Dé�nition 2.3.5. On dé�nit la forme de torsion Θ par : Θ = Dθ.

Remarque 2.3.3. Comme θ est un 1 - forme tensorielle sur P de type

(ρ,Rn), d'après la proposition 2.1.9 , Θ est un 2 -forme tensorielle sur P de

type (ρ,Rn) où ρ la représentation naturale de GL(n,R) sur Rn

Exemple 2.3.1. Soit P (M,G) un �bré principal ( voir l'exemple 1.2.3 et

2.1.1 )où P = R × R∗,M = R et G = R∗, et π : P → M telle que π(u) =
x, u = (x, y). La 1-forme canonique est θ telle que pour tout X = α ∂

∂x+β ∂
∂x ∈

TuP ,
θ(X) = φ−1

u (duπ(X))

= φ−1
u

(
α
∂

∂x

)
= αφ−1

u

(
∂

∂x

)
= α

donc θ = dx .

La 2-forme de torsion est Θ = Dθ mais dθ = d2x = 0 , donc Θ = 0.

Théorème 2.3.1. (éqation de structure)

Soient ω,Θ et Ω,la forme de connexion, la forme de torsion et la forme de

courbure, respectivement. d'une connexion linéaire ∇ alors :

1er équation de structure : dθ = −ω ∧ θ + Θ i.e. pour tous X,Y ∈
TuP, u ∈ P

dθ(X,Y ) = −1

2
(ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X)) + Θ(X,Y ) (2.2)

2iemme équation de structure : dω = −1
2 [ω, ω] + Ω i.e. pour tous X,Y ∈

TuP, u ∈ P

dω(X,Y ) = −1

2
[ω(X), ω(Y )] + Ω(X,Y ) (2.3)

Preuve. Nous avons déja démontrer la 2iemme équation de structure dans

la propoisition 2.1.10 . démontrons la 1er équation de structure :

1. Si X ∈ Qu et Y ∈ Qu, u ∈ P On a :

ω(X) = ω(Y ) = 0 et ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X) = 0 :

Θ(X,Y ) = (Dθ)(X,Y )

= (dθ)h(X,Y )

= dθ(hX, hY )

= dθ(X,Y )

d'où l'équation de structure (2.2)
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2. Si X ∈ Gu et Y ∈ Gu, u ∈ P :
Soient X = A∗u, Y = B∗u avec A,B ∈ g
dθ (A∗, B∗) = 1

2 (A∗ (θ (B∗))−B∗ (θ (A∗))− θ [A∗, B∗]) = 0 ,

ω (A∗) θ (B∗) − ω (B∗) θ (A∗) = 0 , car θ est une forme horizontale

i.e. (θ (A∗) = θ (B∗) = θ [A∗, B∗] = 0) ,

Θ (A∗, B∗) = (Dθ) (A∗, B∗)

= (dθ)h (A∗, B∗)

= dθ (hA∗, hB∗)

= 0

car hA∗ = hB∗ = 0 , d'où l'équation de structure (2.2)

3. Si X ∈ Qu et Y ∈ Gu, u ∈ P :
Soit X = A∗u avec A ∈ g et Y = (Bξ)u , ξ ∈ Rn Θ (A∗, Bξ) =
dθ (hA∗, hBξ) = 0 car hA∗ = 0 , −1

2 (ω (A∗) θ (Bξ)− ω (Bξ) θ (A∗)) =
−1

2 (ω (A∗) θ (Bξ)) = −1
2Aξ , car θ (A∗) = 0 , ω (A∗) = A , θ (Bξ) = ξ

,

dθ (A∗, Bξ) =
1

2
(A∗ (θ (Bξ))−Bξ (θ (A∗))− θ [A∗, Bξ])

= −1

2
θ (BAξ)

= −1

2
Aξ carA∗ (θ (Bξ))

= A∗(ξ)

= 0

et [A∗, Bξ] = BAξ , d'où l'équation de structure (2.2)

Théorème 2.3.2. (Identité de Bianchi)

Soient ω,Θ et Ω la forme de connexion, la formr de torsion et la forme de

courbure, respectivement d'une connexion linéaire ∇ alors :

1er Identité de Bianchi : DΘ = Ω∧ θ i.e. pour tous X,Y ∈ TuP, u ∈ P

DΘ(X,Y, Z) =
1

3
(Ω(X,Y )θ(Z) + Ω(Y,Z)θ(X) + Ω(Z,X)Θ(Y ))

(2.4)

2iemme Identité de Bianchi :

DΩ = 0 (2.5)

Preuve. Nous avons déja démontrer la 2iemme Identité de Bianchi dans le
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Théorème 2.1.1. démontrons la 1er Identité de Bianchi's On a :

dθ = −ω ∧ θ + Θ ⇒ d2θ = −dω ∧ θ + ω ∧ dθ + dΘ

⇒ 0 = −dω ∧ θ + ω ∧ dθ + dΘ

⇒ dΘ = dω ∧ θ − ω ∧ dθ

DΘ (X1, X2, X3) = dΘ (hX1, hX2, hX3)

= (dω ∧ θ) (hX1, hX2, hX3)− (ω ∧ dθ) (hX1, hX2, hX3)

=
1

3

∑
σ∈∆3

ε(σ)dω
(
hXσ(1), hXσ(2)

)
θ
(
hXσ(3)

)
−1

3

∑
σ∈∆3

ε(σ)ω
(
hXσ(1)

)
dθ
(
hXσ(2), hXσ(3)

)
=

1

3

∑
σ∈∆3

ε(σ)Ω
(
Xσ(1), Xσ(2)

)
θ
(
Xσ(3)

)
= (Ω ∧ θ) (X1, X2, X3)

car θ
(
hXσ(3)

)
= θ

(
Xσ(3)

)
, ω
(
hXσ(1)

)
= 0

Dé�nition 2.3.6. Soit ∇ une connexion linéaire sur M . Nous dé�nissons

le tenseur de torsion T et le tenseur de courbure R de la connexion ∇ par :

T (X,Y ) = φu

(
2Θ
(
Xh, Y h

))
et

R(X,Y )Z = φu

(
2Ω
(
Xh, Y h

) (
φ−1
u (Z)

)
où X,Y ∈ TxM,x ∈M et Xh, Y h ∈ TuP, u ∈ P, π(u) = x
et duπ

(
Xh
)

= X, duπ
(
Y h
)

= Y .

Remarque 2.3.4.

1. T est un tenseur de type (1, 2).

2. R est un tenseur de type (1, 3).

3. T est une application bilinéaire antisymétrique de TxM et

T (X,Y ) = −T (Y,X).

4. R(X,Y ) est une application linéaire de TxM et R(X,Y ) = −R(Y,X).

Théorème 2.3.3. Soient le tenseur de torsion T et letenseur de courbure

R alors pour tous X,Y, Z ∈ X(M) :

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

et

R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z
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Lemme 2.3.1. Pour tous X,Y ∈ X(M) et Xh, Y h ∈ X(P )

(∇XY )x = φu

(
Xh
uθ
(
Y h
))

Preuve. (de Lemme (2.3.1))

On a (∇XY )x = ∇XxY , d'après le lemme 2.2.1 , (∇XY )x = φu
(
Xhf

)
avec

f ∈ (FP,Rn) et
f(u) = φ−1

u (Yx)

= φ−1
u

(
duπ

(
Y h
u

))
= θ

(
Y h
u

)
donc f = θ

(
Y h
)
d'où (∇XY )x = φu

(
Xh
uθ
(
Y h
))

Preuve. (de Théorème (2.3.3)

Soient Xh, Y h et Zh les relèvements horizontaux de X,Y et Z respective-

ment.

1. T (Xx, Yx) = φu
(
2Θ
(
Xh
u , Y

h
u

))
= φu

(
2Dθ

(
Xh
u , Y

h
u

))
= φu

(
2dθ

(
Xh
u , Y

h
u

))
= φu

(
Xh
uθ
(
Y h
)
− Y h

u

(
θXh

)
− θ

[
Xh, Y h

]
u

)
= φu

(
Xh
u

(
θ
(
Y h
)))
− φu

(
Y h
u

(
θXh

))
− φu

(
θ
[
Xh, Y h

]
u

)
= ∇XxY −∇YxX − [X,Y ]x

= (∇XY −∇YX − [X,Y ])x

Car

φu

(
θ
[
Xh, Y h

]
u

)
= φu ◦ φ−1

u

(
duπ

[
Xh, Y h

]
u

)
= duπ

[
Xh, Y h

]
u

= duπh
[
Xh, Y h

]
u

= [X,Y ]x

2. On pose f = θ
(
Zh
)
∈ F (P,Rn)(

[∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z
)
x

= (∇X∇Y Z)x − (∇Y∇XZ)x −
(
∇[X,Y ]Z

)
x
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(∇X∇Y Z)x = ∇Xx (∇Y Z)

= φu

(
Xh
u

(
θ (∇Y Z)h

))
= φu

(
Xh
u

(
φ−1
u

(
duπ (∇Y Z)h

)))
= φu

(
Xh
u

(
φ−1
u (∇Y Z)

))
= φu

(
Xh
u

(
φ−1
u

(
φu
(
Y hf

))))
= φu

(
Xh
u

(
Y hf

))
(∇Y∇XZ)x = φu

(
Y h
u

(
Xhf

))(
∇[X,Y ]Z

)
x

= φu
(
[X,Y ]huf

)
= φu

((
h
[
Xh, Y h

])
u
f
)

(
[∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

)
x

= φu
(
Xh
u

(
Y hf

)
− Y h

u

(
Xhf

)
−
(
h
[
Xh, Y h

])
u
f
)

= φu
([
Xh, Y h

])
u
f −

(
h
[
Xh, Y h

])
u
f
)

= φu
((
v
[
Xh, Y h

])
u
f
)

Soit A ∈ g = gl(n,R) tel que A∗u =
(
v
[
Xh, Y h

])
u

2Ω
(
Xh
u , Y

h
u

)
= 2Dω

(
Xh
u , Y

h
u

)
= 2dω

(
Xh
u , Y

h
u

)
= Xh

u

(
ω
(
Y h
))
− Y h

u

(
ω
(
Xh
))
− ω

[
Xh, Y h

]
u

= −ω
[
Xh, Y h

]
u

= −ω
((
v
[
Xh, Y h

])
u

)
= −A

Soit at = exptA le sous groupe à un paramètre associé à A.

A∗uf = lim
t→0

1

t
(f (u · at)− f(u))

= lim
t→0

1

t

(
φa−1

t
(f(u))− f(u)

)
= lim

t→0

1

t

(
φa−t(f(u))− f(u)

)
= − lim

t→0

1

t
(φat(f(u))− f(u))

= −A(f(u))(
[∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

)
x

= φu

((
v
[
Xh, Y h

])
u
f
)

= φu (A∗uf)

= φu(−A(f(u)))

= φu

(
2Ω
(
Xh
u , Y

h
u

)
(f(u))

)
= φu

(
2Ω
(
Xh
u , Y

h
u

) (
φ−1
u (Zx)

))
= R (Xx, Yx)Zx
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Dé�nition 2.3.7. Soit ∇ une connexion linéaire surM,
(
xi
)
i=1,n

un systeme

de coordonnées locales dans un ouvert U ⊂M ,alors

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
, Γkij ∈ C∞(U)

Les fonctions Γkij sont appellées les symboles de Christo�el ou les composontes

de la connexion linéaire ∇.

Remarque 2.3.5. Si X = Xi ∂

∂xi
et Y = Y j ∂

∂xj
:

∇XY = ∇Xi ∂

∂xi
Y j ∂

∂xj

= Xi ∂

∂xi
Y j ∂

∂xj
+XiY j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

= Xi ∂

∂xi
Y j ∂

∂xj
+XiY jΓkij

∂

∂xk

=

(
Xi ∂

∂xi
Y k +XiY jΓkij

)
∂

∂xk

Proposition 2.3.4. Soit ∇ une connexion linéaire surM et Γkij , Γ̄
k
ij les com-

posontes de ∇ correspondants à les systemes de coordonnées locales
(
xi
)
i=1,n

et
(
x̄i
)
i=1,n

respectivement alors :

Γ̄rpq =
∑
i,j,k

Γkij
∂xi

∂x̄p
· ∂x

j

∂x̄q
· ∂x̄

r

∂xk
+
∑
k

∂2xk

∂x̄p∂x̄q
· ∂x̄

r

∂xk

Preuve. Soient
(
xi
)
i=1,n

et
(
x̄i
)
i=1,n

deux systemes de coordonnées locales.

tels que
∂

∂x̄p
= aip

∂

∂xi
et

∂

∂xp
= āip

∂

∂x̄i
, où

(
aip
)

=

(
∂xi

∂x̄p

)
la matrice de

Jacobi et
(
āip
)

=

(
∂x̄i

∂xp

)
=
(
aip
)−1

.
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On a ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
et ∇ ∂

∂x̄p

∂

∂x̄q
= Γ̄rpq

∂

∂x̄r

∇ ∂
∂xp

∂

∂x̄q
= ∇aip θ

∂xi
ajq

∂

∂xj

= aip
∂

∂xi
(
ajq
) ∂

∂xj
+ aipa

j
qΓ

k
ij

∂

∂xk

=

(
aip

∂

∂xi

(
akq

)
+ aipa

j
qΓ

k
ij

)
∂

∂xk

=

(
aip

∂

∂xi

(
akq

)
+ aipa

j
qΓ

k
ij

)
ārk

∂

∂xr

=

(
aip

∂

∂xi

(
akq

)
ārk + aipa

j
qā
r
kΓ

k
ij

)
∂

∂xr

=

(
∂xi

∂x̄p
∂

∂xi

(
∂xk

∂x̄q

)
∂x̄r

∂xk
+
∂xi

∂x̄p
∂xj

∂x̄q
∂x̄r

∂xk
Γkij

)
∂

∂xr

=

(
∂2xk

∂x̄p∂x̄q
∂x̄r

∂xk
+
∂xi

∂x̄p
∂xj

∂x̄q
∂x̄r

∂xk
Γkij

)
∂

∂xr

Donc Γ̄rpq =
∂2xk

∂x̄p∂x̄q
∂x̄r

∂xk
+
∂xi

∂x̄p
∂xj

∂x̄q
∂x̄r

∂xk
Γkij

Remarque 2.3.6. Les composantes T kih de la torsion T et les composantes

Rlijk de la courbure sont dé�nie par :

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= T kih et R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rlijk

∂

∂xl

Proposition 2.3.5. Nous avons

T kih = Γkij − Γkji et R
l
ijk =

∂

∂xi
Γljk −

∂

∂xj
Γlik +

n∑
m=1

(
ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik

)
Preuve.

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rlijk

∂

∂xl

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= ∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
−∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk

= ∇ ∂

∂xi

(
Γmjk

∂

∂xm

)
−∇ ∂

∂xj

(
Γmik

∂

∂xm

)
=

∂

∂xi
(
Γmjk
) ∂

∂xm
+ Γmjk∇ θ

∂xi

∂

∂xm
− ∂

∂xj
(Γmik)

∂

∂xm
− Γmik∇ θ

∂xj

∂

∂xm

=

(
∂

∂xi
(
Γmjk
)
− ∂

∂xj
(Γmik)

)
∂

∂xm
+
(

ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik

) ∂

∂xl

=

(
∂

∂xi

(
Γljk

)
− ∂

∂xj

(
Γlik

)
+

n∑
m=1

(
ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik

)) ∂

∂xl
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Donc Rlijk = ∂
∂xi

Γljk −
∂
∂xj

Γlik +
∑n

m=1

(
ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik

)
.

Dé�nition 2.3.8. Une connexion linéaire ∇ sur M est dite localement sy-

métrique si elle existe une carte (U,ϕ) sur M telle que Γkij = Γkji pour tous
i, j, k.

Proposition 2.3.6. Une connexion linéaire ∇ est symétrique sur U ⊂ M
si seulement si T (X,Y ) = 0 pour tous X,Y ∈ X(U).

Preuve. pour X = Xi ∂
∂xi
, Y = Y j ∂

∂xj
∈ X(U) :

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

= Xi ∂

∂xi
(
Y j
) ∂

∂xj
+XiY j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
− Y j ∂

∂xj
(
xi
) ∂

∂xi

− Y jXi∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−Xi ∂

∂xi
(
Y j
) ∂

∂xj
+ Y j ∂

∂xj
(
xi
) ∂

∂xi

= XiY j

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)
= XiY j

(
Γkij − Γkji

) ∂

∂xk

Donc T (X,Y ) = 0⇔ Γkij = Γkji

Dé�nition 2.3.9. Une connexion linéaire est dite symétrique si elle est sans

torsion i.e. T = 0.

Dé�nition 2.3.10. Une connexion linéaire ∇ sur M est dite localement

plate, si elle existe une carte (U,ϕ) sur M telle que Γkij = 0 pour tous i, j, k.

Remarque 2.3.7.

1. Toute connexion linéaire localement plate est localement symétrique.

2. Une connexion est plate si Γkij = 0 pour tous i, j, k sur M .



Chapitre 3

Métriques Riemanniennes dans
une Varieté

3.1 Varieté Riemannienne

Dé�nition 3.1.1. Soit M une variéré di�érentiable. Une métrique Rieman-

nienne g sur M est un Tenseur de type (0, 2); tel que pour tout x ∈ M
l'application gx : TxM × TxM → R est une application bilinéaire, symé-

trique, dé�nie positive et non dégénérée. M munie la métrique g est appelée

varieté Riemannienne, notée (M ; g).

Remarque 3.1.1. Dans un système de coordonnées locales
(
x1, . . . , xn

)
.

Les composantes de g sont gij = g
(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
, où (gij) est la matrice de g.

Exemple 3.1.1.

1. (Rn, g0) est une varieté Riemannienne, où g0 le produit scalaire usuel

sur Rn tel que

g0

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= δij

2. Dn = {x ∈, ‖x‖ < 1} muni la métrique hyperbolique g dé�nie par

g(X,Y ) =
4

(1− ‖x‖2)2 · g0(X,Y )

X,Y ∈ TxRn, x ∈ Dn est une varieté Riemannienne.

3.2 Connexion Riemannienne

Dé�nition 3.2.1. On dit qu'une connexion linéaire sur une varieté Rieman-

nienne (M ; g) est métrique ou Riemannienne si g est parallèle i.e. ∇g = 0.

57
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Théorème 3.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, l'application

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

dé�nie par la formule :

2g (∇XY,Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y ))

+g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]) (3.1)

est une connexion linéaire sur la variété Riemannienne (M, g), appelée connexion
de LeviCivita.

Preuve. Pour tout X,Y, Z ∈ X(M) et f ∈ C∞(M) on a :

1.

2g (∇fXY,Z) = fX(g(Y,Z)) + Y (g(Z, fX))− Z(g(fX, Y )) + g(Z, [fX, Y ])

+g(Y, [Z, fX])− g(fX, [Y, Z])

= fX(g(Y,Z)) + Y (f)g(Z,X) + fY (g(Z,X))− Z(f)g(X,Y )

−fZ(g(X,Y ))− Y (f)g(Z,X) + fg(Z, [X,Y ])

+Z(f)g(Y,X) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= fX(g(Y,Z)) + fY (g(Z,X))− fZ(g(X,Y )) + fg(Z, [X,Y ])

+fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= 2fg (∇XY,Z)

= 2g (f∇XY,Z)

et comme g est non dégénérée on a,∇fXY = f∇XY
2.

2g (∇X+WY, Z) = (X +W )(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X +W ))− Z(g(X +W,Y ))

+g(Z, [X +W,Y ]) + g(Y, [Z,X +W ])− g(X +W, [Y,Z])

= X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g(Z, [X,Y ])

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]) +W (g(Y, Z)) + Y (g(Z,W ))

−Z(g(W,Y )) + g(Z, [W,Y ]) + g(Y, [Z,W ])− g(W, [Y,Z])

= 2g (∇XY, Z) + 2g (∇WY,Z)

= 2g (∇XY +∇WY,Z)

d'où,∇X+WY = ∇XY +∇WY .
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3.

2g (∇XfY, Z) = X(g(fY, Z)) + fY (g(Z,X))− Z(g(X, fY )) + g(Z, [X, fY ])

+g(fY, [Z,X])− g(X, [fY, Z])

= X(f)g(Y,Z) + fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− Z(f)g(X,Y )

−fZ(g(X,Y )) +X(f)g(Z, Y ) + fg(Z, [X,Y ]) + fg(Y, [Z,X])

+Z(f)g(X,Y )− fg(X, [Y,Z])

= 2X(f)g(Y,Z) + fX(g(Y,Z)) + fY (g(Z,X))− fZ(g(X,Y ))

+fg(Z, [X,Y ]) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y,Z])

= 2X(f)g(Y,Z) + 2fg (∇XY,Z)

= 2g (X(f)Y + f∇XY,Z)

d'où ∇XfY = X(f)Y + f∇XY .
4. De même manière on obtient, ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

Donc ∇ est une connexion linéaire sur la variété Riemannienne (M, g).

Théorème 3.2.2. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion

de Levi-Civita est l'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec

g.

Preuve.

• On permute X et Y dans (3.1) et soustrait membre à membre ce qui

donne

2g (∇XY, Z)− 2g (∇YX,Z) = 2g([X,Y ], Z)

c'est à dire T (X,Y ) = 0.

• On permute Y et Z dans (3.1) et additionnant membre à membre

2g (∇XY, Z) + 2g (∇XZ, Y ) = 2Xg(Y,Z)

c'est à dire 2 (∇Xg) (Y,Z) = 0 i.e. ∇g = 0.

celà prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique

g sur M. Comme g est non dégénérée, cette relation (3.1) détermine complè-

tement la connexion ∇, ce qui donne l'unicité.

Proposition 3.2.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension

n et ∇ la connexion de LeviCivita. Si (U,ϕ) est une carte sur M avec les

champs de bases ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn associés, alors les coe�cients de Christo�el Γkij

sont donnés par :

Γkij =
n∑
l=1

1

2
glk
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
(3.2)

où, gij sont les coordonneés de g relativement à la carte (U,ϕ).
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Preuve. On a ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= Γmij
∂

∂xm , D'après la relation (3.1) on trouve :

2g

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
=

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

2g

(
Γmij

∂

∂xm
,
∂

∂xl

)
=

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

n∑
m=1

Γmij gml =
1

2

(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
n∑
l=1

(
n∑

m=1

Γmij gml

)
glk =

n∑
l=1

1

2
glk
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
n∑

m=1

Γmij

(
n∑
l=1

gmlg
lk

)
=

n∑
l=1

1

2
glk
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
n∑

m=1

Γmij δ
k
m =

n∑
l=1

1

2
glk
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)

Γkij =
n∑
l=1

1

2
glk
(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
Exemple 3.2.1. Soit la boule ouverte Dn = {x ∈ Rn | ‖u‖ < 1} de Rn munie

la métrique hyperpolique g donnée par Les composantes

gij(x) =
4δij

(1− ‖x‖2)2 , x ∈ Dn

D'après la formule (3.2) les symboles de Christo�el sont :

Γjij(x) = Γjji(x)

= −Γijj(x)

= Γiii(x)

=
2xi

1− ‖x‖2

pour i 6= j
Γkij(x) = 0 pour i, j et k = 1, ..n; deux à deux distincts.
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3.3 La courbure Riemannienne

Dé�nition 3.3.1. Soit (M ; g) une varieté Riemannienne. Le tenseur de

courbure Riemannienne est un tenseur de type (1, 3), notée R tel que

∀X,Y, Z ∈ X(M), R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

Proposition 3.3.1. R véri�e les propriétés suivantes : pour tous X,Y, Z ∈
X(M).

• g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(Y,X)Z,W )

• g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(X,Y )W,Z)

• g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(Y,X)W,Z)

• g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X,Y )



Chapitre 4

Connexions et Métriques dans
R

4.1 La Structure Di�érentiable Canonique de R

4.1.1 La Variété R

Rappelons d'abord la structure di�érentiable de R :

•R muni l'atlas {(R, IdR)} est une variété di�érentiable de dimension
1 et de classe C∞.

• Pour tout x ∈ R, TxR =
{
f(x) d

dx

∣∣
x
, f ∈ C∞(R)

}
.

•TxR est linéairement isomorphe à R
• TR est di�éomorphe à R2

• L'algèbre des champs de vecteurs sur R est

X(R) =

{
f
d

dx
, f ∈ C∞(R)

}
• Tout champ de vecteurs sur R est représenté par une fonction de classe
C∞(R). i.el'application :

C∞(R) −→ X(R)

f 7−→ X = f · d
dx

est un isomorphisme linéaire.

4.1.2 Di�éomorphisme de R

Dé�nition 4.1.1. Un di�éomorphisme de classe Ck, (k ≥ 1) de R est une

fonction f : R → R telle que f est bijective, f est de classe Ck et f−1 de

classe Ck.
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Exemple 4.1.1.
La fonction f dé�nie par f(x) = 1 + 2x est une C∞ di�éomorphisme sur R.
La fonction h dé�nie par h(x) = 1

3x
3 + 2x− 5 est une C∞ di�éomorphisme

sur R.

4.2 Connexions Linéaires dans R

4.2.1 Connexion Linéaire dans R

Dé�nition 4.2.1. Une connexion linéaire dans R est une application

∇ : X(R)× X(R) −→ X(R)

(X,Y ) 7−→ ∇XY

telle que :

•∇fX+X′Y = f∇XY +∇X′Y oú X,X ′, Y ∈ X(R) et f ∈ C∞(R)

•∇X (λY + Y ′) = λ∇XY +∇XY ′ oú X,Y, Y ′ ∈ X(R) et λ ∈ R
•∇XfY = X(f)Y + f∇XY oú X,Y ∈ X(R) et f ∈ C∞(R)

Remarque 4.2.1.

•∇ d
dx

d
dx = Γ d

dx où Γ = Γ1
11 le symbole de Christo�el, et Γ ∈ C∞(R).

• Si X = f · ddx , Y = g · ddx alors ∇XY = (f · g′ + f · g · Γ) d
dx

• On note Cl (R) l'ensemble des connexions linéaires dans R, alors :

l'application :
C∞(R) −→ Cl(R)

f 7−→ ∇f = ∇

est un isomorphisme linéaire , avec ∇fd
dx

d
dx = Γf

d
dx . D'où la proposi-

tion suivante

Proposition 4.2.1. Toute connexion linéaire de classe C∞ dans R est re-

présentée par une fonction de classe C∞(R).

Proposition 4.2.2. Toutes les connexions linéaires dans R sont localements

plates.

Preuve. Soit ∇ une connexion linéaire de torsion T et de courbure R alors :

Les tenseurs de torsion et de courbure sont antisymétriques dont nulles en

dimension 1. Donc ∇ est une connexion linéaire localement plate.
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4.2.2 Connexions Linéaires Di�éomorphes

Dé�nition 4.2.2. Deux connexions linéaires ∇ et ∇̄ dans R sont di�éo-

morphes (∇ ∼ ∇̄) s'il existe un di�éomorphisme f de R qui transforme

∇ȧ∇̄ i.e. f∗∇ = ∇̄. c'est- à -dire pour tous X,Y ∈ X(R)

f∗ (∇XY ) = ∇̄f∗Xf∗Y

Remarque 4.2.2. (∇ ∼ ∇̄)⇔ il existe un C∞ -di�éomorphisme f de R tel

que, pour tous X,Y ∈ X(R)

f∗ (∇XY ) = ∇̄f∗Xf∗Y

∼ est une relation d'équivalence sur l'ensemble Cl(R).

Proposition 4.2.3. Si f est un C∞ -di�éomorphisme de R alors :

f∗

(
∇ d

dx

d

dx

)
= ∇̄f∗ ddx f∗

d

dx
⇔ Γ(x) =

f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x))

où ∇ d
dx

d
dx = Γ d

dx , ∇̄ d
dx

d
dx = Γ̄ d

dx et Γ, Γ̄ ∈ C∞(R).

Preuve. Soient fC∞ -di�éomorphisme de R et x, y ∈ R tels que f(x) = y
∇ d

dx

d
dx = Γ d

dx , ∇̄ d
dx

d
dx = Γ̄ d

dx et Γ, Γ̄ ∈ C∞(R)

f∗

(
∇ d

dx

d

dx

)∣∣∣∣
y

= f∗

(
Γ
d

dx

)∣∣∣∣
y

= df−1(y)f

(
Γ
(
f−1(y)

) d

dx

∣∣∣∣
f−1(y)

)

= dxf

(
Γ(x)

d

dx

∣∣∣∣
x

)
= Γ(x)dxf

(
d

dx

∣∣∣∣
x

)
= Γ(x)f ′(x)

d

dy

∣∣∣∣
y

. . . . . . (1)(
∇̄f∗ ddx f∗

d

dx

)∣∣∣∣
y

= ∇̄(f∗ ddx) |y
f∗

d

dx



4.2. Connexions Linéaires dans R 65

Mais (
f∗

d

dx

)∣∣∣∣
y

=

(
df ◦ d

dx
◦ f−1

)∣∣∣∣
y

= df−1(y)f

(
d

dx

∣∣∣∣
f−1(y)

)

= dxf

(
d

dx

∣∣∣∣
x

)
= f ′(x)

d

dy

∣∣∣∣
y

= f ′
(
f−1(y)

) d
dy

∣∣∣∣
y

=
(
f ′ ◦ f−1

)
(y)

d

dy

∣∣∣∣
y

alors : f∗
d
dx =

(
f ′ ◦ f−1

)
d
dy

donc :

∇̄(f∗ ddx)|
y

f∗
d

dx
= ∇̄

f ′(x) d
dy

∣∣∣
y

(
f ′ ◦ f−1

) d
dy

= f ′(x)

[
d

dy

(
f ′ ◦ f−1

)
(y)

d

dy

∣∣∣∣
y

+
(
f ′ ◦ f−1

)
(y)∇̄ d

dy

∣∣∣
y

d

dy

]

= f ′(x)

[
d

dx
f ′
(
f−1(y)

) dx
dy

d

dy

∣∣∣∣
y

+ f ′
(
f−1(y)

)
Γ̄(y)

d

dy

∣∣∣∣
y

]

= f ′(x)

[
d

dx
f ′(x)

1

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(y)

]
d

dy

∣∣∣∣
y

= f ′(x)

[
f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x))

]
d

dy

∣∣∣∣
y

. . . . . . (2)

En résulte de (1) et (2)

Γ(x) =
f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x))

pour tout x ∈ R.

Exemple 4.2.1. Les connexions linéaires qui sont dé�ni par les deux fonc-

tions Γ(x) = 8 + 4x et Γ̄(x) = 3 + x sont di�éomorphes. En e�et soit le

di�éomorphisme f tel que f(x) = 2x+ 1.

f est un solution de l'équation di�érentielle Γ(x) =
f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x)).

Proposition 4.2.4. Deux connexions linéaires dans R ne sont pas toujours

di�éomorphes.
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Preuve. Pour toutes Γ, Γ̄ ∈ C∞(R), la solution génerale f de l'équation dif-

férentielle Γ(x) =
f ′′(x)

f ′(x)
+f ′(x)Γ̄(f(x)), x ∈ R, n' est un pas di�émorphisme

de R. On a le contre exemple suivant : Pour Γ = 1 et Γ̄ = 0 alors :

l'équation di�érentielle 1 =
f ′′(x)

f ′(x)
dont la solution génerale est f(x) = kex+c

où k ∈ R∗, c ∈ R
f est une fonction injective, non surjective sur R car

f(R) =

{
]c,+∞[( R si k > 0
]−∞, c[( R si k < 0

Donc f(R) 6= R i.e. ( f non surjective).

Alors f n'est pas un di�émorphisme sur R.

Proposition 4.2.5. Toutes les connexions linéaires dans R sont deux à deux

localement di�éomorphes.

Preuve. Soit ∇ et ∇̄ deux connexions linéaires qui sont dé�ni par les deux

fonctions de classe C∞(R)Γ et Γ̄ rèspectivement. On cherche f solution de

l'équation di�érentielle Γ(x) =
f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x)) (?)

posons X(x) = ln |f ′(x)|, l'équation di�érentielle (?) s'écrit sous la forme
d

dx
X(x) = F (X(x), x). pour tout ξ ∈ R on associe le probleme de cauchy :

d

dx
X(x) = F (X(x), x)

X(0) = ξ (?, ?)

d'après le théorème d'existence et d'unicité des équations di�érentielles, le

probleme de cauchy possed une une seule solution maximale. il existe ε > 0,
pour tout x ∈ [−ε, ε] le probleme (?, ?) possede une solution maximale X sur

l'intervalle [−ε, ε].

Dé�nition 4.2.3. On dé�nit l'ensemble des classes d'équivalences (classes

d'isomorphisme) de la relation d'équivalence ∼ sur l'ensemble Cl(R).

Cl(R)/ ∼=
{

[Γ̄], Γ̄ ∈ C∞(R)
}

Où [Γ̄] la classe d'équivalence de Γ̄.

[Γ̄] =

{
Γ ∈ C∞(R),Γ(x) =

f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x))

}
Où f : R→ R est un C∞ -di�émorphisme. L'ensemble Cl(R)/ ∼ est appelé

le module de connexions linéaires sur R noté MCL(R).
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4.3 Métriques Riemanniennes sur R

4.3.1 Métrique Riemannienne sur R

Dé�nition 4.3.1. Une métrique Riemannienne g sur R est un tenseur de

type (0, 2) sur R telle que pour tout x ∈ R, gx : TxR× TxR→ R est une ap-

plication bilinéaire, symétrique et dé�nie positive. ( R, g ) est appelée variété

Riemannienne.

Remarque 4.3.1. pour tout x ∈ R :

gx : R× R −→ R
(X,Y ) 7−→ gx(X,Y ) = a(x) ·X · Y

Où a(x) est une matrice d'un seul élement.

• gx est dé�nie positive ⇔ gx(X,X) > 0⇔ a(x) > 0, pour tout x ∈ R.
• gx est de classe C∞ ⇔ a est une fonction de classe C∞.

• On note Mr(R) l'ensemble des métriques Riemanniennes dans R,
alors l'application :

{a ∈ C∞(R), a > 0} −→Mr(R)

a 7−→ ga = g

est un isomorphisme linéaire avec gax(X,Y ) = a(x) ·X · Y

Proposition 4.3.1. Toute métrique Riemannienne dans R est réprésentée

par une fonction de classe C∞, et strictement positive.

Exemple 4.3.1.

• Les fonctions g1(x) = exp(x), g2(x) = 1.5 + sin(x), g3(x) = 2 + th(x)
sont des métriques Riemanniennes dans R.
• Les fonctions g1(x) = ln(x), g2(x) = cos(x), g3(x) = sh(x) ne sont pas
des métriques Riemanniennes dans R.

4.3.2 Métriques Riemanniennes Isométriques

Dé�nition 4.3.2. Deux métriques Riemanniennes g et ḡ dans R sont iso-

métriques (g ∼ ḡ) s'il existe un di�émorphisme f de R tel que f∗ḡ = g c'est

à dire, pour tout X,Y ∈ X(R)

f∗ḡ(X,Y ) = g(X,Y )

Remarque 4.3.2. (g ∼ ḡ)⇔ il existe un C∞ -di�éomorphisme f de R tels

que : pour tous X,Y ∈ X(R)

f∗ḡ(X,Y ) = g(X,Y )

∼ est une relation d'équivalence sur l'ensemble Mr(R).



4.3. Métriques Riemanniennes sur R 68

Proposition 4.3.2. Si f est un C∞ -di�éomorphisme de R alors, pour tout

x ∈ R

f∗ḡ

(
d

dx
,
d

dx

)
= g

(
d

dx
,
d

dx

)
⇔
(
f ′(x)

)2 · ā(f(x)) = a(x)

Preuve. Soient fC∞ -di�éomorphisme de R et x, y ∈ R tels que f(x) = y
avec gx

(
d
dx

∣∣
x
, d
dx

∣∣
x

)
= a(x) et ḡx

(
d
dx

∣∣
x
, d
dx

∣∣
x

)
= ā(x).

(f∗ḡ)x

(
d

dx

∣∣∣∣
x

,
d

dx

∣∣∣∣
x

)
= ḡf(x)

(
f∗

(
d

dx

)∣∣∣∣
f(x)

, f∗

(
d

dx

)∣∣∣∣
f(x)

)

= ḡf(x)

(
dxf

(
d

dx

∣∣∣∣
x

)
, dxf

(
d

dx

∣∣∣∣
x

))
= ḡf(x)

(
f ′(x)

d

dy

∣∣∣∣
f(x)

, f ′(x)
d

dy

∣∣∣∣
f(x)

)

=
(
f ′(x)

)2
ḡf(x)

(
d

dy

∣∣∣∣
f(x)

,
d

dy

∣∣∣∣
f(x)

)
=
(
f ′(x)

)2
ā(f(x))

Donc f∗ḡ
(
d
dx ,

d
dx

)
= g

(
d
dx ,

d
dx

)
⇔ (f ′(x))2 · ā(f(x)) = a(x), pour tout x ∈ R.

Exemple 4.3.2. Les métriques Riemanniennes qui sont dé�ni par les deux

fonctions a et ā telles que a(x) = 4e2x+1 et ā(x) = ex sont deux métriques

Riemanniennes isométriques. En e�et :
soit le di�éomorphisme f tel que f(x) = 2x + 1 , f est un solution de

l'équation di�érentielle (f ′(x))2 · ā(f(x)) = a(x).

Proposition 4.3.3. Deux métriques Riemanniennes dans R ne sont pas

toujours isométriques.

Preuve. Pour toutes a, ā ∈ C∞(R) et a, ā > 0, la solution génerale f de

l'équation di�érentielle (f ′(x))2 · ā(f(x)) = a(x), x ∈ R, n' est pas un di�é-

morphisme de R.
On a le contre exemple suivant :

Pour a(x) = e2x et ā(x) = 1, x ∈ R alors l'équation di�érentielle (f ′(x))2 =
e2x dont la solution génerale est f(x) = ±ex + c où c ∈ R. Mais f est une

fonction injective, non surjective sur R.
Alors f n'est pas un di�émorphisme sur R.

Proposition 4.3.4. Toutes les métriques Riemanniennes dans R sont deux

à deux localement isométriques.

Preuve. Soit g et ḡ deux métriques Riemanniennes qui sont dé�ni par les

deux fonctions de classe C∞(R)a et ā rèspectivement. On cherche f solution
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de l'équation di�érentielle (f ′(x))2 · ā(f(x)) = a(x)(∗). L'équation di�éren-

tielle (∗) s'écrit sous la forme d
dxX(x) = F (X(x), x). pour tout ξ on associe

le probleme de cauchy :
d

dx
X(x) = F (X(x), x)

X(0) = ξ (∗, ∗)

d'après le théorème d'existence et d'unicité des équations di�érentielles, le

probleme de cauchy possed une une seule solution maximale. il existe ε > 0,
pour tout x ∈ [−ε, ε] le probleme (?, ?) possede une solution maximale X sur

l'intervalle [−ε, ε].

Dé�nition 4.3.3. On dé�nit l'ensemble des classes d'équivalences (classes

d'isométrie) de la relation d'équivalence ∼ sur l'ensemble Mr(R).

Mr(R)/ ∼= {[ā], ā ∈ C∞(R), ā > 0}

où [ā] la classe d'équivalence de ā.

[ā] =
{
a ∈ C∞(R), a > 0, a(x) =

(
f ′(x)

)2 · ā(f(x))
}

où f : R→ R est un C∞ - di�émorphisme. L'ensemble Mr(R)/ ∼ est appelé

le module de métriques Riemanniennes dans R noté MMR (R).

4.3.3 Connexion Linéaire Métrique

Proposition 4.3.5. Toute connexion linéaire dans R est métrique.

Preuve. Soit ∇ une connexion linéaire dans (R, g) dé�nie par la fonction

Γ. Montrons que ∇ est métrique c'est à dire il existe une métrique g dans R
telle que ∇g = 0. Soit a ∈ C∞(R), g

(
d
dx ,

d
dx

)
(x) = a(x)(

∇ d
dx
g
)( d

dx
,
d

dx

)
(x) =

d

dx
g

(
d

dx
,
d

dx

)
(x)− g

(
∇ d

dx

d

dx
,
d

dx

)
(x)− g

(
d

dx
,∇ d

dx

d

dx

)
(x)

= a′(x)− 2g

(
Γ
d

dx
,
d

dx

)
(x)

= a′(x)− 2Γ(x)a(x)

Donc il su�t de poser a′(x)
a(x) = 2Γ(x) i.e a(x) = exp

(
2 ·
∫ x

0 Γ(t)dt
)
pour g est

parallèle.

Proposition 4.3.6. Soient ∇, ∇̄ deux connexions métriques dans R, et g ,

ḡ deux métriques compatibles avec ∇, ∇̄ respectivement alors :

g et ḡ sont isométriques ⇒ ∇ et ∇̄ sont di�éomorphes

.



4.3. Métriques Riemanniennes sur R 70

Preuve. Soit ∇ et ∇̄ deux connexions linéaires qui sont dé�ni par les deux

fonctions de classe C∞(R) Γ et Γ̄ rèspectivement.Soit g et ḡ deux métriques

Riemanniennes qui sont dé�ni par les deux fonctions de classe C∞(R)a et ā
rèspectivement telles que g et ḡ sont isométriques et compatibles avec ∇ et

∇̄ rèspectivement. il existe un C∞ -di�éomorphisme f de R tel que (f ′(x))2 ·
ā(f(x)) = a(x). Puis que :

∇g = 0⇒ Γ(x) =
a′(x)

2a(x)
⇒ a(x) = exp

(
2 ·
∫ x

0
Γ(t)dt

)

∇̄ḡ = 0⇒ Γ̄(x) =
ā′(x)

2 · ā(x)
⇒ ā(x) = exp

(
2 ·
∫ x

0
Γ̄(t)dt

)

(
f ′(x)

)2 · e(2·
∫ x
0 Γ̄(f(t))dt) = e(2·

∫ x
0 Γ(t)dt) ⇒ e2·ln|f ′(x)| · e

(
2 ·
∫ x

0
Γ̄(f(t))dt

)
= e(2·

∫ x
0 Γ(t)dt)

⇒ ln
∣∣f ′(x)

∣∣+

∫ x

0
Γ̄(f(t))dt

)
=

∫ x

0
Γ(t)dt

⇒ f ′′(x)

f ′(x)
+ f ′(x)Γ̄(f(x)) = Γ(x)

Alors ∇ et ∇̄ sont di�éomorphes.

Remarque 4.3.3. Soient ∇, ∇̄ deux connexions métriques dans R, et g, ḡ
deux métriques compatibles avec ∇, ∇̄ respectivement. Soit f un di�éomor-

phisme qui transforme ∇ en ∇̄,alors f ne transformer pas forcément g en ḡ.
On a le contre exemple suivante.

Exemple 4.3.3. Les deux connexions dé�nie par les fonctions Γ et Γ̄ telles

que Γ(x) = 8 + 4x et Γ̄(x) = 3 + x sont di�éomorphes. En e�et :

Soit le di�éomorphisme f tel que f(x) = 2x+ 1 , f est un solution de l'équa-

tion di�érentielle Γ(x) = f ′′(x)
f ′(x) + f ′(x)Γ̄(f(x)) . Mais les métriques dé�nie

par les fonctions a et ā telles que

a(x) = exp

(
2 ·
∫

Γ(x)dx

)
= exp

(
16x+ 4x2

)
, ā(x) = exp

(
2 ·
∫

Γ̄(x)dx

)
= exp

(
6x+ x2

)
ne sont pas isométriques, parce que f n'est pas un solution de l'équation

di�érentielle (f ′(x))2 · ā(f(x)) = a(x) .

4.3.4 Comparaisons deux Métriques Ayant la même Connexion

Proposition 4.3.7. Deux métriques Riemanniennes g1 et g2 de R ayant la

même Connexion métrique ∇, si seulement si g1 = kg2 et k ∈ R, k > 0.

Preuve.
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1. Soient g1 et g2 deux métriques sur R ayant la même Connexion ∇.

g1

(
d

dx
,
d

dx

)
= a1 , a1 > 0 et a1 ∈ C∞(R)

g2

(
d

dx
,
d

dx

)
= a2 , a2 > 0 et a2 ∈ C∞(R)

∇ d
dx

d

dx
= Γ

d

dx
et Γ ∈ C∞(R)

D'aprés la relation (3.2) on trouve Γ =
a′1
2a1

=
a′2
2a2
⇒ a1 = ka2 où

k ∈ R∗, k > 0.i.e g1 = kg2.

2. Soient g1 et g2 deux métriques sur R telles que g1 = kg2 et compatibles

avec ∇1,∇2 respectivement. on a :

a1 = ka2 et Γ1 =
a′1
2a1

=
ka′2
2ka2

=
a′2
2a2

=
a′2
2a2

= Γ2

donc Γ1 = Γ2 alors ∇1 = ∇2.
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