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Introduction

La thématique générale de recherche abordée dans ce mémoire concerne
tout d’abord la description de module des connexions linéaires dans la variété
R. Et en suite ’étude du probléme d’isomorphisme en abordant les classes
d’isomorphisme de connexions linéaires dans R.

Deux Connexions linéaires V et V dans R sont difféomorphes (isomorphes)
(V ~ V) 8’il existe un diffeomorphisme f de R qui transforme V & V . L’en-
semble des classes d’isomorphisme de connexions linéaies dans R est appelé
module des connexions linéaires dans la variété R.

On démontre que deux Connexions linéaires dans R ne sont pas tou-
jours difféeomorphes et la méme chose pour les métriques dans R ne sont
pas toujours isométriques et que localement toutes les connexions linéaires
sont difféomorphes et toutes les métriques sont isométriques. L’organisation
générale de ce manuscrit est décomposée en (quatre) chapitres :

* Le premier chapitre constitue une série de rappels sur les notions gé-
nérales de la géomeétrie (les variétés différentiables, ’espace tangant,
les tenseurs et les groupes de Lie). Ce chapitre est consacré a ’étude
des notions de fibrés ( le fibré principal, le fibré associé et le fibré vec-
toriel, en donnant des exemples, Surtout ’exemlpe du fibré principal
des reperes linéaires).

* Le deuxiéme chapitre traite de la connexion dans un fibré principal
en présentant la 1-forme d’une connexion dans un fibré principal, le
transport paralléle et la 2-forme de courbure d’une connexion. Dans
ce chapitre nous allons étudier la connexion dans un fibré vectoriel,
dérivation covariante d’une connexion dans un fibré vectoriel. Nous
allons étudier la connexion linéaire dans une variété, dérivation cova-
riante d’une connexion linéaire, a la fin de ce chapitre on définit le
tenseur de courbure et le tenseur de de torsion.

* Le Troisiéme chapitre traite les métriques Riemanniennes sur une
variété, connexion métrique, et connexion de Levi-Civita.

* Le quatriéme chapitre qui est la partie originale de ce travail, est consa-
cré & ’étude des connexions linéaires et métriques Riemanniennes
dans la variété R . Dans ce chapitre nous allons étudier les connexions
linéaires difféomorphes, et les métriques Riemanniennes isométres.Nous
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allons aussi comparer deux métriques Riemanniennes ayant la méme
connexion. Ce chapitre est le plus important car nous allons aussi
appliquer les notions précédentes sur la variété R .



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés Différentiables

1.1.1 Variété Différentiables

Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique séparé de (Hausorff), si
pour tout x € M, il existe un ouvert U de M contenant x, et un homéamor-
phisme ¢ : U — o(U), ot o(U) est un ouvert de R™. On dit que M est une
variété topologique de dimension n. Le couple (U, p) est une carte locale de
M.

Un ensemble de cartes {(Us, ¢i)};cp tel que la rénion des U; soit M tout
entier est appelé atlas de dimension n de la variété M.

Définition 1.1.2. Soit M une variété topologique de dimension n. On dit
que M est une variété différentiable de dimension n, et de classe CP(p > 1),
s’il existe un atlas {(Us, pi)};c; de M tel que pour tous i,j € I,U;NU; # 0,

©pjo (pi_l DY (UZ N Uj) — ©j (UZ N Uj)

est de classe CP(p > 1).
Nous dirons alors que Uatlas {(Us; ;) };c; est de classe CP(p > 1).

Exemple 1.1.1. R muni latlas {(R, Idg)} est une variété différentiable de
dimension 1 est de classe C°.

Définition 1.1.3. On dit qu’une fonction f : M — R est de classe C°,
si pour chaque carte {(U; )} de M la fonction fo o=t :o(U) — R est de
classe C™. L’ensemble des fonctions de classe C*° sur M noté C*°(M).
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1.1.2 Espace Tangent

Définition 1.1.4. Soient M une variété différentiable et x € M. Une appli-
cation A : C*®(M) — R est appelée une dérivation en x si elle satisfait les
reégles suivantes pour tous f,g € C°(M) :

1. A(f +9) = A(f) + Alg)
2. A(f-9) = A(f) - 9(z) + f(z) - Alg)
3. f est constante au voisinage de x = A(f) = 0.

L’ensemble de toutes les dirévations en x, s’appelle l'espace tangent
de M en x, il est noté T, M.Par définition un vecteur tangent de M
en x est un élément de T, M.

Exemple 1.1.2. Soit « : I — M un chemin sur M, ot I est un inter-
valle ouvert de R. On définie un vecteur tangent en x = a(t), noté &(t) par

a(t)f = %(foa)(t) avec f € C*°(M).
Remarque 1.1.1.

1. T, M est un espace vectoriel de dimension n.
2. Soit {(U; )}, une carte locale en point x € M.

i) p(z) = (21, 22,...,2") les coondonnées locales au voisinage de .

i) Une base de Ty M est donnée par les n dérivations -2

ox?
8. TM = Jyeps TeM est appelé le fibré tangent a M.

xT

4. TZM Uespace cotangent ¢ M en x. On sait que localement (%’m)

est une base de T, M. on note par (dml‘gg) sa base dual, nous avons

<dx ’x’a:c?$>_ ki

5. T*M = Jyep T M est appelé le fibré cotangent a M.

Définition 1.1.5. Soit M wune variété différentiable.

o w:TM — M la projection de TM sur M définie par w(x, X) = x est
une application surjective et de classe C.

e Une section de TM est une application X : M — T M telle que :
mToX = idM

e Une telle section de TM de classe C° est appelée champ de vecteurs
sur M. L’ensemble des champs de vecteurs de classe C*° sur M est
noté par X(M).
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Définition 1.1.6. Soit M une variété différentiable. Le crochet de Lie noté
[,], est définie par [X,Y] = XY =YX pour X, Y € X(M) vérifiant les
propriété suivantes :

1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.

2. [[X, Y], Z]+[[Y, Z], X]| + [[Z2,X],Y] =0, pour X, Y et Z € X(M)

3. [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY(f)X , pour XY € X(M) et

f,g € C>®(M)
0V 0x7\ & X »)
4 [X,Y] = (X’a’;f _yi g;);] 0i X = Xi ety = yi D

Définition 1.1.7. Soit f : M — N un difféomorphisme de classe C* |
(k>1).

o On définit Uapplication f. par

fe : X(M) — X(N)
X +— fuX)=dfoXof!

Pour tout y € N, (f(X)), = dj-1()f (Xf_1(y)) - f(X) est appellé
limage direct de X.

o On définit application f* par

FXN) — X(M)
Y o— ffY)= (), (Y)

fX(Y) est appellé limage inverse de Y.

Définition 1.1.8. Soit M une variété différentiable.

Une distribution S de dimension r(r < dimM) est une application qui associé
a chaque © € M un sous-espace vectoriel Sy de T, M.

Une distribution S est différentiable si pour tout x € M, il existe un voisinage
ouvert U de = et r champs de vecteurs X', ..., X" sur U telle que X;, s Xy
est une base de Sy pour tout y € U

Définition 1.1.9. Soit M une variété différentiable.
Un Groupe a un paramétre de transformations de M est une application
:Rx M — M avec p(t,z) = pi(x) telle que :

1. Vt e Ry : M — M est une transformations de M.

2. Vt,s € R, prys(x) = ¢ (ps(x)) et Ve € M |, po(z) = x.

Remarque 1.1.2. Tout groupe 4 un paramétre de transformations o, de M,
nduit un champ de vecteurs X tel que pour tout x € M, X, est un vecteur
tangent de la courbe x(t) = pi(x), c’est-a-dire :

d

at (pt(x)) o =Xz
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Définition 1.1.10. Soit U un ouvert de M et I un intervalle ouvert conte-
nant 0 . Groupe a un paramétre locale de transformations est une application
p: I xU — M avec o(t,z) = pi(x) telle que :

1.Vt €Iy, : U — o (U) est une diffeomorphisme.
2. Vt,s €1, p115(x) = 1t (ps(v)) etV €U, po(z) = 7.

Proposition 1.1.1. Soit X un champ de vecteurs sur une varieté differen-
tiable M. Pour chaque point xo de M il existe un voisinage ouvert U de xg
et un intervalle ouvert I contenant 0 de R et un groupe & un paramétre locale
de transformations pr : U — M,t € I induit X.

Proposition 1.1.2. Soit ¢ une transformations de M, si X le champ de
vecteurs associé au groupe 4 un parameétre locale de transformations @, alors

le champ de vecteurs ¢, X associé ¢ @ o p;o @ 1L

Preuve. C’est claire que ¢ o oy 0 0~ est un groupe & un paramétre locale

de transformations. Soit x € M ety = ¢ (x) € M comme ¢; associ¢
a X alors X, € T,M est vecteur tangent de la courbe z(t) = ¢i(y) avec

z(0) = po(y) =y :

(pxX)z = (dSOOXOSO*l)Z
= dy 1) (Xp1(2))
= dySD (Xy)

mais :

t=0

donc (p«X)y est un vecteur tangent de la courbe y(t) = (p o oo™ t) ().
1

Alors 0. X associé 4 oo p .
Proposition 1.1.3. Soient X, Y deux champs de vecteurs sur M et py le
groupe & un parameétre locale de transformations associé a X, alors :
.1
(X, V] =1lim — (Y — (1), Y)

t—0 ¢
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1.1.3 Tenseur

Définition 1.1.11.

e Pour tout x € M nous definissons l’espace vectoriel :

TPOIM=T,MRTM® - @T,MRITMQTM®--- @ T:M

-~

pfos g fots

o Un element T € ngp’g)M est un tenseur de type (p,q) au-dessus de

x. Dans une base associe a des coordonnées (xz au voisinage de x, il

s’ecrit :
T|, = T?l??“’lp(a;)i@)@ 0 (2)® - 0 (2) @ de!'| ®@da??| @ ---dxia
T J1J2°"Jq axil afﬁi? 8:L.ip - . N
e On note TP )N = UxeM Tz(p’Q)M Uespace vectoriel des tenseur de

type (p,q)-

Définition 1.1.12. Un champ de tenseurs de type (p,q) est une section de
classe C® de TWD M. L'ensemble des champs de tenseur de type (p,q) est
noté par TPOM .

Définition 1.1.13. Soient M, N deuz variétés différentiables.

e Soit f: M — N un diffécomorphisme de classe C*, (k > 1).
On définit Uapplication f* par :

fTO(N) — 7O (M)
T/ — f*T/
telle que :
Pour tous X1;...; X, € X(M) :

(f*T/) (Xl; e ';XT‘) =T (f* (Xl) Jeee ;f* (Xr))
Pour tout z € M :
(7)) (X155 X0)), = Ty ((f* (X)) pays---5 (f (XT))f(x))

(f*T") est appellé l’image inverse (Pull-back) de T".
o Soit f: M — N un difféomorphisme de classe C*, (k > 1).
On définit Uapplication f. par :
fo : TO (M) — TOM(N)
T — £T=(Y'T

(f<T) est appellé image direct de T.

Exemple 1.1.3. Tout champ de vecteurs est un champ de tenseurs de type
(1,0).
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1.1.4 Formes Différentielles

Définition 1.1.14. Soit M une variété différentiable de dimension n.
Une r -forme différentielle (ou plus brievement r -forme ) sur M est un
champ de tenseurs de type (0,7) complétement antisymétrique. Nous notons
Q7 (M) Uespace vectoriel de ces r formes.

Une r -forme différentielle est donc une application C°° (M) -multilinéaire

antisymétrique de X(M) x X(M) x --- x X(M)(r fois ) dans C°(M).

Définition 1.1.15. Pour tout x € M, posons \" T M [’espace vectoriel des
r -formes multilinéaire antisymétrique sur T, M. Définissons alors la variété

/T\T*M: U /T\T;M

zeM

appelée fibré des Formes différentielles. Alors toute r -Forme différentielle
est une section de classe C*° de ce Fibré.

Remarque 1.1.3.

o 5i (dwl) est une base locale des 1-formes différentielle au-dessus de
Uouvert U d’une carte locale de M de coordonnées locales (x’), nous
POSONS :

_ . ) 1 . A .
dzt Ada® N Nda't = = Y sign(o)datr ) @ da'r ™ @ - @ dat )
r.
UEET

ot X, le groupe des permutation de {1;...;n}, et sign(o) est la si-
gnature o.

Siip < --- <, alors les (da:il Adx2 A - A dz:“) engendrent locale-
ment Q" (M) c’est-a-dire toute r -forme w s’écrit au-dessus de U

w= E Wiyigi, ATt A dx A+ Ndx'
iy < iy

o Pour w e Q'(M) et n € Q°(M) nous pouvons définir le produit exté-
rieur w An € Q"TS(M) par la formule :

wAn (X17 T 7X7”+5) =

Z sign(U)w (Xa(l)a T 7Xa(r)) n (Xa(r+1)7 T 7X0'(r+s))

|
(T + S)' TEY 45

Ce produit donne & lespace vectoriel Q(M) = @, _, Q" (M) une struc-
ture d’algébre.

Définition 1.1.16. La différentielle extérieure est 'unique application
d: QM) — QM) telle que :
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e d est R -linéaire avec d (Q"(M)) C Q" TH(M).

e Pour f € C°(M) et X € X(M),df (X) = X(f).

e Pourw e Q" (M) et n € Q(M),dwAn) = (dw) An+ (=1)"w A (dn).
od>=0

o w= Zil<,._<“ Wigig i, dATINDT2NA- - - Ad'r = dw = Zi1<,,.<ir dwiyig.ip N
de"* Ndz N - Ndx*r
Proposition 1.1.4. Soit w une r -forme sur M alors :
dw (Xo, X X,) = ! ZT:(—W'X» X X, X
X X0 = S o (o i )
+Ti1 3 (-1 ([Xi,Xj],XO,...,Xi,...,Xj,...,XT)

0<i<j<r

Définition 1.1.17. Soit V un R -espace vectoriel de dimension p. Une r
-forme différentielle w o valeurss dans V' est une application R -multilinéaire
antisymétrique de TyM X T, M x ---x T, M (r fois ) vers V. Nous noterons
Q" (M, V) Uespace vectoriel de ces formes.

Si (ej) une base de V alors w = Z§:1 wlej et dw = Z§:1 dwie; ot w
sont des r -formes usuelles sur M.

1.1.5 Groupe de Lie et Algébre de Lie

Définition 1.1.18. Un groupe de Lie est un groupe muni d’une structure de
variété différentiable telle que :

GxG3(g,h)—ghecGGog—gled
sont des applications différentiables.

Remarque 1.1.4.

o Soit Lo : G — G telle que Ly(x) = ax , (resp Rq : G — G telle
que Ro(z) = xa) pour toul a € G les translation & gauche,(resp a
droite ). vérifient les proprietés suivantes : Ly o Ly = Lgp, Rg 0 Ry =
Rba,LaORb:RbOLa B et

L. = R.
idG (Lg o Ra—1) ()
(Ro-1 0 La) ()

= aza "

pour tous a,b et x € G
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e Un homomorphisme (resp. isomorphisme) de groupes de Lie est un
homomorphisme (resp. isomorphisme) de groupes entre deuz groupes
de Lie qui est différentiable.

Définition 1.1.19. Une algétre de Lie est un espace vectoriel g muni d’une
application bilinéaire antisymétrique [,] : g X g — @, vérifiant l'identité sui-
vante :VX,Y et Z € g

HXayLZ] + [[Yv ZLX} + [[Z7X]7Y} =0

Définition 1.1.20. Un homomorphisme (resp. isomorphisme) d’algébres de
Lie est une application linéaire (resp. linéaire et bijective) entre deux d’al-
gebres de Lie ¢ : g — b telle que :

VXY € g, [p(X), (V)] = o([X,Y])

Définition 1.1.21. Soit G un groupe de Lie et X € X(G) :
o X est invariant & gauche siVa € G, (L,), X = X i.e. Va,be G

dpLa (Xp) = Xab
o X est invariant & droite siVa € G, (R,), X = X i.e.Va,be G
dpRa (Xp) = Xpa

Remarque 1.1.5. Soit g l'ensemble des champs de wvecteurs invariants a
gauche dans un groupe de Lie G, g muni le crochet de Lie des champs de
vecteurs est une algébre de Lie. g appelée algébre de Lie d’un groupe de Lie.

Définition 1.1.22. Soit G un groupe de Lie et g l'algébre de Lie de groupe
de Lie G. L’application exponentielle est application exp : g — G telle que
pour tout X € g,exp X = @i(e), ot ¢ le groupe ¢ un parameétre associé a
X.

On pose a; = @i(e), ar appelé le sous-groupe a un paramétre associé a X,
vériefié a; = exp(tX), pi(x) = x - exp(tX).

Définition 1.1.23. Une représentation d’un groupe de Lie G sur un espace
vectoriel V' est un homomorphisme de groupes de Lie p : G — GI(V) ou
GIU(V) le groupe des isomorphismes de V.

Remarque 1.1.6.

o La eprésentation adjointe de G sur g noté par Ad : G — Gl(g), telle
que :

Ad,A = % (a-exp(tA)-a™') _ 4 (a-a;-a™t)

t=0 dt t=0
pour tout a € G et A € g.
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e a-a;-a ' le sous groupe & un parameétre associé a Adg,A pour tout
ac€eGetAcgy.

o Ady A= (R,—1), A pour tout a € G et A € g.

Définition 1.1.24. Soient G un groupe de Lie, et M une variété différen-
tiable. Une action & droite de G sur M est une application différentiable

MxG — M
(x,a) — z-a

telle que :
erx-e=xetx-(a-b)=(x-a)- bpourtout a,bec G el xec M.
o L’application Ry, : M — M telle que Ry,x = x.a pour tout a € G,x €
M est une transformation de M.

On dit que G agit différentiablement a droite sur M.

Remarque 1.1.7.

e On définit le stabilisateur G, de x € M par G, = {a € G, R,x =z} ;
les stabilisateurs G sont aussi appelés groupe d’isotropie de x.

e On dit que G agit librement sur M siVa € G,Vx € M,[Ryx = x = x = €]
ou bien Vx € M,G, = {e}

Définition 1.1.25. Soit A € g et p; le groupe o un paramétre associé ¢ A,
st G agit sur M a droite. On définit un champ de vecteurs A* € X(M) par :

AY d

x = % (Ratl’)

t=0
x € M,a; = pi(e).
A* est appelé le champ de vecteurs fondamental correspondant ¢ A.

Proposition 1.1.5. Soit G un groupe de Lie qui agit 6 droite sur une variété
M.

i)L’application o : g — X (M) telle que 0(A) = A* est homomorphisme
d’algébres de Lue.

i1) St G agit librement sur M pour chaque A € g, A # 0, alors o(A) # 0
sur X(M).
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Preuve.

i) Soit x € M on pose o, : G — M telle que o,(a) = x - a pour tout
a € G Alors (03), Ae = (0A)z, donc o est linéaire car (o), est
linéaire. Montons [0 A,oB] = [A, B] Soient AABe€g,xe M, Ona:

[cA,0B|, = [A*, B*], = lim © (B —

t—0 t r

(Ray)y : TuM — Typ.o M avee (Rq,), (A7) = ((Ra,), A7)

((Ray )., B*)m} et By, = (0B); = (04)-Be

T-at

Alors :

[0A,0Bl, = [A*, B*]

= lm = [B] — ((Ra), B"),]

= lim —[(02), Be = (02), (Aday—1 (Be))]
= (o4), Qin% % [Be — Adg,—1 (Be)]>

~ (0w), Qg%i [Be — (Ra,). Be])

= (o, (7 1B~ (0. 8.])

= (02), ([4, Ble) = (o[A, B])s

avec a; = py(e) et () =a-x .
Dot [0A,0B] = o[A,B] i.e. [A*, B*] = o[A, B]*. Alors o est un

homomorphisme d’algébre de Lie.
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i) Il suffit de monter que o est injective.

supposons que cA=0 — A*=0

d
= pour tout t et x € M, p (Rg,x) =0

= pour tout tx € M, R,,x = const
= pour toultx € M,Ry,x = Rgyz =«

et puis que G agit librement sur M i.e. pour tout t et x € M

Rpyz=z=a=c¢

Alors Ae = % (pe(e))

=4 (a)) = 0= A=0 donc o est injective.
Donc A# 0= cA #0.

1.2 Fibrés

1.2.1 Fibré Principal

Définition 1.2.1. Un fibré principal est la donnée d’un triplet (P, M,G) ou
P et M sont des variétés différentiables, G un groupe de Lie telles que les
conditions sutvantes sont satisfaites :

1. G agit librement & droite sur P.
2. M =P/G et n:P— M la projection canonique est différentiable.

3. Pour tout x de M, il existe un voisinage ouvert U de x, et un dif-
féomorphisme ¢ : 71 (U) — U x G tels que ¢(u) = (7(u), p(u)) et
o : 7 HU) = G avec p(u-a) = o(u). a pour tous u € 7=1(U),a € G.
Un fibré principal noté P(M,G,m) ou P(M,G).

Vocabulaire 1.2.1.

— P est appelé lespace total de fibré.

— M est appelé la base de fibré.

— G est appelé groupe structural du fibré.

— mY(x) est une sous variété de P, elle est appelée la fibre au-dessus
de x € M.

— pour tout x € M la fibre m=1(z) est diffémorphe 6 G , (les fibres sont
les orbites de l'ation ).

Définition 1.2.2. Soient G un groupe de Lie et M une variété différentiable,
G agit librement sur P = M x G pour chaque b € G,Ry : M x G = M x G
avec Ry(z,a) = (x,a - b) le fibré principal obtenu est appelé le fibré trivial.
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Remarque 1.2.1.

e Soit P(M,G) un fibré principal, d’aprés la proposition Uap-
plication o : g — X(P) telle que o(A) = A* est un homomorphisme
d’algébre de Lie.

e Pour tout u € P, A} € T,,P Uapplication : g 3 A — A} € T,,P est
un isomorphisme linéaire de g vers T, (w1 (x)) avec w(u) =z € M.
Car :

dimg = dim G = dim 7~ *(z) = dim T, (71’_1({[}))

et cette application est linéaire griace de linéairité de o.

Théoréme 1.2.1. Soit A* le champ de vecteurs fondamental correspondant
a A € g, pour tout a € G (Rg), A" est un champ de vecteurs fondamental
correspondant & (Ada—1) A € g.

Preuve. Soit A* le champ de vecteurs fondamental correspondant 4 A € g,
soit @i est le groupe a un paramétre associé 4 A. Puisque ay = pi(e) =
exp(tA), Rq, le groupe & un parameétre associé a A*. Pour touta € G, (R,), A*
est un champ de vecteurs sur P. d’aprés la proposition le groupe @
un paramétre R, o Ry, o R,—1 est associé a (R,), A*.

Mais Ryo Ry o Ry1 = Ry-1.4,.4 €t a~l-a;-a le sous groupe & un paramétre
associé o (Adg—1) A .

car :

d

(Ad,) A 4 (a-@ile)- a_l) _ 4 (a-exp(tA)- a_l) —(a-a- a_l)

T dt o dt o dt

Définition 1.2.3. Soit P(M,G) un fibré principal, et (Uy), e un recouvre-
ment ouvert de M. D’apreés la condition 8. de la définition , il existe un
difféomorphisme ¢o : 1 (Uy) — Uy X G tels que ¢po(u) = (7(u), pa(u)) et
o : T HUs) — G avec po(u-a) = po(u)-a pour tous u € 71 (Uy),a € G
Pour o, f € I,u € 71 ({Ua NUs), on a ps(u-a) - (pa(u-a))™" = @g(u) -
(palu)) ™" dépend de u car sivw' € 71 (U NUg) 0/ =u-bbe G, ona

1

o5 (1 - a) (o (W )) 7 = pp(ub-a)-(palu-b-a) ™" = pa(u)-(pa(w)

Nous avons défini des applications Vg, : Uo NUg — G par :

Ypa(m(u) = ps(u) - (palw) ™.

Les applications g, sont appelées les fonctions de transitions du fibré P(M, G)

correspondant  (Uy)yer -

Propriété 1.2.1.

t=0
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o Ypo(x) = (wag)_l (x) pour tout x € Uy N Ug.
® Vo) = Vyp(x) - Yga(x) pour tout v € Uy NUgNU,
o Yool(x) =€ pour tout x € U,.

Proposition 1.2.1. Soient M une variété différentiable, (Uy),c; un recou-
vrement ouvert de M, G un groupe de Lie et des applications g, : UoNUg —
G telle que Vya(x) = Vyp(x) - Ypalx) pour tout x € Uy NUg N U,. Alors il
exit une structure de fibré principal P(M,G) avec les applications g, sont
des fonctions de transitions.

Définition 1.2.4. Un homomorphisme de fibrés principauz f de P’ (M',G')
vers P(M,G) consiste en une application différentiable f' : P’ — P et un
homomorphisme f" : G' — G tels que f" (v -d’) = f' () f" (d’) pour tous
u' € P',ad’ € G' pour simplifier les notation nous notons f' et f” par f, on
obtient f (u'-d') = f (W) f(d') pour tous ' € P',a’ € G'. Si G' = G on
obtient f (u'-a') = f (W) f (a') pour tous v’ € P',ad' € G.

Définition 1.2.5. Soit P(M, G) un fibré principal. Une section de P est une
application o : M — P telle que w oo = idy i.e. (o(z) € 71 (z) pour tout
x € M). On note I'(P) l’ensemble des sections de P. Localement au-dessus
de chaque ouvert U on a ¢ : 7 Y(U) — G x P un difféomorphisme nous
avons des sections locales o : U — n=1(U) C P définie par o(x) = ¢~ L(x,e)
pour tout x € M .

Remarque 1.2.2. Soit (U,),c; un recouvrement ouvert de M, on a ¢ :
71 (Us) = Uq x G un difféomorphisme pour tout ov. 1o : Us NUg — G les
fonctions de transitions pour tous « et 8- 04 : Uy — P est une section sur
Ue définie par oq(z) = ¢3 (x,€) pour tous a. Si Uy NUg # ¢ pour tous o
et 5. On a :

(#a0@5") @) = (2 0alw) - (ps(w) ™" - a) = (@,as(a) - 0)
Donc :

(60:063") (2,€) = (2 Yas2)) = G (03(2)) = (2, s (2)
= op(z) = ¢5" (2, Pap(x))
= UB(‘T) = ¢;1(x76) : waﬂ(x)
= 05(x) = 0a(2) - Yas(@)

Exemple 1.2.1. Soit G un groupe de Lie, et H un sous groupe de Lie de
G. Nous posons G/H la variété quotient pour la relation d’équivalence sur
G définie par : a ~ a < 3b € Hya = a' - b. Alors G peut étre considéré
comme fibré principal de groupe structural H, de base G/H et de projection
m: G — G/H projection du quotient. l'action & droite de H est simplement
ar>a-b pourtoutb e H.
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Exemple 1.2.2. Soit M variété différentiable de dimension n. Un repére
linéaire u en point v € M est une base (X1, Xo,...,X,) de T,M. Nous
pouvons considérer l'ensemble L, (M) de tous les repéres en x.

Soit L(M) = Uyeps La (M) Uensemble de tous les reperes de M :

1. GL(n,R) agit librement sur L(M) par Uaction.
L(M) x GL(n,R) — L(M)
(u,a) —u-a

Oua= (aé) et u=(X1,Xo,...,X,) tels que u.a = (Y1,Ys,...,Y),)

etY; = Z] 10X

2. L(M)/GL(n,R) ~ M car L(M)/GL(n,R) = {[u] = Ly(M),u € L(M)}
et Uapplication m : L(M) — M telle que, pour tout x € M il existe
ue L(M),m(u) = [u] ==x.

3. Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x, et un dif-
féomorphisme ¢, soit (:UZ) les coordonnées locales dans U. Pour tout
u € L(M) un repére linéaire en point x, on a

n

0 0 0
u= (X1, Xo,...,Xp) etX; = ZXlka = ol (M,...,azn) une base deT,M
k=1

et XF € GL(n,R).
¢:m N (U) — U x GL(n,R)

ot = o (32)

Alors L(M)(M,GL(n,R)) est un fibré principal.

Définition 1.2.6. On définit :
e un isomorphisme ¢, : R* — T, M telle que ¢, (e;) = X; o (e;) la
base canonique de R™ et u = (X1, Xo,...,X,) un repére linéaire en
x € M,m(u) =x.

o une transformation ¢, : R* — R™ telle que :
n
6]) = Zaé‘ei et¢u-a = ¢u © ¢a
i=1

ol a = (aé) € GL(n,R) et u= (X1, Xo,...,Xy) € L(M)
Exemple 1.2.3. Soient P=R xR* M =R et G =R" :
1. G agit librement o droite sur P par action.

PxG-—P
(u,a) — Ry(u) =u-a=(x-a,y-a), otu=(z,y)
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2. Considérons M = P/G car R = (R x R*) /R* et

TP — M

u — w(u)=z, ot u=(x,y)

3. Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x et un difféo-
morphisme

¢:n N (U) —UxG
ur— ¢(u) = (r(u), p(u)) = (z,y)
Ot, u = (z,y),7(u) =z, 0(u) =y et p(u-a) = ¢(u) - a.
Alors P(L,G) est un fibré principal.

1.2.2 Fibré Associé

Définition 1.2.7. Soit P(M,G) un fibre principal et F une variete dif-
ferentiable, G agit & gauche sur F. Nous allons construire un fibre note
E(M,F,G,P) de fibre standard F, ce fibree s’appellera le fibré associe a
P. Nous definissons une action & droite de G sur P X I par :

GXxPxF—PXxF
(CL, (U,g)) — (u-a,a_l-é“)

On note E = P xg F le quotient de P X F par G. Nous avons tout d’abord
le diagramme commutatif suivant : O :

PxF . p
Pgl Jﬂ’
E—""~M

o Py est la projection sur la premiére composante de P X F.

e Pg est la projection de quotient, on note u - & = Pgr(u,§) pour tous
(u,§) € Px F avec u-§ = {(u-a,a_l-f) EPXF,CLGG}

e g est la projection du fibre E definie par mp(u-§) = w(u). On a pour
tout x € M, il existe U un voisinage ouvert de x d’apés la trosieme
condition de définition de o : 7 Y(U) — G, nous avons une
application g : 15 (U) — F avec pp(u- &) = ¢(u) - & pour tous
& e F. telle que Uapplication ¢ : ﬂ'gl(U) — U X F tels que

est une diffeomorphisme par la condition que FEI(U) est un ouvert
de E. La differentiabilite de wg est induite par celle de w et de Pg.
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Proposition 1.2.2. Soient P(M,G) un fibre principal et E(M, F,G, P) un
fibré associe o P. La projection

pg: PxXF —F

induite une diffeomorphisme :
Gy F—> ﬂgl(x)
§— ¢u(8) = pe(u,§)
et Oy-a(&) = dula-€) ice. (u-a)-& =u-(a-&) pour tousu € P,a € G,§ € F.

Preuve.

oy 1 F — ' (2) telle que ¢y (&) = Pp(u,§) avec € € Fu € P =
m(u) du(§) = ¢u (§) & Pp(u,§) = Pe(u,{) & Ja€Gu=u-aet
f=atCsa=ceté=¢ donc ¢y est injective.

o Soitk e 7751 = FEy, I (u, &) € Px F | tel que k = Pg(u,&) car T est
surjective. donc k = ¢, (§) alors ¢y, est surjective

o La différentiabilité de ¢, est induite par celle de 7.
e Pour tousu € Pae G,£ € F :

Pual(§) = (u-a)-¢
{(ua bblf)EPbuGG} posons a-b=t

{(u t,t7'(a &) ePxFteG}
u-(a-§)
:¢u(a§)

Définition 1.2.8. Soient P(M,G) un fibré principal et E(M, F,G, P) un
fibre associé 4 P. Une section sur E est une application o : M — E telle que
oo =idy i.e (o(x) € m Y (x) Pour tout x € M) On note I'(E) Uensemble
des sections de E.

1.2.3 Fibré Vectoriel

Définition 1.2.9. Soient P(M,G) un fibre principal et V un K -espace vec-
toriel (K =R ou K = C), et p une representation de G sue V, E(M,V,G, P)
un fibré associé a P de fibre standard V, E est appelé le fibré vectoriel de fibre
standard V. Chaque fibre E, = ’/TEI(IE),(L‘ € M muni d’une structure d’un

espace vectoriel. il y a un isomorphisme linéaire, pour tous u € P,mw(u) =

xe M
bu:V — By =75 (2)

§r— ull) =u-§
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Remarque 1.2.3.

e SiV =K" et p une représentation de G sue K" i.e p: G — GL(n,K),
le fibré vectoriel E (M, K", G, P) est appelé réel ou complexe suivant
que K =R ou K =C.

o ['(E) l’ensemble des sections de E, est un espace vectoriel de dimension

Remarque 1.2.4. Soit L(M) le fibré principal des repéres linéaires sur

M(dim M =n) . GL(n,R) agit a gauche sur R par la représentation natu-
rale p de GL(n,R) sur R" telle que :

pla)-E=a-£= (D aje/,....> aj¢d/ | €R”
=1 =1

ol a = (aé—) € GL(n,R),¢ = (51, .. 75”) € R,
Le fibré tangent TM au-dessus de M est un fibré vectoriel de fibre standard
R™ et pour tout © € M, T, M est un fibré au-dessus de x.



Chapitre 2

Connexion Linéaire

2.1 Connexion dans un Fibré Principal

2.1.1 1— Forme de Connexion dans un Fibré Principal

Définition 2.1.1. Soit P(M,G) un fibré principal au-dessus M, de groupe
structural G, pour tout w € P,T, P l'espace tangent de P en u, et G, le
sous espace de T, P qui contient les vecteurs tangents de la fibre au-dessus
de v € M avec v = w(u). i.e. G, =T, (7' (z)) . Une connezion V dans P
consiste en le choix d’un sous espace Q. de T, P pour tout u € P tels que :
1. T,P =G, ® Qy pour tout u € P.
2. Qua = (Ry), Qu pour tout u € P et a € G.

3. @ dépend de la différentiabilité en u € P.

Remarque 2.1.1.

e On dit que Gy est un espace vertical de T, P, el QQ, est un espace
horizontal de T, P.

o Un vecteur X de T, P est appelée vecteur vertical (resp. vecteur hori-
zontal) si X € Gy, ( resp. X € Qu).

e Si X eTy,Palors X=Y+Z avecY € Gy et Z € Q. On dil que Y
(resp.Z) la composante verticale (resp. la composante horizontale) et
on note vX( resp. hX).

Remarque 2.1.2. Pour tout u € P,G, = {X € T, P, (d,7) (X) =0} car
Uapplication m : m—(z) — {x} est constante ot v = 7(u) € M. Soit A € g,
onaA; eT,PetA = %u : exp(tA)‘tZO = (deRy) (A) ot Ry, : G — 7 1(x)

24
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tel que Ry(a) =u-a etz =m(u) € M :

(dum) (Ay) = (dum) (deRu(A))
= (dR (e ) (deRu)( )
= de(mo Ry)(A)

0

car Uapplication moR,, : G — {x} est constante. G, = {X € T,P, X = A}, A € g}

Définition 2.1.2. Soit V une connexion dans P, on définit une 1-forme
w sur P & valeurs dans l'agébre de Lie g du groupe de structural G. Pour
tout A € g induit sur P un champ de vecteurs fondamental A*. Pour tout
X € Ty P, on définit w par :
wX) = A s vX = A
{w(X):O st X € Qu

La 1-forme w est dite 1 -forme de la connezxion V.

Proposition 2.1.1. La I-forme w de la connexion V, satisfait les conditions
suivantes :
1. w(A*) = A pour tout A € g.

2. (Ry) " w = (Ady—1)w i.e. w((Ry), X) = (Ady—1) w(X) pour tout X €
X(P) eta € G.

Inversement : si w une 1 -forme sur P a valeurs dans g, qui a satisfait les
conditions (1) et (2) alors il existe une unique connexion V dans P, sa forme
de connexion est w.

Preuve. Soit w une 1-forme d’une connexion V.

1. Pour tout A€ g, A* € X(P) et A}, € G, C Typ,u € P ona :
w(A*)=A

2. On a deuz cas pour X € X(P)
)Xy € Qu,u € P .

(Ra)* Xy =Xua € Qua = Wyq ((Ra)
et (Ady—1)wy (Xy) =0 done :

X,) =0

*

Wya ((Ra)* Xu) = (Ada*1> Wy (XU)

)Xy € Gy,u € P.
Soit X = A* le champ de vecteurs fondamental correspondant a
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A € g, d’aprés le théoréme W (Ra), X le camp de vecteurs
fondamental correspondant a (Ad,-1) A :

((Ra)* W)u (Xu) = Wua ((Ra)* Xu)
= (Ad,-1)A
= (Ady-1)wy (Xy)

Inversement : Soit w une 1-forme qui vérifie les conditions (1) et (2).
On définit Q, = {X € T,P,w(X) =0} :

1. Soit X € X(P), onpose Y = (w( X)) € Gy, et Z=X, —Y :

)
wu(Z) = wu(Xu) —wu(Y)
= wu (Xu) = wu ((W(X))3)
= wu (Xu) —wu (Xu)
=0

donc Z € Qy, alors on a Ty P = Gy ® Qy pour toul u € P.
2. Soit X € X(P) Pour touta€ G etu € P on a :
® wya (Ra), (Xu)) = (Ada—1) wu (Xu)
st Xy € Qu alors (Ry), (Xu) € Qu.a donc (Ry), Qu C Quaa
® Wy.q (Xua) = Wua (Ra), (Xu)) = (Adg—1) wy (Xu)
st Xya € Queq alors (Xy) € Qy done Xy.q € (Ry), Qu
d’ot Qu-a C (Ru)* Qu
3. On vérifier que la distribution v — Q, est différentiable. Soit X €
X(P),onaXeC®etY =(wX)) eC®doncZ=X-Y e€(C™®
alors pour tout uw € P, il existe (U,p) une carte de P, pour tout
y € U il existe 7 (r = dimQ,) chanps de vecteurs Z1 ..., Z" avec
7= X" — (w (X’))* sur U tels que (Z;) est une base de Q. Donc

Q. est définie une connezion V dans P sa forme de connezion est w.

Remarque 2.1.3.

1. Qu=A{X € T,P,w(X) = 0} pour tout u € P.

2. La projection m : P — M induit une application linéaire dym : T, P —
TpM pour tout u € P,m(u) =x € M Comme M = P/G = dimM =
dim P — dim G et 7' (z) = G et G, =T, (' (z)) D’autre part

T.P=G,® Q= dmT,P=dmG, + dimQ,

donc dimM = dim @,
alors dym : Qu — TyM pour tout uw € P,n(u) = x € M est un
1somorphisme linéaire.
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Exemple 2.1.1. Soit P(M,G) un fibré principal (voir lezemple[1.2.3) o
P=RxR*M =R et G =R etm: P — M telle que n(u) = x ot
u = (z,y). Pour tout u = (z,y) € P, on a G, = {X € T,P, (dy7) (X) = 0}
Soit X € T, P, X = aa% + ,38% done (dym) (aa% + 58%) = Oz% alors :

Jy

On choisit Q, = {a% e T,Pac R}, telle que Ty, P = Gy, @ Q.
Alors la 1 -forme de la connexion est w = fdx + gdy ou f,g € C®(P) telle
que pour tout A € g,w est vérifie :

Gy = {,88 eT,P,p GR}

wX)=A4 sivX =A]
wX)=0 s1X e,

Pour tout X = oza% EQyona:

wu(X)=0 & wy <a§x> =0
< af(u)=0
< f(u)=0

donc w = gdy .
Pour tout X = a% +Bd% etvX = A ona:

wy(X) = wu(vX)
)

d’ot w = gdy .

Définition 2.1.3. Le reléevement horizontal d’un champ de vecteurs X sur
M est Uunique champ de vecteurs X" sur P qui est horizontal et vérifier
(dym) (X0) = Xr(z) pour tout u € p. On dit que X" est m -conjugué o X.

Proposition 2.1.2. Soit V une connexion dans P et X un champ de vec-
teurs sur M, il y a un unique relévement horizontal X" de X. Le relévement
horizontal X" est invariant par R, pour tout a € G

Inversement : tout champ de vecteurs horizontal X" dans P invariant par
R, est un relévement horizontal d’un champ de vecteurs X sur M.
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Preuve. Soit X un champ de vecteurs sur M, lexistence el l'unicité de
X" est claire du fait que d,m donne une isomorphisme linéaire de Q,, vers
TrwyM i.e. dyr (X{j) = X (u) pour tout u € p.
Démontrons que X" est différentiable. Pour tout x € M, il existe U un
voisinage ouvert de x tel que 71 (U) =~ U x G. il existe un champ de vecteurs
Y sur 7 Y(U) tel que d,m (Yuh) = Xp@) et XM e Q, pour tout u € P
done X" est une composante horizontale de Y d’ow X" est différentiable.
X" est invariant par R, pour tout a € G car Q, est invariant par R i.e.
Qua = (Ry), Qu pour tout a € G

Inversement : Soit X" € X(P) avec X" un champ de vecteurs horizontal
et invariant par R,.Pour tout x € M,3u € P,x = mw(u) on pose X, =
dym (Xﬁ) € T,M, X, est indépendant de choiz de u. Car si u' € P avec
W =uaetx=m{), ona:

dym (Xff/) = dR,()T ((Ra)*XfZ)
— dp, (7 © duRa (Xj;)
— dy (1o Ry (X{;)
— dur (Xj;)
- X,
Done X" est un relevement horizontal de X.

Proposition 2.1.3. Soient X" et Y" deuz relévements horizontaus de X et
Y respectivernent alors :

1. X"+ YY" est un relevement horizontal de X + Y.

2. Pour toute fonction f de M, f"X" est un relevement horizontal de
fX ou ft = fom.

3. La composante horizontale de [Xh,Yh] est le relevement horizontal
de [X,Y].

Preuve.
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3. Soient @y ( resp ;) le groupe a un paramétre associé & X" (resp X ).

comme (dym) (Xh) =
T o @ = om pour tout t.

dyr (h [Xh, Yh} u) -

On pose ¢ (u') =u :

(dym) <(du’<Pt) <Y¢h;1(u)> )

done :

e (n ] -

Remarque 2.1.4.

w(z) L€ (Xh est m -conjugué a X), alors

= dw;%n(u))wf) (Yw#(n(u)))
= ((%LY)W(U)

e Soit w I-forme sur G & valeurs dans g. w est dite invariant & gauche
si (Lg)*w = w pour tout a € G. La I-forme canonique 0 sur G est
un 1-forme invariant & gauche & valeurss dans g telle que 0(A) = A

pour tout A € g.

o Soit (Uy),ep une recouvrement ouverte de M on a :
bo : 1 (Uy) = Uy X G difféomorphisme pour tout o.
Yga : Ua NUg — G les fonctions de transitions pour tous o et 3.
0o : Uy — P est une section sur U, définie par oo(x) = ¢, (7€)
pour tout a. Si w la 1-forme de connexion V sur P. on définit la 1
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-forme wq sur Uy & valeurss dans g par wq = (04)" w. St UsNUg # ¢
on définit la 1-forme 0,5 sur Uy, N Ug a valeurs dans g par 0,5 =

(@Z’Ba)* 0.

Proposition 2.1.4. Les formes 0, et w, qui sont définies dans la remarque

vérifient la formule suivante :
wg = Ad (¢§;) Wa + Oap sur U, NUg

Preuve. D’aprés la remarque on a st Uy NUg # ¢ pour tous o et
8,05(x) = Oal2) - Vs (@)

dp e 2 Tp (Ua NUB) = TG, avec a = o ()

dyoo : Ty (Uy) = Ty P, avec v = o4(x)

dyop: Ty (Ug) = Ty P, avec u = 0g(x) = 0a(x) - Yap(xz) = - a

D’aprés la formule de leibnitz : pour tout X € T, (Uy N Ug)

deB(X) = dxo'oa(X) : waﬁ(x) + an(x) : dxwozﬁ(X)

Alors w (deop(X)) = w(deoa(X) - Yas(®)) + w(0a(®) - detbap(X)) ; :
P — P donc (R,), : TP — TP tel que (R,), (dyoo(X)) = dgoa(X) - a
alors :

W (deoa(X) - Yap(x)) = w(deoa(X)-a
= w((Ra), (dz0a
= Ad, 1w (dgoa(X))
= Ads—1w ((0a), (X))

)

Soit ¢ : G — P avec ¢(b) = o4(x) -b,b € G alors dop : T,G — T, P :

dqp (dzwa,@(X)) = Ua(l') : dr¢a[3(X) cT,P

Si A€ g tel que dytpos(X) = Aq alors , 0 (dytpap(X)) = A et
0a() - detpap(X) = Aj, donc :

w(0a(2) - detap(X)) = w(A4y)
= A
= 0(dethap(X))
= (Yagh) (X)
= ap(X)
Mais w (d,5(X)) = ((98)" ) (X) = ws(X).
Donc wg(X) = Ad(d)(w(x))fl Wa(X) + ap(X).
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2.1.2 Transport Paralléle
Définition 2.1.4.

e Soit V une connexion dans un fibré principal P(M,G) nous définis-
sons le concept de transport paralléle sur un fibré, le long d’un courbe
quelconque T dans M.

o une courbe horizontale dans P signifie une courbe différentiable par
morceauz de classe C' dont les vecteurs tangentes sont tous horizon-
tauz.

e Soit T = x¢,a <t < b une courbe différentiable par morceaus de classe
C1 dans M, le relévement horizontal de T est une courbe horizontale
= wup,a <t <b dans P telle que m(u) =xp,a <t <b

Remarque 2.1.5. La notion de le relévement horizontal d’une courbe cor-
respondre & la notion de le relévement horizontal d’un champ de vecteurs.
Vraiment si X" € X(P) un relévement horizontal de X € X(M) alors la
courbe intégrale de X" qui passant par ug € P est un relévement horizontal
d’une courbe intégrale dans X qui passant par xo = (ug) € M.

Proposition 2.1.5. Soit 7 = x;,0 < t < 1 une courbe de classe C' dans M,

pour tout ug € P,xo = 7 (up) € M il existe un unique relévement horizontal

™ =u;,0 <t <1 de T qui commence a partir de ug.

Preuve. Soit 7 = 2,0 < t < 1 et ug € Poag = 7(uwg) € M on a :
¢ : 7Y U) = U x G est un difféomorphisme, donc il y a deuz courbes
de classe Clvy dans P et a; sur G telles que : ¢ (vy) = (7 (vr) , o (vt))
T (o) =z, () =ar , vo =up , ap = ¢ (vo) = e Soit la courbe :

Up = Vg - Qp = Up = Vg - Qp + Vg - Qg

avec Uy le vecteur tangent de ™ qu point ug.
Soit w la 1-forme de connexion, alors :

w (Ut) = w (’Ut . CLt) +w (Ut . CLt) w (Ut : at)
= w((Ra,), %)
= Adat—lw (’Ut)

Soit Aeg,ap = A= A= a;ldt donc :

w(v-ar) = w(AY)

= a;ldt
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Alors w (i) = Ad 1w (1) + a; tay

ug est une courbe horizontale si seulement si w (i) =0

Adg, 1w (04) + a7 ay = 0 & Ady, 1w () = —a; ay
& at_lw (01) ar = —a;lat
= w (’Ut) = —dtat_l
Finalement u; = vy - ay avec w (0y) = —atat_l

Définition 2.1.5. Soit 7 = 2,0 < t < 1 une courbe de classe C' dans
M et ug € P avec 7 (ug) = xo. L’unique relévement horizontal 7 de T qui
passant par ug et de point d’arrivé u; avec m(u1) = x1 pour ug est varié
dans ™' (xq). Induit une application T, : 7' (zg) — 7 ' (x1) telle que
T, (ug) = uy pour tout ug € 71 (xg). Cette application est dite le transport
parralléle le long de la courbe T = xy.

Proposition 2.1.6. Le transport parralléle T, le le long de la courbe quel-
conque T est vérifie :

o T, est un diffécomorphisme.

el ,oR,=Ry0T;,a€G

Preuve.

e Soit ug € 71 (29) et Ty (ug) = ug € 71 (21).
0o : G — 71 (o) telle que po(a) =ug-a et p1 : G — 771 (21) telle
que p1(a) =ui-a on aTy =10 gpal. et comme @q et 1 sont deur
difféomorphismes donc T, est un difféomorphisme.

e Pour touta € G :

T (up-a) = wui-a

o
RS
=
g o
= 3
3
O
=
S/
=
o
S—

o
=
—_
§ =
N

Exemple 2.1.2. Soit P(M,G) le fibré principale ( voir l'ezemple[1.2.3) ou
P=RxR* M =R et G =R* la projection :

TP — M
u — w(u)=z ,otu=(x,y)
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Soit 7 = x;,0 < t < 1, une courbe de classe C' dans M 71 (zg) =
{(z0,vy),y € R*} et 7~ (z1) = {(21,9) ,y € R*}. Le transport paralléle :

Tt (xg) — 7t (x)
(z0,y) +— 7 ((x0,9)) = (21,9)

est un translation dans P.
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Proposition 2.1.7.

a) Si T une courbe différentiable par morceaur de classe C' dans M,
alors le transport parelléle le long de 771
parelléle le long de T.

est linverse de transport

b) Si T une courbe qui associé x &y dans M et j une courbe qui associé
y a z dans M le transport parelléle le long de la courbe composée .7
est la composée des transports parelléles T et p.

Preuve.

a) Soit la courbe 7 = xy,a <t < b et la courbe inverse 1 = Y =
Tatb—t,0 <t <D
T, le transport parelléle le long de 7, T, : w1 (z4) — 7 1 (xp) telle
que Ty (uq) = up
Tq = m(ug),mp = 7 (up) done T w1 (z) — 771 (z4) telle que
Tt (uwp) = uq
T -1 le transport parelléle le long de 7~
T =7 (Uq)
To1 7 (o) — 7 (yp) done Tp-1 (up) = uq done T4 =T,

! avec Yo =1zp =7 (up) , yp =

b) Soient T et p deuz courbe telle que : 7 = x,a <t < b avec
x=u, =7 (ug),y =xp =7 (up) .
p=y,b<t<cavecy=y,=7(w),z=yc=7(Uc),Ua,up, uc € P
prT=z,a <t<caveczz =x,a <t<betzp=1y,b<t<cz,=
Tay2e = Ye , Done Ty i w7t (z) = 77 1(2) telle que Tr.p, (ug) = uc et
TyoTr:n Y a) — 7 1(2) telle que :

(TpoTr) (ua) = Ty (Tr (ua))

Alors Ty, =T, 0T,

2.1.3 2-Forme de Courbure d’une Connexion dans un Fibré
Principal

Définition 2.1.6. Soient p(M,G) un fibré principal el p une représentation
de G sur un espace vectoriel V de dimension fini.

e une r -forme différentielle sur P est une r -forme horizontale ( ver-
ticale ) si elle s’annule dés que 'un des vecteurs sur lesquels on ap-
plique est vertical ( horizontale).

o une r -forme différentielle ¢ sur P & valeurs dans V' est dite pseudo
tensorielle de type (p,V) si (Ry) p=p(a™') - p,a €
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o une r -forme différentielle ¢ sur P o valeurs dans V' est dite tensorielle
de type (p, V') si elle pseudo tensorielle et horizontale.

Proposition 2.1.8. Soient p(M,G) un fibré principal et p une représenta-
tion de G sur un espace vectoriel V de dimension fini et E(M,V,G,P) le
fibré associé o P de fibre standard V tel que G agit sur V par p. Nous avons
associé a toute v -forme tensorielle sur P de type (p, V), une r -forme sur
M & valeurs dans E.

Preuve.
e Soit ¢ une r -forme tensorielle de type (p,V), pour tout x € M

on définit Uapplication multilénaire antisymétrique ¥ : Ty M X ... X
T M — n'(z) telle que :
J)

Xhex(P),X; € X(M),d,7 (Xﬂu) = Xi|, pour chaque v = 7(u) €
M, ¢y : V — w5t (z) isomorphisme.
Montons que v est bien définie c’est a dire pour v’ =u-a,z =7 (u),

alors :
(ﬁu/(@u/(X{l‘/,...,XT]} /)):u/wpu/<X{L‘/,...,XﬂL /)
:(u-a)~gou.a<X{‘ N ¢ )
u-a u-a

= (u-0) pua ((Ra). X1 oo (Ra),

(Xl Xl = 6u (0 (X0 Lo X

ZU<P1L(X{L) ,...,Xh

= 6u (0 (XI| ..o X1
u u

Ceci prouve que Y est bien définie.

o Inversement Soit v : TpM x ... x T,M — ﬂEl(iv),ZB € M une appli-
cation multilénaire antisymétrique. on définit la r -forme tensorielle

o de type (p, V) sur P par :
J)

o XD x) — ¢! (w(dmr(Xf

T

v <X{1

u),...,duw(xﬁ

)

Xh

r

)
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XM e X(P),u € P,r(u) =z En effet :
((Ra)* @)y (X oo XP| ) = pua (R XE| o (Ra) X0 )
= bt (¥ (duam (B, XF| ) duar ((R0), X

oot (o onore (e (0])

ool (duRa (X]

)

=a 6" (v ((dnac
a(u

»)

%))
e (s e (31)

( ..... dy (1 © dyRa) (Xh u))
=o' oy (v (dum (X7
(] ]
—p(a ) eu (x| oo x| )

Ceci prouwve que @ est r -forme tensorielle de type (p,V') sur P.

Remarque 2.1.6. Une 0-forme tensorielle de type type (p, V') sur P est une
fonction f: P —V telle que (Rq)" f(u) = p (a™!) - f(u),a € G.

On note par :
Sa(PV)={f/f:P =V, flua)=p(a')- fu),ue PacG},FPV)={f/f: P=V}

Nous avons alors : les espaces Fq(P, V) et I'(E) sont isomorphes.

o Soit f € §6(P,V), nous posons o(x) = du(f(w)) = u- f(u), Vappli-
cation @ est bien définie, si u' € P,7 (u') = w(u) = x alors :

p(r) = ouw (f(v))
= (u-a)-f(u-a)
= (u-a)p(a” ) f(u)
= (u-a)- (a7 f(u))
= u-f(u)
et
(meog)(x) = me(p(x))
= 7e(u- f(u)
= 7(u)
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Donc ¢ € T'(E).
e Soit p € T'(E), nous posons f(u) = ¢, (p(z)) , Pour u € P et
m(u) =z on a:

p(x) = ¢u(f(w) =u- f(u) = (u-a)- (a' f(u))
Pouru e Pia€e G etn(u-a)=x ona :
p(r) = dualf(u-a)) = (u-a)- flu-a)
Alors (u-a)- (a™t - f(u)) = (u-a)- f(u-a)
dot flu-a)=a"'- f(u)=p(at)- f(u), Donc f € Fa(P,V)

Proposition 2.1.9. Soient h : T, P — Q, la projection horizontale et ¢ une
r -forme pseudo tensorielle sur P de type (p, V).

a) la forme ph définie par :
oh(X1,.... X)) = ¢ (hX1,...,hX,)
avec X; € Ty, P est une r -forme tensorielle sur P de type (p,V).
b) de est une (r + 1) -forme pseudo tensorielle sur P de type (p,V).

¢) La (r + 1) -forme Dy est définie par Dy = (dp)h est une (r + 1)
-forme tensorielle sur P de type (p,V).

Preuve.

a) On a (R,), oh =ho (Ry)* pour tout a € G.

(Ra)" (ph)) (X1,..., X;p) = (¢h) (Ra), X1, .- -, (Ra), X7)
=@ ((ho(Ra),) X1,...,(ho(Ra),) Xr)
= ¢ (((Ra), 0h) X1,..., ((Ra), 0 h) Xy)
= ((Ra)" ) (hX1,...,hX,)
=p(a™') @ (hXy,...,hX,)
=p(a™h) - (ph) (X1,...,X,)

D’ot ph est une r -forme pseudo tensorielle sur P de type (p,V).

oh(X1,...,X;) =¢ (hX1,....,hX;) =0 pour un X; € G,.

Donc oh est une r -forme tensorielle sur P de type (p, V).
b) On a (Ry)" od=do (R,)" pour tout a € G.

(R)" () (X, Xpi) = (Ra) o d) o (X1, Xrn)

( o (Ra)") ¢ (X1,..., Xpt1)
((Ra) SO) (X17 v 7X7‘+1)

( (a’ 1) : 90) (X17 <o 7X'r+1)

:p( )-(ng)(Xl,...,XrJrl).
D’ot do est une (r+1) -forme pseudo tensorielle sur P de type (p, V).

a

* 8
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¢) On a Dy = (dp)h

(Ra)™ (D)) (X1, ., Xrg1) = (Do) (Ra), X1, -5 (Ra), Xr41)
= (dSO)h ((Ra)* D, ST (Ra)* XrJrl)

= d((ho (Ra),) X1,..., (ho (Ra),) Xri1)
= do (Ra), o 1) X1, ., (Ra), 0 h) Xpi1)

— (Ra)" (dg)) (h X, hXr 1)
= d((Ra)" @) (hX1,..., hX,11)
=d(p(a)-¢) (hX1,...,hX,11)
(a™Y) - (dp) (hX1,....hX,1)
(@) - (dp)h (X1, ..., Xp1)
(a™') - (Dg) (X1, Xppa).

D’ot Dy est une (r + 1) -forme pseudo tensorielle sur P de type
(p, V).

=p
=p a_l
=p ail

D‘)O(le"wX'I‘-i-l) = (dgp)h(—Xla"'vX’f-‘rl)
= (dp)(hX1,...,hX 1)
= 0

pour un X; € G.
Donc Dy est une (r + 1) -forme tensorielle sur P de type (p,V).

Définition 2.1.7. La forme Dy = (dp)h est appellée la dérivée covariante
extérieure du ¢ et D est appellée la différentielle covariante extérieure.

Remarque 2.1.7.

e si p la représentation adjointe de G dans l’algébre de Lie g. Une forme
pseudo tensorielle (tensorielle) de type (p, V') est dite de type AdG.

e Soit w la 1 -forme de connezion, on a (R,)*w = Ad,—1w pour tout
a € G. Donc w est une 1 -forme pseudo tensorielle de type AdG.
d’apres la proposition la forme Dw est une 2 -forme tensorielle
de type AdG.

Définition 2.1.8. La 2 -forme de courbure Q) est la dérivée covariante ex-
térieure de la 1 -forme de connexion w.i.e ) = Dw.

Exemple 2.1.3. Soit P(M,G) un fibré principal (voir l’ezemple et
o P=RXR*M =R etG=R* etm:P — M telle que m(u) = x
ot u = (z,y). Pour tout u = (z,y) € P, on a Q, = {a% € T,P,a € R}.
La 1 -forme de la connexion estw = gdy ot g € C®(P) , la 2-forme de
courbure est = Dw .i.e Q(X,Y) =dw(hX,hY) ou X,Y € T,,P.

0

w:gdyédw:(gidx/\dyethX:aai, hY:)\%
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QAX)Y) = dw (ai,)\ai)
0

0
=0
d’o 2 = 0.

Lemme 2.1.1. Si A* un champ de vecteurs fondamental correspondant
A € g et X un champ de vecteurs horizontal, alors [X, A*] est un champ de
vecteurs horizontal.

Preuve. Soit a; le sous groupe 4 un paramétre associé 4 A € g et, Ry, le
groupe & un parameétre associé o A* € X(P).on a :

L (Ra), X = X)

X, A*] = lim ~
t—0 ¢t

Comme X est un champ de vecteurs horizontal alors w(X) =0 et

w((Ra,), X) = ((Ra,)"w) (X)
Adat_1w(X)
= 0

Donec w[X,A*] =0

Proposition 2.1.10. (équation de structure)
Sotent w la 1 - forme de connexion et Q la 2 -forme de courbure alors :

1
dw(X,Y) = —i[w(X),w(Y)] + Q(X,Y) (2.1)
pour tous X,Y € T,P,u € P

Preuve.

1. SiXeQuetYeQuuePona:
wX)=w)=0cet [w(X),wY)]=0

QX,Y) =

d’ou I’équation de structure
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2. 5t XelGyetY e Gy,ue P Soient X = A},,)Y = B avec A,B € g.

dw (A*, BY) = % (A*w (B*) — B*w (A*) — w|[A*, B
= 5 (A°(B) = B*(4) ~ w[A, B]"
— 71[147 B]
2

= 5 (A7), (BY)]

car A*(B) = A*( Fonction de P vers g) =0 = B*(A) et

[A*,B*] = [A,B]*Q(A*,B")
= (Dw) (4", BY)
= (dw)h(A*, B%)
= (dw) (hA*, hB")
=0

d’ou I’équation de structure
3.5 X € QuetY € Gy,u € P SoitY = B} avec B € g, nous

pronlongeons X aun champ horizontal sur P.

dw (X, B*) = = (Xw (B*) — B*w(X) — w[X, B"))

(X(B) —wl[X, B))

N = DN =

1
= —5w (X, B

d’apres le Lemme ,[X, B*] est horisontal, donc dw (X, B*) = 0.

Q(X,B") = (Dw)(X,B")
= (dw)h ( B")
= (dw)(hX hB*)
=0

et [w(X),w (B*)] =0, d’ou léquation de structure (2.1)).

Corollaire 2.1.1. Soient X et Y deuzx champs de vecteurs horizontauzr sur
P alors

w[X,Y] = —2Q(X,Y)
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Preuve.
QX,Y) = (Dw)(X,Y)

donc w[X,Y] = -2Q(X,Y).

Théoréme 2.1.1. (IdentitdeBianchi)
Soit Q la 2-forme de courbure. Alors DQ =0

Preuve. Pour X,Y, Z € T,P,u € P, on a :

DQX,Y,Z) = (dQ)h(X,Y,Z)
= (dQ)(hX,hY,hZ)

Donc il suffit de prouve dQ2 (X1, Xa, X3) = 0 pour X, X9, X3 € Qu,u € P

De l’équation de structure, On a :
dw=-wAw+ Q= d*w=—-2dwAw+dQ = dQ = 2dw Aw

Mais w (X;) = 0 pour tout X; € Q,, , donc dQ (X1, X2, X3) =0

2.2 Connexion dans un Fibré Vectoriel

2.2.1 Transport Paralléle

Définition 2.2.1. Soient P(M,G) un fibré principal et ¥V une connezion
dans P et E(M,K", G, P) le fibré vectoriel associé au fibré P. Si T = x;,a <
t < b une courbe sur M, et ™" = w; le relévement horizontal de T sur P.

Pour chaque £ € K® par définition la courbe 7/ = u; - € est un relévement
horizontal de T sur E.

Remarque 2.2.1.
r=nott=rgor e xp =7 (u) = 7p (ug - &)

Définition 2.2.2. Le transport parralléle le long d’une courbe T de xyip
vers Ty, que notons TtH'h, est un tsomorphisme d’espaces wvectoriels entre

T (Tin) et w5t (w4) tel que :
T gt (ween) — 7' (a0)
Uph - § —> ug - § ; £ e K
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2.2.2 Dérivation Covariante d’une Connexion dans un Fibré
Vectoriel

Définition 2.2.3. Soient E (M,K", G, P) un fibré vectoriel associé au fibré
principal P(M,G), et 7 = 2 , a <t < b une courbe sur M, telle que z; le
vecteur tangent de T au point x; pour chaque t.

Soit ¢ une section de E.La dérivation covariante de ¢ dans la direction i
noté Vi, est défini par la formule :

1
Vi = lim — (T (¢ (@140)) = ¢ (a0))

Propriété 2.2.1. Soient ¢ et @ deur section de E et A une fonction a
valeurs dans K alors :

1. vﬂbt(90+ ¢) = Vi, + Vi, .
2. Vi, (A @) = X(@t) - Vi + 2(X) - o ().

Preuve.

LValpte) = Jim o (T (o4 9) (o)) — (o) (w0)
= flLlH%)% (Ttt+h (0 (@) + TP (0 (2040)) — @ () — (wt))
= dim 7 (T (o (o) — ) + Jim 5 (T (0 (wn) o )
= thsf’ + thw

, o L
2.V5,00) = lim 5 (T () (@en)) = () (1))
= im o (T O ) () — A ) 0 (20)
- }133%% (>‘ (@e4n) T (0 (Tegn)) — M (@esn) @ (1)
FA (@) (@) = A () @ (1))

= Jim A (o) Jim 3 (TE (o (o)) — o ()

Flim = (A zeen) = A () - im o ()
= M) - Vi o+2(N) - o (z1)

Définition 2.2.4. Soient X € T, M et ¢ € I'(E) défini dans un voisinage de
retT=ux¢—c <t <e une courbe dans M telle que X = xg.La dérivation
covariante de ¢ dans la direction X noté Vx est défini par Vxp = Vi p.

Remarque 2.2.2.
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1) Soit ¢ € T(E) alors ¢ est paralléle si ¢ (x¢) est horizontale i.e.
Vi, = 0 pour tout t. En effet : 7 = x4 et 7" = wy telle que x; =
7 (ut). @ est paralléle < ¢ () = up - € et £ € K?, donc

1
Vi = lim - (Tf”‘ (@ (z44n)) — ¢ (%))

= lim 1 (TtHh (Upgh - &) — uy - 5)

h—0 h
o1
= lim o (ue - & —ue - §)
=0
2) Soit p € T'(E) et ¢ défini sur un ouvert U C M. ¢ est paralléle ssi

Vxp =0 pour tout X € T, U,z €¢ U

3) Soit ¢ € T'(E) et ¢ définie sur un ouvert U C M, d’apres la remarque
, pour @ on associé [ € Fa (w_l(U),Kn) telle que f(u) =
ST P, = ww)u € U el gy 2 K D mpl(a), dule) =
u-&,& €K Pour X € T,M,X" e T,P et f € g (W_I(U),Kn) alors
X"feK" et ¢ (X"f) € Ty (%) ot x =7(u) €U

Lemme 2.2.1. Vxp = ¢y (th)

Preuve. Soil 7 = x4, —¢ < t < € une courbe dans M lelle que tg = X €
To M, xg = x et ™" = u; un relévement horizontal de T telle que 19 = X" €
TuP,ug =u

Il suffit de montrer (¢y o ¢ t) (¢ (zh)) = T§ (¢ (zn)).
Posons &€ = ¢! (¢ (21)) alors uy, - € est une courbe horizontale dans E, on

Up - { = d)uh (‘5)
buy, © Gy (0 (1))
= p(zn)

up-§ = u-§
= ¢ul§)
= ¢uody (p(z4))
= ¢uo¢;h1 (up - &)
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mais
Ty i mg' (z) — 75" (o)
up & > Ty (up - €) =o€
Done T¢ (up, - ) = uo-€ = puogy,,! (un - &) i-e. Ty (¢ (x1)) = (¢u 0 ¢y, ) (¢ (w1))-

Proposition 2.2.1. Soient X,Y € T,M et o, € T'(E) et U un voisinage
ouvert de x € M alors :

1. Vxiye=Vxp+ Vyop.

2. Vx(p+1) = Vxe+ Vxip.

3. Vaxpe =AVxp, AeK

4. Vx(Ap) = A(@t) Ve + X(Np(2), A € F(U,K)

Preuve. Nous avons déja démonter (2) et (4) dans les proprietés (2.2.1) :
LVxive =oéu(X+Y)"f)

= du (th + Yhf)
= ¢u (X"f) + ¢u (Y"F)
=Vxp+ Vyp

2.Voxe = ou (AX)"f)

= u (A (X))

= A (X"f)

= AVxop
Remarque 2.2.3.
1.

V:I'(E)=Q°%M,E) — QYM,E)
¢ — Vp

Avec :

Vo :T,M — 7@1(3:) CFE
X — (V)X =Vxo
2. Si X € X(M) nous pouvons identifier V & une application
V:I'(E)xX(M) — I'(F)

(0, X) — V(p, X) =Vxp

Avec :
Vxp: M — a5'(x)CE
r — (Vxp) (@) = Vx,p
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Vx est la dérivée covariante de ¢ dans la direction X. V est appellée une
connezion sur E.

Définition 2.2.5. Puis que nous avons V : T'(E) = Q°(M, E) — QY(M, E),

il souhaitable de l'étendre en V : Q"(M,E) — Q'Y M, E) , Soit ¢ €
QO (M, E) uner -forme sur M a valeurs dans E d’aprés le Proposition ,
associons lui la forme tensorielle sur P de type (p, K").

Par la relation ¢ (X1, ..., X,) = ¢y (1/1 (X{l, .. ,Xf)) X; € X(M) , dym (th) =
Xi , pour chaque x = m(u) € M, ¢ : V — 71'}51(1’) isomorphisme.

Par définition nous avons (V) (Xo, ..., Xy) (z) = ¢u (DY) (X, ..., X]P) (u))

(D) (X@,...,Xj}) (v) = (duw)h<xg,...,Xj}) (u)
— (dut) <hX6‘,...,hXTh> (1)
= (dut) (X§oe o, XY ()

_ Tilii;(—nixih(¢(X5L,...,X[L,...,Xﬁ))(u)
+Ti1 PR CS VALY (P e el BB NS

0<i<j<r

Comme 1 est tensorielle, nous avons

w([xﬁ,xﬂ ,X{;,...,X{L,...,X]’?,...,Xﬁ) :w<h [X[‘,Xﬂ XD XX

+¢(u [X{‘,Xﬂ XD Xh

— (h [X{L,Xﬂ (XD XD
h ~
— <[Xf,Xﬂ XD Rk
D’autre part d’apres le lemme nous avons remarqué que

bu (Xf‘ (¢ (X{;XhX) (u))) = Vy, (gp (XOXXh> (:c))

En regroupant tout cela, nous avons donc une expression de V

(Vo) (Xo,...,Xy) = " _11_ 1 Z(*l)ivXﬁO (XO, o X, ,Xr)> (u)
i=0

1

Z (—1)i+j<p ([Xi,Xj],Xo,...,Xi,...,Xj,...

0<i<j<r

j,...
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2.2.3 Le Tenseur de Courbure

Définition 2.2.6. La différenticlle extérieure sur une varieté est de carré
nul, cherchons ce qui se passe pour V. Nous avons V : T'(E) — QY(M, E).
On définie le carré de ¥V par V? : T'(E) — Q*(M, E), telle que pour tous
X, Y e X(M).

V2p(X,Y) = V(Ve)(X,Y)
(Vx(Ve)(Y) = Vy (Vo) (X) = (Vo) [X, Y])

Vx (Vye) = Vy (Vx¢) — Vixyi®)

M\HI\D\HI\DM—‘

(
(VxVy —VyVx — Vixy)) ¢

Nous voyons que V2 n'est pas toujours nulle, sa nullité équivant & la nullité
de la quantité
R(X,Y)=VxVy —VyVx - Vixy

pour tous X, Y € X(M)
L’application linéaire R : T(E) — Q?*(M, E) est appellée la courbure de la
connexion V.

2.3 Connexion Linéaire dans une Varieté

Dans tout cette partie P(M,G) designe le fibré des repéres linéaires
L(M)(M,GL(n,R))

2.3.1 Dérivation Covariante d’une Connexion Linéaire

Définition 2.3.1. Une connezion dans le fibré P(M,G) des repéres linéaires
est appellée la connexion linéaire de M.

Remarque 2.3.1. Soit £ = T(p"I)( ) Uespace vectoriel des tenseurs de type

(p,q) sur M.E est un fibré vectoriel associé a P, et pour tout x € MT(p Q)(M)
est un fibré au-dessus de x. Dans ce cas on peut définir la notion de transport
paralléle et la Dérivation covariante sur T™9(M).

Définition 2.3.2. Un champ de tenseurs K de type (p,q) est un section de
TW9 (M), nous avons déja définie la dérivation covariante d'une section en
genérale. Nous pouvons définir la dérivation covariante de K dans les trois
cas suivantes :

1. V3, K ot K est définie le long d’un courbe T = x¢ sur M.
2. VxK ot X € T, M, K est définie dans un voisinage de x.
3. VxK ot X € X(M) et K € T(M) =D, , T¥9(M).
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Proposition 2.3.1. Soient T(M) lalgébre des champs de tenseurs sur M,
et X etY deux champs de vecteurs sur M alors :

Vx :E(M)— T(M) préserve la dérivation.

Vx commute avec les contraction.

Vxf=Xf pour tout f € C°(M) =IO (A1),
Vxiy =Vx + Vy.

VixK = fVxK pour tous f € C*(M),K € T(M).

SANRSEINCIIRS I

2.3.2 Tenseur de Torsion et Tenseur de Courbure

Définition 2.3.3. Soient P(M,G) un fibré principal des repéres linéaires.
La forme canonique 6 de P a wvaleurs dans R™ est définie par 6(X) =
¢yt (dym(X)) X € T,P,u € P, ot ¢, est un isomorphisme linéaire qui
est difini dans la définition 1.2.6.

Proposition 2.3.2. La forme canonique 0 de P est un 1 -forme tensorielle
de type (p,R™) o0 p la représentation naturale de GL(n,R) sur R™, et de plus
0 elle correspond a ’édentité de TyM,x € M, dans le sens de la proposition
2.1.8

Preuve.

1. Ona: (R, :TuP> X~ (Ra), (X) € TyoP

((Ra)"0) (X) =0 ((Ra),. (X))
= ¢yt (duam ((Ra), (X))
= (¢3" 0 d,") (R, o duRa(X))
=a"' (¢3" (du (70 Ry) (X))
=a" (¢, (dum(X)))
= cflﬁ(X)

2. Soit X € Gy,u € P alors :

dum(X) = 0= 0(X) (dum(X))

d)_l
¢y ' (0)
0

Définition 2.3.4. Nous avons pour chaque & € R*, un champ de vecteurs
horizontal By dans P tel que pour tout u € P, <B£>u est un unique vecteur
horizontal en u qui vérifie d,m ((Bé)u) = ¢u(§). B¢ est appelé le champ de
vecteurs standard horizontal correspondant a &.
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Remarque 2.3.2. L’application :
B, :R" = Q,
§ = Bu(§) = (Be),
est linéaire grdage de linéarité de d,m et de ¢y.
Proposition 2.3.3. Le champ de vecteurs standard horizontal vérifie :
1.6 ((Bﬁ)u) = & pour tout £ € R".
2. (Ry), (Bg) = Bgp,—1(&) pour tout a € G, £ € R
8. 8i§#0= Be #0i.e. (By:R* = Q, est injective )
4. Si Aeg=glin-R) et A* le champ de vecteurs fondamental sur P

alors [A*, Be)|] = Bage pour tout & € R", ou AE est l'image de & par
A.

Preuve.

1. 0((Be),) = by dur ((Be),) = ¢u' © dul(§) =¢.
2. (Be), € Qu= (Ra), (Be), € Qua -

Donc (R,), (Be),, = (Baflg)u.a = (Bcba*l(&))
3. Pour tout u e P :

(Be), =0=dym ((Be),) =0

= Cbu(g) =0
=¢=0
4. Soit a; = expt A, A € gl(n,R), Ry, le groupe & un paramétre associé
a A* € X(P).
[A 7B§] = %E;I(l) ; (BE - (Rat)* (Bf»
o1
= lim - (Bs - B%t—l(s))
1
- Blimtaog <£ - ¢at_1 (g))
1
= Blimtaog (¢at (5) - f)

Car ((By : R* = Q,, est un isomorphisme linéaire ).
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Définition 2.3.5. On définit la forme de torsion © par : © = D6.

Remarque 2.3.3. Comme 0 est un 1 - forme tensorielle sur P de type
(p,R™), d’apres la proposition 2.1.9 |, © est un 2 -forme tensorielle sur P de
type (p,R™) ot p la représentation naturale de GL(n,R) sur R"

Exemple 2.3.1. Soit P(M,G) un fibré principal ( voir l’exemple 1.2.3 et
211 Joa P=RXxR* M =R et G=R*, et m: P — M telle que m(u) =
x,u = (z,y). La 1-forme canonique est 0 telle que pour tout X = a%—i—ﬁ(% €
TuP 2

0(X)=¢,"

um (X
(9
8
o

_agb <
donc 0 = dx .

La 2-forme de torsion est © = DO mais df = d*x =0 , donc © = 0.

vv

Théoréme 2.3.1. (éqation de structure)
Sotent w, 0O et Q,la forme de connexion, la forme de torsion et la forme de
courbure, respectivement. d’une connexion linéaire V alors :

1¢" équation de structure : df = —w A 0 + © i.e. pour tous X,Y €
T.P,ue P

dO(X,Y) = —%(w(X)Q(Y) —w(Y)O(X)) + O(X,Y) (2.2)

2iemme gauation de structure : dw = — 1w, w] +Q i.e. pour tous X,Y €

T.,P,ue P
dw(X,Y) = —%[W(X),W(Y)] +O(X,Y) (2.3)

Preuve. Nous avons déja démontrer la 2™ équation de structure dans
la propoisition 2.1.10 . démontrons la 1°" équation de structure :
1. i1 XeQuetY eQuueP Ona:
wX)=w¥)=0¢el w(X)I(Y)—-w(¥)I(X)=0:
O(X,Y)=(DH)(X,Y)
= (dO)h(X,Y)
=df(hX,hY)
=di(X,Y)

d’ou I’équation de structure
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2. 855 XeG,etY € Gy,ue P
Sotent X = Ay Y = B avec A,B € g
df (A*, B*) = 5 (A" (0 (B*)) — B* (6 (A")) = 0[A*,B*]) =0,
w(A*)0(B*) —w(B*)0(A*) = 0, car 0 est une forme horizontale
i.e. (0(A*)=0(B*)=60[A*,B*|=0),
© (A", B*) = (D§) (A*, B¥)

= (dO)h (A*, B*)

— d (hA*, hB")

=0

car hA* = hB* =0, d’ou ’équation de structure
3. 5 XeQuetY eG,ueP:

By),
df (hA*,hBg) = 0 car hA* =0, —% (w (A*) 0
(A7) =0

(A0 (B) = A€ car 0{A") = 0w (A7) = A 0(Be) = €
By - 5 (A7 (0(Be)) — Be (6(4) — 0[4°, B))

= —%9(3145)

- —%AfcarA* 0 (Be)

NG

=0

et [A*, B¢l = Bag , d’ot Uéquation de structure

Théoréme 2.3.2. (Identité de Bianchi)
Sotent w, 0O et Q la forme de connexion, la formr de torsion et la forme de
courbure, respectivement d’une connezion linéaire V alors :

1¢" Identité de Bianchi: DO = QA0 i.e. pour tous X,Y € T,P,u € P

DO(X,Y,7Z) = % QUX,Y)0(Z)+QY,2)0(X)+QZ,X)0(Y))
(2.4)
gtemme  Tdentité de Bianchi :
DO =0 (2.5)

Preuve. Nous avons déja démontrer la 2°¢™™¢  Identité de Bianchi dans le
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Théoréeme 2.1.1. démontrons la 1°" Identité de Bianchi’s On a :

A= —-wAO0+0 =d?0=—dwoN0+wAdi+dO
=0=—dwANO+wAdf+dO
=dO=dwNbO—wAdb

Do (X17X27X3) =do (h‘XlahX27hX3)
= (dw A 0) (hX1,h X2, hX3) — (wAd) (hX1,hX2, hX3)

1
= 2 Doen, £(0)dw (hXo(1), hXo(9)) 0 (hX ()
1
3
= 3 Xoea; £(0)2 (Xo0) Xo(2)) 0 (Xo(s))
= (Q A 0) (X17 X27 X3)

3
D pens E(@w (hXoq)) dO (hXo(2), hXo(3))
1

car 0 (hXo(5) = 0 (Xo@)) ,w (hXo0) = 0

Définition 2.3.6. Soit V une connezion linéaire sur M. Nous définissons
le tenseur de torsion T et le tenseur de courbure R de la connexion V par :

T(X,Y) = ¢ (2@ (Xh, Yh))
et
R(X,Y)Z = ¢y (2Q (Xh,Yh) (624(2))
o X, Y € T,M,z € M et X" Y" € T,P,u € P,n(u) =z
et dym (X") = X, dy7 (Y") =Y .

Remarque 2.3.4.

1. T est un tenseur de type (1,2).
2. R est un tenseur de type (1,3).

3. T est une application bilinéaire antisymétrique de T, M et

T(X,Y) = —T(Y, X).
4. R(X,Y) est une application linéaire de T, M et R(X,Y) = —R(Y, X).

Théoréme 2.3.3. Soient le tenseur de torsion T et letenseur de courbure
R alors pour tous X,Y,Z € X(M) :

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

et
R(X,Y)Z =[Vx,Vy|Z -V xy|Z
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Lemme 2.3.1. Pour tous X,Y € X(M) et X", Y € X(P)
(VxY), = éu (X80 (V"))

Preuve. (de Lemme (2.5.1))
Ona (VxY), =Vx,Y, dapres le lemme 2.2.1 , (VxY), = ¢, (X" f) avec
f € @FP,R") et

flu) = oy (Yz)

= o (dum (V1))
=o(x)
done f =0 (Y") dow (VxY), = ¢u (X0 (Y"))
Preuve. (de Théoréme

Soient X", YP et Z" les relevements horizontaus de X,Y et Z respective-
ment.

LT (X2, Ys) = ¢ (20 (X2, Y1)

ur U

= ¢u (2D0 (X!, V1))

(

( by,
= u (20 (X[, V1))
= b (X120 (V) — Y (0X7) — 0 [X", Y] )
= 6u (X5 (0 (Y") = u (Vi (0X")) — 6 (6 [X"Y"],)
= Vx,Y - Vy, X — [X,Y],

= (VxY - VyX - [X)Y]),

o (0[] ) = auooi? n [ 7))
= dy7 [Xh, YhL
— dyrh [Xh, Yh}
=[X, Y],
2. On pose f =0 (Z") € §(P,R")

u

(IVx, Vv Z = VixyiZ2), = (VxVvZ), = (VyVxZ), — (Vixv)Z),
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(VxVyZ),

|
<
b

8

e
P :>;1/<\]

SR> > S >

S

< e e

(VyVxZ2),
(Vixn2),

S

L | | e V1
S0 S8SS & &
g€ & & & & &g

NN NN TN T
~

(IVx. VY12 = VixyZ), = ou (X (Y1) = Vi (X0S) = (b [X"YH]), /)
=du (X" Y1), f= (A [X"Y]), )
= du (v [X"Y]), F)

Soit A € g = gl(n,R) tel que A}, = (v [Xh,Yh])u

20 (X2, Y =2Dw (X! Y]
= 2dw (X, Y1)
X (w (V") =V (w (X)) = w [XP Y],
—w [X" Y],
—w ((v[x"Y"]),)
—~A

Soit a; = expt A le sous groupe o un parameétre associé ¢ A.

— lim = (ga (f(w)) = f(w))

t—0 1
= —A(f(u))
(IVx, V¥] 2 = Vi 2), = ou (v [ X" Y"]) F)

= ¢u(—A(f(u)))

= 6 (20 (X2 00) ()
= du (29 (X[}, Yuh) (0" (Zm)))
=R (X,,Ys) Z,
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Définition 2.3.7. Soit V une connexion linéaire sur M, (xi)i:1 "

de coordonnées locales dans un ouvert U C M ,alors

0 0
=Tk

V.o —
927 O gk

un systeme

T e C(U)

Les fonctions Ffj sont appellées les symboles de Christoffel ou les composontes
de la connexion linéaire V.

Remarque 2.3.5. $i X = X' 84 ety = YJi :
oz ox)
VxY =V Y7 0
W= Ve
, 6 .0 0
= X' =Y/ — Xty —
et 0w TV
. 0 0
— i J iTk
X o gar t XV T ggr
0 k j k 0
<X 5 —Y* 4+ XY 9ok

Proposition 2.3.4. Soit V une connexion linéaire sur M et I‘U,

posontes de V correspondants a les systemes de coordonnées locales (xi)z':1 "

k
Fij les com-

) : :
et (ZL’ )z‘:l,n respectivement alors :

_ ozt Oz 0z" 9%zk  ozr
I’ = | R . o
z]:g Jozr 0zl Oxk + 0zP074 Ok
Z?]?
Preuve. Soient (:U’) et (a‘cl) _, deuz systemes de coordonnées locales.
i=1n i=1n i
0 -0 0 o, . oxt
tels que 9 = ai’@aﬂi et 9 EL;,&EZ., ot (a;)) = <8;p> la matrice de

Jacobi et (at) = (g;) ().
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OnaV g aaﬂzrgﬂ etV g aagzq__;qa?zr
ox* oxP
Viom - Vazaii“féaiy
o jﬂmgagrgw
- W ob) + ot ) o
_ paxz +a;agr§j> -

0
ak "‘a akaj) 7

ox" 92" 9x7 9x" ;.\ O
OzTP Oz’ <8£B‘1) ock t 0zp 979 0aF Fij) oz"
o*zk oz 8xi oxl 9z .\ 0
0zPoTi Dk | 7P D74 Dk ]) Oz

9%zk 9z" Ozt Ox? OT"

0zP0z1 9k OzP 9z Oz Y
Remarque 2.3.6. Les composantes Tﬁl de la torsion T et les composantes
lek de la courbure sont définie par :

0 9\ _qk 9 9N\ 9 _p O
T (83&“ 83:3) =i et B <8xi’ c%cj) oxk Rijkawl

Proposition 2.3.5. Nous avons

(i
(2
= (v
- (G
- (oo

r
Donc qu =

Th =T% —T% et Ry, = 881% k+Z(rm = L)
Preuve.
# (5 57) 3 =T ViV
- aiz<ﬂ"faa )V< ?%aam)
9 0, 0 9 1m0 1w

Bzt OT™ @( i) gy ox™m

() 0 55 - )

0
= <3£i (T7T) — @( z‘k)) e+ <Fzm =T, zk) i
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I _ 07l o 1l l l
Done Rij = 5705 = 557 Lik + 2ma (Fimrﬂ - ijrylé) :
Définition 2.3.8. Une connexion linéaire V sur M est dite localement sy-
métrique si elle existe une carte (U, ) sur M telle que I‘fj = I’?i pour tous
i, 7, k.
Proposition 2.3.6. Une connexion linéaire V est symétrique sur U C M
si seulement si T(X,Y) = 0 pour tous X,Y € X(U).

_ yi_0 _Vvj_o .
Preuve. pour X = X', Y =Y/ 57 € X(U) :

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

) 0 o ) -0 N 0
— X J APAvAS _VJ ?
X' (Y)ng+XYVaZiaxj Yo (x)(w
_yixiv, 2 xi 0 0 9 (ai) 2

N\ 2 J_7 (e
927 Ox? ozt ( ) OxJ tY oxJ (a: ) ozt
:Xin(Vaa—V a>

o 0 A
927 Od 927 O

L P
— k k
=Xy (I - T%) g

Donc T(X,Y) =0 & TF =T%

Définition 2.3.9. Une connezion linéaire est dite symétrique si elle est sans
torsion v.e. T = 0.

Définition 2.3.10. Une connezion linéaire V sur M est dite localement
plate, si elle existe une carte (U, ) sur M telle que Fi?j = 0 pour tous i, j, k.

Remarque 2.3.7.

1. Toute connexion linéaire localement plate est localement symétrique.

2. Une connexion est plate st I‘fj = 0 pour tous i,j,k sur M.



Chapitre 3

Meétriques Riemanniennes dans
une Varieté

3.1 Varieté Riemannienne

Définition 3.1.1. Soit M une variéré différentiable. Une métrique Rieman-
nienne g sur M est un Tenseur de type (0,2); tel que pour tout x € M
Uapplication g, @ T, M x T,M — R est une application bilinéaire, symé-
trique, définie positive et non dégénérée. M munie la métrique g est appelée
varieté Riemannienne, notée (M;g).

Remarque 3.1.1. Dans un systéme de coordonnées locales (a;l,...,a:").

Les composantes de g sont g;j = g (%, %), ot (gij) est la matrice de g.

Exemple 3.1.1.

1. (R", go) est une varieté Riemannienne, ot go le produit scalaire usuel

sur R™ tel que
9 0\ _s.
90\ ozi* oz ) ~ 04

2. D" ={z €,||z|| < 1} muni la métrique hyperbolique g définie par

XY e T;R", xz € D" est une varieté Riemannienne.

3.2 Connexion Riemannienne

Définition 3.2.1. On dit qu’une connexion linéaire sur une varieté Rieman-
nienne (M; g) est métrique ou Riemannienne si g est paralléle i.e. Vg = 0.

o7
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Théoréme 3.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, l'application
V:iX(M)xX(M)— X(M)
définie par la formule :
29(VxY,2) = X(9(Y,2)) +Y(9(2, X)) - Z(9(X,Y))
+9(Z, [X,Y]) +9(Y, [Z, X]) —g(X, [V, Z2])  (3.1)

est une connexion linéaire sur la variété Riemannienne (M, g), appelée connezion
de LeviCivita.

Preuve. Pour tout X,Y,Z € X(M) et f € C°(M) on a :
1.

29(VixY,2) =[fX(g(Y,2))+Y(9(Z fX)) - Z(g(fX,Y)) +9(Z,[fX,Y])

+9(V, 12, fX]) = g(fX,[Y, Z])

=X, 2)+Y()9(Z,X) + [Y(9(Z, X)) = Z(f)g(X,Y)
—fZ(g(X,Y)) =Y (f)g(Z, X) + f9(Z,[X,Y])
+Z(f)g(Y, X) + fg(Y,[Z,X]) — f9(X,[Y, Z])

= XY, 2)+ fY(9(Z, X)) - fZ(9(X,Y)) + fg(Z,[X,Y])
+f9(V,[Z,X]) - fg(X,[Y, Z])

=2f9(VxY,Z)

=29(fVxY,Z)

et comme g est non dégénérée on a,VyixY = fVxY
2.

29 (VxwY,Z) =(X+W)(y(Y,2)+Y(9(Z, X +W)) - Z(g(X +W,Y))
+9(Z, [ X + W Y]) +g(Y,[Z, X + W]) = g(X + W,[Y, Z])
=X(g(Y,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X.Y)) + 9(Z,[X,Y])
+9(Y,[Z, X]) = g(X,[Y, Z]) + W(g(Y, Z)) + Y (9(Z,W))
—Z(gW,Y)) + g(Z, [W.Y]) + g(Y,[Z,W]) — g(W, [Y, Z])
=29 (VxY,Z) +29(VwY, Z)
=29(VxY +VyY,2)

d’O’lZ,VX+WY = VXy + VWY.



3.2. Connexion Riemannienne 59

29(VxfY,Z) =X(g(fY,2)) + fY(9(Z,X)) = Z(9(X, fY)) + 9(Z,[X, fY])

+9(fY, 2, X]) — 9(X, [fY, Z])

= X(N9(Y,2) + fX(9(Y,2)) + fY(9(Z, X)) = Z(f)9(X,Y)
—fZ(g(X,Y)) + X()g(Z,Y) + f9(Z,[X,Y]) + fg(Y,[Z, X])
+2(f)9(X,Y) = fo(X,[Y, Z])

=2X(N)g(Y, 2) + fX(9(Y, 2)) + fY (9(2, X)) = fZ(9(X,Y))
+f9(Z,[X,Y]) + f9(Y, [Z, X]) - fg(X,[Y, Z])

=2X(f)g(Y,2) +2f9(VxY,Z)

=29 (X(N)Y + fVxY,2)

dou VxfY =X(f)Y + fVxY.

4. De méme maniére on obtient, Vx(Y + Z) =VxY + VxZ.

Donc V est une connexion linéaire sur la variété Riemannienne (M, g).
Théoréme 3.2.2. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connezion
de Levi-Civita est 'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec
g.

Preuve.

o On permute X etY dans et soustrait membre & membre ce qui
donne
29 (VXYv Z) —29 (VyX, Z) = 29([X’Y]v Z)
c’est a dire T(X,Y) = 0.
e On permute Y et Z dans et additionnant membre & membre

29 (VxY,Z) +29(VxZ,Y) = 2Xg(Y. Z)

c’est a dire 2(Vxg) (Y,Z) =0 i.e. Vg=0.
cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrigue
g sur M. Comme g est non dégénérée, cette relation détermine comple-
tement la connexion V, ce qui donne [unicité.

Proposition 3.2.1. Soient (M, g) une variélé Riemannienne, de dimension
n et V la connexion de LeviCwita. Si (U, ) est une carte sur M avec les
champs de bases %, ceey % associés, alors les coefficients de Christoffel I‘fj
sont donnés par :

n

I T (G A
Fij - lz; 29 al_igjl + 8l‘jgzl axlgm (32)

ou, gij sont les coordonneés de g relativement a la carte (U, p).
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Preuve. On a 'V o W =T 9 | D’apres la relation on trouve :

i mo s
ozt J oz

oo, 0 0N _ 0 0 o
INV ooz ozl ) = 0w 9pi 9t T 9yt

og(rm 2 2y _ 9 90 9.
Uogm ot )~ ar T gpi It T 9

. 1/0 ) d
mz_: Pijgml = Oz a9l + Ozi 7 9 — @sz

n n " o n 1 " P 9 5
lz; (Tnz::l Fzggml> g - Z 59 O ;1951 + Oz gzl 81'197’]

=1

- " "1 0 0 0
m 173 _ Ik . ..
E Fij (g gmig ) - 59 (amig]l + Oz g'Ll 8.%191])
m=1 =1 =1
"1 0 0 0
E Tm ko _ - lk . ..
] 5m " 2g <8.TZ g;l + O g’Ll 8.’131 gZ])
"1 0 0 0
rk = “g% [ g+ =g — — i
ij 29 (ang]l + O gil (%clgj)

=1

Exemple 3.2.1. Soit la boule ouverte D" = {x € R™ | |lu|]| < 1} de R™ munie
la métrique hyperpolique g donnée par Les composantes

,oxeD"

pour i #£ j
Ff}(z) =0 pour,j et k =1,.n; deuzr a deuz distincts.
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3.3 La courbure Riemannienne

Définition 3.3.1. Soit (M;g) une varieté Riemannienne. Le tenseur de
courbure Riemannienne est un tenseur de type (1,3), notée R tel que

VX,Y,Z € X(M), R(X,Y)Z=[Vx,Vy]Z ~VixyZ

Proposition 3.3.1. R vérifie les propriétés suivantes : pour tous X,Y, Z €

o g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(Y,X)Z, W)
o g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X,Y)W, Z)
¢ g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Y, X)W, Z)
¢ g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)



Chapitre 4

Connexions et Métriques dans
R

4.1 La Structure Différentiable Canonique de R

4.1.1 La Variété R

Rappelons d’abord la structure différentiable de R :

e R muni latlas {(R, Idg)} est une variété différentiable de dimension
1 et de classe C*°.

e Pour tout z € R, T,R = { f(z) L o €CPR)}.

o T, R est linéairement isomorphe a R

e TR est diffeomorphe a R?

e [’algebre des champs de vecteurs sur R est

d
R)=4f— (R
x® - {ri.seo*®)]
e Tout champ de vecteurs sur R est représenté par une fonction de classe
C*(R). i.el’application :
C*®(R) — X(R)

f+—>X:f~%

est un isomorphisme linéaire.

4.1.2 Difféomorphisme de R

Définition 4.1.1. Un difféomorphisme de classe C*,(k > 1) de R est une
fonction f : R — R telle que f est bijective, f est de classe C* et f~1 de
classe C*.

62
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Exemple 4.1.1.

La fonction f définie par f(x) = 1+ 2z est une C*° difféomorphisme sur R.

La fonction h définie par h(x) = ta® 4 22 — 5 est une C>° difféomorphisme

-3
sur R.

4.2 Connexions Linéaires dans R

4.2.1 Connexion Linéaire dans R
Définition 4.2.1. Une connezion linéaire dans R est une application
V:X(R) x X(R) — X(R)
(X,Y)— VxY
telle que :
oVixixY = fVxY +VxY 0i X, X'|Y € X(R) et f € C*(R)
eVx (Y 4+Y)=AVxY +VxY 0i XYY € X(R) et A€ R
oVxfY =X(f)Y + fVxY oi X,Y € X(R) et f € C°(R)

Remarque 4.2.1.

X
¢ SiX=f L Y=g-LalorsVxY=(f-gd+f g T)2L
e On note Cl (R) lensemble des connexions linéaires dans R, alors :
Uapplication :

o Vdi% =T4 o0 T =T}, le symbole de Christoffel, et I' € C*°(R).

C*®(R) — CI(R)
f—vi=v

est un isomorphisme linéaire , avec Vfd % = I‘f%. D’ot la proposi-
. . dz
tion suivante

Proposition 4.2.1. Toute connexion linéaire de classe C*° dans R est re-
présentée par une fonction de classe C°(R).

Proposition 4.2.2. Toutes les connexions linéaires dans R sont localements
plates.

Preuve. Soit V une connexion linéaire de torsion T et de courbure R alors :
Les tenseurs de torsion et de courbure sont antisymétriques dont nulles en
dimension 1. Donc V est une connexion linéaire localement plate.
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4.2.2 Connexions Linéaires Difféomorphes

Définition 4.2.2. Deuz connezions linéaires V et V dans R sont difféo-
morphes (V ~ V) s’il existe un difféomorphisme f de R qui transforme
VaV ie. f,V = V. c’est- a -dire pour tous X,Y € X(R)

£ (VXY) =V x fY

Remarque 4.2.2. (V ~ V) & il eziste un O -difféomorphisme f de R tel
que, pour tous X, Y € X(R)

Fo(VxY) =Vix fY
~ est une relation d’équivalence sur 'ensemble C1(R).

Proposition 4.2.3. Si f est un C*° -difféomorphisme de R alors :

@)
F(a)

Oﬂvi%—l—‘%,vi%:f% etF,fECOO(R).

. (vd ) Y, f L s T @)

Preuve. Soient fC™ -difféomorphisme de R et z,y € R tels que f(x) =y
d d © d md T

d
, (v3)

=T(z)d,f % )
~ T(2) f'(:c);; ...... (1)
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Mais

alors : fil = (f'o f1) d%
donc :

_ d _
Vs, g =V

HOF8

pour tout x € R.

Exemple 4.2.1. Les connexions linéaires qui sont défini par les deuzx fonc-
tions T'(x) = 8 + 4z et T'(x) = 3 + x sont diffé¢omorphes. En effet soit le
difféomorphisme f tel que f(x) =2z + 1.

_ (=)

)
Proposition 4.2.4. Deux connexions linéaires dans R ne sont pas toujours
difféomorphes.

+ f'(@)C(f(x)).

f est un solution de l'équation différentielle T'(x)
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Preuve. Pour toutes I', T € C*(R), la solution génerale f de ’équation dif-

"
férentielle T'(x) = ‘;/((w)) + ' (2)T(f(z)),z € R, n’ est un pas diffémorphisme
x
de R. On a le contre exemple suivant : Pour ' =1 et I' = 0 alors :

f"(x)
f'(=)

Uéquation différentielle 1 = dont la solution génerale est f(x) = ke®+c

ot ke R* ceR
f est une fonction injective, non surjective sur R car

| Je,+o0[C R sik>0
f(R)_{ | —00,c]CR sik<0

Donc f(R) #R i.e. ( f non surjective).
Alors f n’est pas un diffémorphisme sur R.

Proposition 4.2.5. Toutes les connexions linéaires dans R sont deuz o deux
localement difféomorphes.

Preuve. Soit V et V deux connexions linéaires qui sont défini par les deus
fonctions de classe C®°(R)I' et I' réspectivement. On cherche f solution de

Uéquation différentielle I'(x) = {Cf”((x)) + f(2)T(f(z) (%)

/
x
posons X (x) = In|f'(z)|, Uéquation différentielle (x) s’écrit sous la forme

d—X(x) = F(X(x),z). pour tout £ € R on associe le probleme de cauchy :
x

d
%X(a:) = F(X(x),z)

X0) =& (%)

d’apres le théoréme d’existence et d’unicité des équations différentielles, le
probleme de cauchy possed une une seule solution mazimale. il existe € > 0,
pour tout x € [—¢,¢| le probleme (%, x) possede une solution mazimale X sur
Uintervalle [—¢, €].

Définition 4.2.3. On définit 'ensemble des classes d’équivalences (classes
d’isomorphisme) de la relation d’équivalence ~ sur l’ensemble C1(R).

CIR)/ ~= {[T].T € C=(R)}

O [ la classe d’équivalence de T.

1= {r e c>m@.r) = £ 4 pariron )

Ot f: R — R est un C™ -diffémorphisme. L’ensemble C1(R)/ ~ est appelé
le module de connexions linéaires sur R noté MCL(R).
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4.3 Meétriques Riemanniennes sur R

4.3.1 Meétrique Riemannienne sur R

Définition 4.3.1. Une métrique Riemannienne g sur R est un tenseur de
type (0,2) sur R telle que pour tout x € R, g, : TR x T,R — R est une ap-
plication bilinéaire, symétrique et définie positive. (R, g ) est appelée variété
Riemannienne.

Remarque 4.3.1. pour tout x € R :
g RxR—R
(X, V) — ¢ (X,)Y)=0a(x) - XY

Ot a(x) est une matrice d’un seul élement.
e g, est définie positive < g,(X,X) > 0< a(x) > 0, pour tout = € R.
e g, est de classe C* & a est une fonction de classe C°°.

e On note Mr(R) lensemble des métriques Riemanniennes dans R,
alors Uapplication :

{a € C*(R),a >0} — Mr(R)
a—g"=g
est un isomorphisme linéaire avec g¢(X,Y) =a(z)- X -Y

Proposition 4.3.1. Toute métriqgue Riemannienne dans R est réprésentée
par une fonction de classe C°, et strictement positive.

Exemple 4.3.1.

e Les fonctions g1(x) = exp(x), g2(z) = 1.5 + sin(x), g3(x) = 2 + th(x)
sont des métriques Riemanniennes dans R.

e Les fonctions g1(z) = In(z), g2(x) = cos(x), g3(x) = sh(x) ne sont pas
des métriqgues Riemanniennes dans R.

4.3.2 Meétriques Riemanniennes Isométriques

Définition 4.3.2. Deux métriqgues Riemanniennes g et g dans R sont iso-
métriques (g ~ g) s’il existe un diffémorphisme f de R tel que f*g =g c’est
a dire, pour tout X,Y € X(R)

f*g(va) = g(X,Y)

Remarque 4.3.2. (g ~ g) < il existe un C™° -difféomorphisme f de R tels
que : pour tous X,Y € X(R)

f*g(Xa Y) = g(X,Y)

~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble Mr(R).
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Proposition 4.3.2. Si f est un C*° -difféomorphisme de R alors, pour tout
reR

w [ d dY\ d d SN2 B
o (i) =9 (5 i) & (@) -alf@) = oo
Preuve. Soient fC* -difféomorphisme de R et x,y € R tels que f(z) =y
avec g (%’x’ % J:) = a(a:) et 9z (% z’ % x) = d<$)

d

9. (5] 3

_ d d
d
oo (3] 40 (2]

xT

Done f*g (i, L) =g (L L) o (f'(x NZ-a(f(z)) = a(x), pour tout z € R.

Exemple 4.3.2. Les métrigues Riemanniennes qui sont défini par les deux
fonctions a et a telles que a(x) = 4e***1 et a(z) = e® sont deuz métriques
Riemanniennes isométriques. En effet :

soit le difféomorphisme f tel que f(x) = 2x + 1 , f est un solution de
Uéquation différentielle (f'(x))* - a(f(z)) = a(z).

Proposition 4.3.3. Deuzr méiriques Riemanniennes dans R ne sont pas
toujours isométriques.

Preuve. Pour toutes a,a € C’OO(
Véquation différentielle (f'(z))* - a(f
morphisme de R.

On a le contre ea:emple sutvant :
Pour a(z) = €2* et a(z) = 1,z € R alors Uéquation différentielle (f'(x))* =
e?® dont la solution génerale est f(x) = +e® + c ot c € R. Mais f est une
fonction injective, non surjective sur R.

Alors f n’est pas un diffémorphisme sur R.

) et a,a > 0, la solution génerale f de
(x)) = a(z),z € R, n’ est pas un diffé-

Proposition 4.3.4. Toutes les métriques Riemanniennes dans R sont deux
a deuz localement 1sométriques.

Preuve. Soit g et g deux métriqgues Riemanniennes qui sont défini par les
deuz fonctions de classe C°°(R)a et a réspectivement. On cherche f solution
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de Uéquation différentielle (f'(x))* - a(f(z)) = a(z)(x). L'équation différen-
tielle (%) s’écrit sous la forme %X(a}) = F(X(x),z). pour tout £ on associe
le probleme de cauchy :

d
%X(.%) = F(X(z), )

X(0) =& (6%

d’apres le théoréme d’existence et d’unicité des équations différentielles, le
probleme de cauchy possed une une seule solution mazimale. il existe € > 0,
pour tout x € [—¢, ] le probleme (x, ) possede une solution mazimale X sur
Uintervalle [—¢, €].

Définition 4.3.3. On définit 'ensemble des classes d’équivalences (classes
d’isométrie) de la relation d’équivalence ~ sur l’ensemble Mr(R).

MrR)/ ~={[a],a € C*°(R),a > 0}

ot [a] la classe d’équivalence de a.

_ 2
@] = {a € C*(R),a > 0,a(x) = (f'(2))* - alf(x))}
ot f: R — R est un C - diffémorphisme. L’ensemble Mr(R)/ ~ est appelé
le module de métriques Riemanniennes dans R noté MMR (R).
4.3.3 Connexion Linéaire Métrique
Proposition 4.3.5. Toute connezxion linéaire dans R est métrique.

Preuve. Soit V une connezion linéaire dans (R, g) définie par la fonction

I'. Montrons que V est métrique c’est a dire il existe une métrique g dans R
: d d

telle que Vg = 0. Soit a € C*°(R), g (&, i) () = a(x)

(720) (1) 1= o (e - (i - v

=d'(z) —2g <FCZ:" CZU) (x)
=d(x) — 2T (z)a(x)

Z/((;U)) =20(z) i.e a(x) = exp (2 [ T(t)dt) pour g est

Donc il suffit de poser
paralléle.

Proposition 4.3.6. Soient V,V deuz connezions métriques dans R, et g ,
g deuz métriqgues compatibles avec V,V respectivement alors :

g et g sont isométriques = V et V sont difféomorphes

d

4 —
dz dx

)@
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Preuve. Soit V et V deux connexions linéaires qui sont défini par les deus
fonctions de classe C*°(R) T et I respectivement.Soit g et § deus métriques
Riemanniennes qui sont défini par les deux fonctions de classe C*°(R)a et a
respectivement telles que g et g sont isométriques et compatibles avec V et
V respectivement. il existe un C*° -difféomorphisme f de R tel que (f’(a:))2
a(f(x)) = a(x). Puis que :

Vg =0 T(z) = a/(xé = a(z) = exp (2 - /jr@)ms)

\Y

QI
I
(e}
J
=i
2
8
N~—
I
J
=3
2
|
o
>
ke}
N
[\
c\a
P
=
~
N———

2 [y T(t)dt)

(F/(2))? - (25 TUONE) — (205 1) o 2nif (e (

dt) el
=In|f'(z) / > /:F(t)dt
I'(x)

_ @)
o) fl@)L(f(x)) =

Alors V et V sont difféomorphes.

Remarque 4.3.3. Soient V,V deuz connezions métriques dans R, et ¢,
deur métriques compatibles avec V,V respectivement. Soit f un difféomor-
phisme qui transforme ¥V en V,alors f ne transformer pas forcément g en g.
On a le contre exemple suivante.

Exemple 4.3.3. Les deuz connezions définie par les fonctions T et T telles
que T'(z) = 8 + 4z et T'(x) = 3 + z sont difféomorphes. En effet :

Soit le difféeomorphisme f tel que f(x) =2x+ 1, f est un solution de l'équa-
tion différentielle T'(x) = ]},,,((x + f(x)C(f(z)) . Mais les métriques définie
par les fonctions a et a telles que

a(x) = exp (2 : /F(a;)dx) = exp (162 + 427) , a(x) = exp (2 : /f(m)dm) = exp (67 + 2%)

ne sont pas isométriques, parce que f n’est pas un solution de ['équation
différentielle (f'(x))* - a(f(z)) = a(z) .
4.3.4 Comparaisons deux Métriques Ayant la méme Connexion

Proposition 4.3.7. Deuz métriqgues Riemanniennes g1 et go de R ayant la
méme Connezion métrigue V, si seulement si g1 = kg et k € Rk > 0.

Preuve.
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1. Soient g1 et go deux métriques sur R ayant la méme Connexion V.

d d
g1 <dx’d:1:> =aj, ap >0 eta € CR)

d d
92< >:a2,a2>0€ta26000(R)

dz’ dx
d d
—=I— et (R
v%dm dx et '€ CH(R)
D’aprés la relation (3.2) on trouve I' = R RN a1 = kaz ot

2a1 2a2
keR* k> 0.ie g =kgo.
2. Soient g1 et g9 deur mélriques sur R telles que g1 = kgo et compatibles
avec V1, Vq respectivement. on a :
ay  kaj al al

=k ity = =
@ a2 ¢ ! 2&1 2]-(7&2 2&2 2a2

donc I'y =Ty alors V1 = Vs.



Bibliographie

[1] S.Kobayashi and K.Nomizu , Fondations of differential geometry , vol.l
, IL.Intersciense , New York-London 1963.

[2] Thierry Masson , Géométrie différentielle , groupes et algébers de Lie ,
fibrés et connexion , version du 8 juillet 2004.

[3] Robert Coqueaux , FEspaces fibrés et connexions , Centre de Physique
Théorique Luminy Marseille. 2007.

[4] Sigurdur Helgason , Differential geometry , Lie groups , and symmetric
spaces , Department of Mathematics Massachusetts Institute of Tech-
nology Cambridge , Massachusetts.

[5] Bishop R.L. , Crittenden R. J , Geometry of manifolds , Academic
Press , 1964.

[6] P. Buser , Géométrie Riemannienne , version du 22 octobre 2003.

[7] Peter Petersen , Riemanniann geometry (Second Edition) , Department
of Mathematics , University of Califoria , Los Angeles , CA 90095-1555
USA .

[8] G.Dloussky , Variétés Riemanniennes,variétés hermitiennes , version

du 7 avril 2005.

[9] Frédéric.Paulin , Géométrie différentielle élémentaire , version prélimi-
naire année 2006- 2007.

[10] Azzouz.Awane , Cours de géométrie différentielle , Université Hassan II
Mohamedia- Casablanca , 8 janvier 2002 .

[11] Article.Boris.kolev , Notions fondamentales de géométrie différentielle
, 23 février 2004

[12] Sigmundur Gudmunsson , Elias Kappos on the Geometry of Tangent
Bundles , Expo.Math .20(2002),1-41.

[13] J.J. Duistermaat , Principal Fiber Bundles Spring School , June 17 , 22
, 2004 | Utrecht

[14] Olivier.RipollJuin , Sur les connezions , 2002 Deuxiéme version , No-
vembre 2002.

[15] Abderrahim Zagane , Module des connexions linéaires dans les variétés
de dimension un , Université de Mascara , 28 Avril 2010

72



	Introduction
	Préliminaires
	Variétés Différentiables
	Variété Différentiables
	Espace Tangent
	Tenseur
	Formes Différentielles
	Groupe de Lie et Algèbre de Lie

	Fibrés
	Fibré Principal
	Fibré Associé
	Fibré Vectoriel


	Connexion Linéaire
	Connexion dans un Fibré Principal
	1- Forme de Connexion dans un Fibré Principal
	Transport Parallèle
	2-Forme de Courbure d'une Connexion dans un Fibré Principal

	Connexion dans un Fibré Vectoriel
	Transport Parallèle
	Dérivation Covariante d'une Connexion dans un Fibré Vectoriel
	Le Tenseur de Courbure

	Connexion Linéaire dans une Varieté
	Dérivation Covariante d'une Connexion Linéaire
	Tenseur de Torsion et Tenseur de Courbure


	Métriques Riemanniennes dans une Varieté
	Varieté Riemannienne
	Connexion Riemannienne
	 La courbure Riemannienne

	Connexions et Métriques dans R
	La Structure Différentiable Canonique de R
	La Variété R
	Difféomorphisme de R

	Connexions Linéaires dans R
	Connexion Linéaire dans R
	Connexions Linéaires Difféomorphes

	Métriques Riemanniennes sur R
	Métrique Riemannienne sur R
	Métriques Riemanniennes Isométriques
	Connexion Linéaire Métrique
	Comparaisons deux Métriques Ayant la même Connexion


	Bibliographie

