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Introduction

Notre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie d’aujourd’hui
reposent largement sur des équations aux dérivées Partiel, auquel il sera fait référence
dans un formulaire EDP abrégé ci-apreés. C’est vraiment merci pour modéliser ces
phénomeénes par EDP, nous avons pu comprendre le role de tel ou tel parameétre, no-
tamment pour obtenir des prédictions , parfois trés subtile.

L’une des choses qu’il faut avoir a ’esprit a propos des EDP, c’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement ! Ce que les mathématiques peuvent
faire par contre , ¢’est-a-dire si une ou plusieurs solutions existent et d’écrire parfois trés
précisement certaines propriétés de ces solutions.

Quand sont apparues les EDP 7 Elles ont été probablement formulées pour la premiére
fois lors de la naissance de la mécanique rationnelle au cours du 17éme siécle (Newton,
Leibniz...). Ensuite le ”catalogue” des EDP s’est enrichi au fur et & mesure du développe-
ment des sciences et en particulier de la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms,
on se doit de citer celui d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes, pour les équations de
la mécanique des fluides, ceux de Fourier pour I’ “equation de la chaleur, de Maxwell
pour celles de I’électromagnétisme, de Schrodinger et Heisenberg pour les équations de la
mécanique quantique, et bien stir de Einstein pour les EDP de la théorie de la relativité
, et n’oublions pas le grand savant qui fait un super succes dans les EDP C’est le savant
Sobolov, ol nous allons profiter de I'occasion et donner un apercu de sa vie :

Les espaces de Sobolev portent le nom du savant Serguei Lvovitch Sobolev qui est un

mathématicien et un physicien atomique russe de I’époque Soviétique (né le 6 octobre



1908 et décede le 3 janvier 1989). Au cours des années 30, Sobolev a introduit des notions
qui sont fondamentales dans le développement de plusieurs domaines des mathématiques.
Tout en travaillant en Moscou, Sobolev a construit la méthode standard pour résoudre les
problémes elliptiques avec conditions aux limites en introduisant ses espaces fonctionnels.
Il a donné les inégalités sur les normes relatives de ces espaces qui étaient importants
dans la théorie d’intégration des espaces fonctionnels , il a de plus appliqué ses méthodes
pour résoudre les problémes difficiles de la physique mathématique . En 1939, Sobolev a
été élu membre part entiere de 'académie des sciences d’"URSS.

On a aussi les équations différentielles fractionnelles sont des généralisations d’équations
différentielles classiques d’ordre entier. Au cours des derniéres décennies, les équations
différentielles fractionnaires ont fait ’objet de nombreux études en raison de leur ap-
parition fréquente dans diverses applications en physique, biologie, ingénierie, traitement
du signal, identification des systémes, théorie du controle, finance et fractionnement
dynamique. De nombreux articles ont étudié certains aspects de équations différen-
tielles fractionnaires, telles que 'existence et unicité des solutions aux problémes de type

Cauchy, les méthodes pour les solutions explicites et numériques, et stabilité des solutions

Parmi les enquétes pour les équations différentielles fractionnaires , la recherche de
solutions exactes et solutions numériques d’équations différentielles fractionnaires est un
sujet important . De nombreuses méthodes puissantes et efficaces ont été proposés pour
obtenir des solutions numériques et solutions exactes d’équations différentielles fraction-
naires jusqu’a présent . Pour exemple, ces méthodes incluent la décomposition adonienne
méthode la méthode itérative variationnelle la méthode de perturbation par homotopie
le différentiel méthode de transformation, méthode des différences finies , la méthode des
éléments finis , et le Riccati fractionnaire méthode de sous-équation . Sur la base de ces
méthodes, diverses équations différentielles fractionnaires ont été étudiées .

En l'analyse fonctionnelle. Elle devient rapidement le cadre général de résolution

d’une large famille de problémes mathématiques, en particulier I’analyse, les équations



différentielles ou les équations aux dérivées partielles. Les valeurs propres sont un des out-
ils essentiels a la résolution de ces problemes. Elles s’avérent indispensables en physique
pour des théories comme la mécanique quantique ou la relativité générale. Pendant une
longue période les anglo-saxons utilisent indifféeremment les termes de proper value et
eigenvalue, provenant respectivement de la traduction des textes de Jordan et de Hilbert.
Le vocabulaire est maintenant fixé au bénéfice de la deuxiéme expression.

Si A est une valeur propre de 'opérateur T', alors Uopérateur (7" — AI) n’est pas un-
a-un, et donc son inverse (T — AI)~! n’existe pas. L’inverse est vrai pour les espaces
vectoriels de dimension finie, mais pas pour les espaces vectoriels de dimension infinie.
En général, Popérateur (7' — AI) peut ne pas avoir d’inverse méme si A n’est pas une
valeur propre.

Pour cette raison, en analyse fonctionnelle, les valeurs propres peuvent étre général-
isées au spectre d’un opérateur linéaire T' comme ’ensemble de tous les scalaires A pour
lesquels 'opérateur (T'— AI) n’a pas d’inverse borné. Le spectre d’un opérateur contient

toujours toutes ses valeurs propres mais ne s’y limite pas.



Chapitre 1

Les espaces de Sobolev de Type

Fractionnaire

1.1 Introduction:

Dans ce chapitre on va introduire les espaces de Sobolev de type fractionnaire noté
W#P(Q) et quelques proprietés topologiques et fonctionnelles de ces espaces, puis on va
introduire quelques injections de type Sobolev pour ces espaces la.

Nous définissons les espaces de Sobolev de type fractionnaire dans le cas ou s ¢ N.

1.2 Les Espaces de Sobolev de Type Fractionnaire
pour 0 < s < 1:

Définition 1.1 Soient Q un ouvert de R™, s € (0,1) et p € [1,+o0o[, on définit I’espace

de Sobolev de type fractionnaire W*P(§2) par :

|z — y|»

Wer(Q): = {ue ) @ =uWl g Q)},



munt de la norme:

B =

u(x) ~ u )l
e / u (@) e+ / ey |

ot la semi norme de Gagliardo de u est :

P
u
[ Ws:p(Q) - /l n+sp| d dy

1.3 Les Espaces de Sobolev de Type Fractionnaire
pour 1 < s < +00:

Définition 1.2 Soient Q0 un ouvert de R", s € |1,+o0[ et p € [1,+00[, on peut écrire
s=m+c oum € Neto € (0,1), alors on définit ’espace de Sobolev de type fractionnaire

W=r(Q) par :
WeP(Q): ={ueWmP(Q): D% € WP (Q) pour tout s\ |a| = m},

munt de la norme suivante:

=

||U||Ws~,p(Q) = HUHme o) T Z [ D%ullyyos

|a|l=m



1.4 Des Exemples d’Application sur les Espaces de
Sobolev de Type Fractionnaire:
Exemple 1.1 Montrons que :

v : (0,1) —R

r : — In|z|
appartient @ W*P((0,1)) ou 0 < s <1 et p € [1,+00[ avec sp < 1.

Preuve: Comme u € LP((0,1)) c-a-d: on sait que u est continuée donc elle est mé-
1

surable dans (0, 1) de plus, on calcule / (In]z|)” dz : On sait que

0

In [z[| <[]

alors
I [2|[” < |[”,
1 1
/]1n]:c||pdx </ |z|” dx,
0 0
1
1 ! 1
/ |z|” dx = {— |x|p+1} = —— < o0,
p+1 o pt+1
0
alors :

1
/|ln|x||p dr < oo.
0

T —y|P



donc, on pose:

Unlﬂf! In [y||”
I—// 8p+1 dxdy

11
1 —1 b
I:/ o fe[ = Infyll” ) o

sp+1
0 ysp+l r_1

on a :

en faisant le changement de variable t = % alors :

s Ilnltyl In |y||”
I = // » 1|Sp+1 dtdy
1
I = —sp(
/ /|t 1|5”+1
;- ~sng !nlth
- ’1 sp+1

< e
- sp ‘1 sp+1 ‘1

L,

Pour I; on a les equivalences suivants:

au voisinage de 0:

L L]
t|sp+1

[In f¢]]”
A = S ~ R0 = Il
car
=0 fo (1)
et au voisinage de 1:
In 2]} e
A = e~ ) = =i

10



car

lim f1(t)
e=1 f3(t)

De plus: on a sp < 1 alors d’aprés I’ integrale de Riemane type 2 on a :

1
I, = /—dy < +o00.
ysP
0

Pour I, d’aprés la formule de Fubini nous avons :
In |t|[?
e ]
sp |1 t| D
Ilnltllp / s
Pd

1 P
_ / |Il| |S| +1tsp—1dt
—Sp+11 |1 —¢”

or on a au voisinage de +00 :

o=

1 1
=7

Alors ,
s
et au voisinage de 1: )
N
Donc
I, < 4o0.
|

11



Exemple 1.2 Montrons que

u : (0,1) —R
— u(z) = |z|”
appartient a W*P((0,1)) ou 0 < s <1 et p € [1,+o0[ avec sp < 1

Preuve: alors on pose

1
I= /]a:|pda:
0

avec a = 1 et comme u € LP((0,1)) c-a-d :on sait que u est continuée donc elle est
mésurable dans (0, 1) de plus , on calcule

On montre que

M € /(0.1 x (0.1)
r—y|r
On pose :

P
I—//‘;j zﬂjﬂdxdy—//m y[PP~t dady

1 y
:/ /(y—x)p_SP_ldx+ (x—y)p_sl’_ldm dy
0o Lo

v o)

s —

0 p—sp
1

1 1
- /{ yPo 4 (1 _y)pszﬂ} dy
) p—sp

p—3sp

12



- (p —15p) (p - slp + 1) - (p —18p> (p - slp + 1) =],

1 1
=) p—sp+1)  (—sp)@—spt1)
2
(p—sp)(p—sp+1)

< OQ.

1.5 L’approximation de I’Espace W*? (R") :

[N

Définition 1 Pour chaqueu € W*P (R"), elle peut étre approximer au C3° (R") ,

donc pour tout s >0 on a :
Foo 7l lwspeny s p mon
Cg° (R7) = WP (R").

C’est pour sa l'espace C§° (R") est dense dans W*? (R") .

1.6 L’Approximation de ’Espace W*? ()

Définition 2 Si Q C R", alors l'espace C§° (§2) n’est pas dense dans WP (QQ) , par
conséquent , on note par W' (Q) la fermeture de C3° () avec respectueusement de la

norme dans W*P () , donc on a :

WeP (@) 1= O (@)

13



1.7 Dualité de I’Espace W*7 (Q)) :

Définition 1.3 Sis <0 et p € |1,+00] alors :

*

Wor (Q) == (W™ ()

ot WP (Q) est lespace dual Wy > (Q) avec % + é =1.

proposition 1.1 Soient s € |0,1[ et p € [1, 400 , nous avons alors :
1. W#P(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < 400.
2. W*P () est un espace séparable pour tout 1 < p < 400.
3. WeP () est un espace réflexif pour tout 1 < p < +00.

La preuve de 1. se trouve dans : Espace Fonctionnelle Utilisation Dans La résolution

des équations aux dérivées partielles .Par FRANCOIS et GILBERT DEMMENGEL ,

page 194.

1.8 Les Injections de type Sobolev :

Cette section est consacrée aux plongements d’espace Sobolev de type fractionnelle dans

les espaces de Lebesgue. Nous rappelons ici brievement quelques résultats de base :
Théoréme 1.1 Soient € un ouvert de R et p € [1,+o00[ alors :

1. Si0<s<s<1, alors l'injection continue est :
WP () — W (@)
pour cela il existe un c¢q (n,s,p) > 1 telque :

||u||ws-,p(Q) <c(n,s,p) ||u||Ws’,p(Q)

14



pour tout u € WP (Q).

2.8 0<s<1etQ estde classe C*' avec un bord borné 92 , alors l'injection

continue est :

WP (Q) — WP (Q)
pour cela il existe un co (n,s,p) > 1 telque :
||U||Ws,p(ﬂ) < ¢ (n,s,p) ||u||W17P(Q)
pour tout u € WP (Q).
3. 8 1<s<s et estdeclasse C*' alors linjection continue est :

WP (Q) — WP (Q) .

Maintenant nous sommes préts de discuter les propietés de 'injection de WP ()

alors on distingue 3 cas :
1.8.1 Les Proprietés de I'Injection de W*? (£2) :
i) Le cas de sp < n :

Théoréme 1.2 Soient s € ]0,1[ et p € [1,+00[ telque sp < n , ensuite il existe

un ¢ :=c(n,p,s) positif telque pour tout u € WP (R™) on a :

w(z) —u(y)|”
HUHI[)ng(Q) SC / | ( ) ( )| dl"dy

A et

ot le constant p} = nfmsp , il est ce qu’on appelle 'exposant critique fractionnaire

.Par conséquent ,l’injection continue est :

WP (R") — L7 (R")

15



pour tout q € [p,pt] de plus : linjection compacte de W5 (R") — L] (R™) pour

loc
tout q € [p,pi[, car LT (R") — LI (R™).

loc

Théoréme 1.3 Soient s € ]0,1[ et p € [1,400[ telque sp < n . Soit Q@ C R™ alors

il existe un C := C(n,p, s) positif telque pour tout u € WP (Q) on a :

[l ooy < Cllullwena)

pour tout q € [p,pl] .

Theorem 3 * Si Q) est borné alors on a une injection compacte :
WP (Q) — L1(9Q)

pour tous q € [1,p%] .
ii) Le cas de sp=n :

Théoréme 1.4 Soient s € ]0,1] et p € [1,+o0[ telque sp = n , ensuite il existe

un ¢ := c(n,p,s) positif telque pour tout u € WP (R") on a :
ll oy < el

pour tout q € [p, +oo[ , de plus on a linjection continue :
Wer (RY) < L1 (R)

pour tout q € [p, +o0o] .

Théoréme 1.5 Soient s € ]0,1[ et p € [1,+o0] telque sp =n . Soit Q@ C R™ alors

il existe un C := C(n,p, s) positif telque pour tout u € WP (Q) on a :

lall oy < € ltllyenay

16



pour tout q € [p, +oo[ , de plus on a linjection continue :

WS (Q) — L9 (Q)

pour tout q € [p,+oo| .

Theorem 4 * Si Q) est bournée alors on a une injection continue :

WS (Q) — L9 (Q)

pour tout q € [p,+oo| .

iii) Le cas de sp > n :

Ici C%* () est lespace de Holder de les fonctions continues muni de la norme

suivante :
u () —u(y)l
Ul poarqy = ||| foo(qy + SUp ————F5—
[ull coay = llull oo b A
7Y

Théoréme 1.6 Soient s € ]0,1] et p € [1,+o0[ telque sp > n .Soit Q un domaine de
C% de R™ | alors il existe un C := C(n,p, s, Q) positif telque pour tout u € W*P (Q) on

a:
HUHC&Q(Q) <C HUHWSJ)(Q)

avec o := % , alors on a linjection continue :

WP (Q) — C (Q) .

La proprieté précédente de la régularité reste valide pour les fonctions de W*? (£2) quand

sp > n et 2 est un extension de le domaine pour W*? alors :

Théoréme 1.7 Soient s € ]0,1[ et p € [1, +00[ telque sp > n .Soit 2 un domaine borné

17



de C% de R™ alors l'injection compacte est :

WeP (Q) — C*(Q)

sp—n
p

pour tout f < a avec o =

18



Chapitre 2

L’opérateur Laplacien fractionnaire :

Dans ce chapitre on va définir L’opérateur Laplacien fractionnaire et leur propriété de
facon plus détaillé et plus précisement leur fourmulation variationnelle pour nous aider

de résoudre notre probléme .

2.1 Définition de Laplacien fractionaire :

Définition 5 Soit s € (0,1) , on définit l'opérateur de Laplacien fractionnaire par :

(-A) : S — L*(RY)

) . u(x) —u n
(=AY u(z) : =C(n,s) eli%rl+ / ész(i)dy, reR
R7\ B(z,€)

ot B (z,€) est la boule de centre x € R™ et de rayon € , et C (n,s) est la constante de la

normalisation suivante :

C(n,s) = /1_|€C|+i2(§l)dc

n

avec ¢ = (¢1,¢) , CER™.

19



Généralement dans la définition de (—A)® |, Pabréviation . V.P : c’est dans le sens de

la valeur principale est adoptée , donc :

u@) —uly) u(r) —u(y)
V.P;R[—W’—M dy = 1 / = g

n+2s n+2s
x JR—
R™\ B(z,e€) | y|

alors , on peut écrire :
n+2s

(=AY u(x):=C(n,s) V.P./Wdy , x € R™

Proposition 6 Soit s € |0,1[ , alors pour tout u € S :

u(+y) +ulz—y) —2u(z)

S 1 n
(~8) u(x) = —5C (n, s)/ e dy T ER™.
R® Y
Preuve: On a
(=A) u(z) = —C(n,s)V.P. | ————=dy pour tout z € R
2oz =yl
onpose: z=y—ux alors,ona:
(—A)’u(z) :==—=C(n,s) V.P./u (z+ 23+;u <I)dz pour tout z € R"
)T
Cependent en mettant z* = —z on a
VP u(z+ 2) —u(x)dz _vp u(x—z )—u(:v)dz*
’Z‘n+25 ‘Z*’n+28
R" R®

20



donc aprés avoir changé z* par z :

2V‘P‘/u(w—|—z)—u(a:)dz _ V‘P./u(:c—l—z)—u(x)dz_i_V.P'/u(a:—z)—u(x)dz

|Z’TL+28 ‘Z’n—l-Qs |Z’n+28
R™ R™ R™
v [rep i),
2 ||

Enfin une expansion de Taylor du second ordre donne :

u(z+y)+ulr—y)—2u (:c)d < 1 D%u]| e gy
|y’n+28 y — ’y‘n+2372

et depuis s €]0,1] ,ona:

u(@+y)+ulz—y)—2u(x)

— dy € L' (R")
ly[**?

Ainsi pour tout u € S, on a :

P.V/u(ar—l—y)—i-r’(iz—sy)—2u(x)dy:/u(x+y)+|u|(nx+;sy)—2u(x)dy
Yy Y
R™ Rn

La proposition suivante donne la relation entre (—A) et (—A)" :

Proposition 7 (—A)® — (=A) quand s — 1 ot la convergence est dans l'espace dual

de WP (Q) .

Proposition 8 Soit s €]0,1] et p € |1,+00[ alors :
(=A)": W5 (R") — (W5 (R™))”

est bien défini , et de plus :

21



i) Vu,veWs?”(R"), nous avons :

(ay [ )= T <y_>>y<| @0y

i) Vu,ve W (R :

(=A) u,0) < llullyes [ollysn

et par suite :||(—A)° u||W—sp* < ||u||Wp .

Preuve:

i) Comme u € WP (R™) alors l'intégrale dans la défintion de (—A)® existe donc :

/ |gj‘ n+2s

alors V u , v € Wy* (R™) , nous avons :( on utilise Fubini ) :

(=A)° u,v) // n+28 dyv d:c// n+25 v(x)dzdy.

D’autre part on a :

/ / R <|: @0y

R7R™

// n+2$ v(y)dxdy

RnR®

22



dans le second intégrale nous changeons le role entre x et y alors :

[ e - [t
// n+2s (1’) dxdy

R R"™

et par suite :

[ [0, gy [ [l ) ),

|z =y
R R™ R R™

Alors , nous avons :

—A)*u,v) // (’:@_”(y»dmy.

Rn Rn

ii) Vu,veWy”(R") , nous avons par l'inégalité de Holder :

(—AYuv) = // (’ﬁ;ﬁs)—v(y))dxdy

R” R™

“AY uv) / / MS) ) ‘(;1( )‘(Hi)();) dady

R R™

<Q// ) ([ 5 )

= Jullyze ||v||wgﬁp

IA

Proposition 9 Soient s €]0,1] et p € |1,+00| et soit Q un ouvert bourné de R™ :

Wy (R") = {u € W (R") , tel que u =0 sur R"\ Q }

23



alors

(=4)": WP () — (W™ ()"

est strictement monotone , c’est-a-dire :

pour tout u , v € Wy (Q) avec u # v :
(=AY u— (=AY v,u—v) >0.
Preuve: D’abord nous avons , V u , v € Wg* (Q) :

(A u— (=AY v,u—v) = ((-A)’u,u—v)—{(—A)’ v,u—v)
= (A wu) = ((=A) u,v) + (—A)°v,v) = ((=A) v, u)

2 2
>l + Nl — Nallger ol =l ol

= (lulhgs = ol ) (Il = ol ) -
Soit u # v € Wi (2) montrons que :
(=AY u— (=AY’ vu—v) >0
nous avons
(=AY u = (<A =) > (e~ Iolhyge) (g — o)

supposons que ((—A)’u — (—A) v, u —v) =0 et par suite [ullyzr = [[0]lyer et de plus
puisque

(=A8) u,v) < [ullyer V]l

24



alors

(-8 u) = fullyer o]y

et (=AY v,u) = [ollyss lullyes -
Cela implique u = v ce qui contraduction avec u # v . ®
Proposition 10 Soient s €]0,1] et p € |1,+o0[ , alors :
(—A)  WET (R™) — (W™ (R"))"

est continue i.e :

(=A) e C (WP (R™), (W5 (R™)))

Preuve: Soit wu, — u dans W7 (R") montrons que (—A)°u, — (—A)’u dans
(Wo? (R™))" -

En effet nous avons d’aprés la proposition précédent :

I(=A)" un — (=4)

SuHWO—s,p* S ||Un - u||W057P

alors il suffit de montrer que : |lu,, — u|lys» — 0, nous avons w,, — u dans Wy"* (R")
0

alors u, — u dans L” (R") , donc pour une sous suite on a : dg € L? (R") telleque :
Un (z) = u(x) ppet fun| < g(x)

et d’aprés le théoréme de convergence dominée nous obtient le résultat souhaité. m

2.2 Les propriétés de Laplacien fractionnaire :

Dans cette section on va voir quelques propiétés de Laplacien fracionnaire .
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2.2.1 La linéarité de Laplacien fractionnaire :

proposition 2.1 L’opérateur Laplacien fractionnaire est linéaire .

Preuve: Vu,v eSS etack tel que :

(—A) (au(2) +v (@) =" a (=A) u (@) + (~A) v ()

(—A) (qu(z)+v(z)) : =C(n,s) 11%1+ / (ou(z) +v ‘(x)) _‘Tgf;i (y) +v (y))dy ,reR
€— r—1y
R\ B(z,€)
g [ OO, g
e—0t |ZE — y|
R7\ B(z,€)
| o (z) — au (y) w [ Ot
= 1 d 1 — 5
C(”? 5) e_l)ré}r / |ZL’ . |n+28 y+C(n7 S) e_l)ré}r |l’ _y|n+25
R\ B(,€) R™/B(z,€)
: u(z) —u(y) . / v(z) —v(y)
= aC 1 ————dy + C 1 —_—
Q (n,s) ei%%r / |33 . |n+2$ y_'_ (TL, 3) 6;% |33 o y|n+2$ (
R\ B(z,€) R"/B(x,e)

=a(=A)u(z)+ (-A)v(x) .

donc il est linéaire . m

2.2.2 La continuité de Laplacien fractionnaire :

proposition 2.2 L’opérateur Laplacien fractionnaire est continue .
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Preuve: (—A)" est continue equivaut : 3o tel que [[(—=A)" u (2)| p2gny < o [|ul|g done

. . u(z) —u(y)
8wy = |[Clns) i [ Sy
R™\B(a.0) L@
. u (@) —u(y)
< Clns) | lim / Wdy
R™\ B(z,e)
L2(RM)
. u () —u(y)
< 7 NI
= C (na 8) 61_1)1[%_ / |I _ y|n+2s dy
R\ B(z,€) L2(R™)
car nous sommes dans L* (R") et on utilise la linéarité donc :
U\r — n
< C(ns) lim / lu(z = y)l 2w )dy

e—0t
R™\B(z,€)

onpose X = x—y =— dX = —dy alors

12 = Yll L2ny

u (X n
< —C(n,s) lim / —” )l 2o Ldx
e—07F X1 2wy
R™\ B(z,e)
< —=C(n,s)]lullg
< allullg

donc il est continue . =
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Chapitre 3

Probléme de Valeur(s) Propre(s)
pour un Opérateur d’Ordre deux de

Type Fractionnaire :

3.1 Introduction et Motivation :

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale & des équations aux dérivées partielles
elliptiques , c’est-a-dire a I’étude des valeurs propres et des fonctions propres de ces

équations . La motivation de cette étude nous permet d’étudier des solutions particuliers

Donnons un exemple de probléme au valeur propre pour le Laplacien fractionnaire
avec les conditions de Dirichlet. Soit £2 un ouvert borné de R"™, on cherche les couples

(N, u) € R x WP (Q) avec u # 0 solution de :

—A%u = Au sur €,
u=">0 sur 0,

(P)°

le réel \ est appelé valeur propre , et la fonction u est appelé fonction propre. L’ensemble

des valeues propres est appelé le spectre de le probléme .On peut faire I’analogie entre
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(P)’ et le probleme le plus simple de Laplacien classique (P) avec les conditions de

Dirichlet :
—Au =M u sur €,

u=0 sur 0.

(P)

Définition 3.1 On dit que u est une solution faible de (P)° si u € WP (Q) telle que :

(P)”: / (ulz) = QTm(y—))y(erEZ) — ¥ (y))dxdy = /\/u (z) ¢ (z) dzdy, Vo € W5 ().

Définition 3.2 Soits € (0, 1), on dit que \ est une valeur propre de l'opérateur Laplacien
fractionnaire, s’il existe une solution faible u € W5* (), uw # 0 du probléme (P;). La

solution faible u s’appelle fonction propre associé a A\ .

Remarque 3.1 Remarquons que si on remplace ¢ paru € W3'* () dans (Ps) on obtient

A comme le qoutient suivant :

u\r)—u 2
[ [ way

A :R”Rn
[lu@a
Q

ce qoutient est appelé le qoutient de Rayleigh .

3.2 Existence de la Premiére Valeur Propre:

Définition 3.3 La premiére valeur propre de 'opérateur Laplacien fractionnaire notée

par A1 est définie par:

U\T)—Uu 2
[

2

A= Si%lf = in 5 .
ueWs " ()\{0} /|u(:1:)|2 i ueWy P (2)\{0} ||u||Lz(Q)
Q
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Le résultat d’existence de la premiére valeur propre est donné par le théoreme suivant .

Théoréme 3.1 Soient s € (0,1) et Q est un ouvert borné de R"™, alors le probléme admit

une fonction propre associé a la premiére valeur propre A\y > 0 qui caractérisée comme

[ [ anay

(P): )\ = in(f {}R”R”
ueWs P (2)\{0
” [lu@p

suit :

Pour montrer ce théoréme on utilise la méthode de minimisation d’une fonctionnelle

. On définit la fonctionnelle suivante :

J Wit (Q) — R
=
/ |u(z)|?da
Q

d’ou A\; représente le minimum de J.

Preuve: D’abord on montre que :

()
A1 dxd
uEWo p(Q // ‘512'— TH_QS v

] 2 () =1R" R™

on a:
lullivg» @)

ueWO”(m\{O} HuHL2 B Wé”(ﬂ)
HUHL2(Q)*1

(1) )\1 =

[/

car

{u e Wg? () Jlull gy = 1} € {u € WP () \ {0}}.
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Pour v € Wi* (2) , on pose :

u s
v=1——— € Wy (Q), vl 2(0)=1
||u||L2(Q)
alors
u (@) —u(y) = lullp2q) (v (@) —v(y))
donc
2 v\ )—v 2
//l ”L2‘(§)_(y|'(”325 () ddy
R» R (v(z) —v (y))2
= | |n+28 dxdy.
(E JE—
/|u(x)|2dx Rn R" Y
Q
e Jul?
) : 2
—_— = inf |55
il N 2 g Ihwo)
||u||L2(Q):1
ce qui implique
PR s e
weEWEP ()\{0} Hu||L2 - ewgp( Wo (%)
||u||L2(Q)*1
de (1) et (2) on obtient :
HUHWS PQ) 2
A = —02 in wl|Tysm o -
! ueWSp Q)\{0} ||U||L2 |qre”W§’P(Q)1 | HWO ")
Uir2e)=

Pour montrer le théoréme on utilise la méthode direct de minimisation: pour u €
WP (Q):
letllye ey

)\1 -
uewy' Tn o) HuHL2

par conséquent

1
M>—=>0
1_C>
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Soit (un), ey €st une suite minimisante telle que :

[[llyps 1
V> 0,3u, s Ay < — 2 x4 =)
el n
alors : )
HUHWOW(Q) X
—— :
||U||L2(Q)

C’est-a-dire:

2 2
[[wn (@”Lz(n) =let Hun||wg’f’(9) — A

alors (un),cy est bornée dans Wy” (), donc il existe une sous suite (un),oy €t u €
WP (Q) telle que :
u, — u faiblement dans W3 (Q2).

Par le lemme 1.3 , on obtient:
2 . . 2
[ullyer ) < nl_lgloo inf [[unlgr i) = M-
Alors H“H%VOW(Q) =)\ d'ou :
2 . 2
HUHWS”’(Q) - Ue‘},?i(m HUHWS”’(Q) :

Donc u est un point minimum.

//(“(x ZHS dxdy et B(u /|u )|? da

RrR™

Posons :

et on définissons le quotion :

J: WP (Q)\ {0} — R"

Au
u—J(u) = Bgu;.
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Alors :

{ueWS’p(Q)¢||U||L2(Q):1}

Ainsi Ju € WGP (Q) \ {0} et J (u) = A; , et on a la fonction J est différentiable d’aprés

le théoreme 25 , et on a :

2
W ((dA (u),v) — B () (dB (u) ,v)> )

Comme u est un point minimum de J donc dJ (u) = 0, et par conséquent :

(dJ (u),v) =

WA @) ) = 2 B ) o) = dB () )

Alors u est une solution faible de (P)s’ . o

Théoréme 3.2 Soit Q) un ouvert de R™ avecn > 2, alors la fonction J - Wyt () — R

est différentiable sur W3 (Q0) .

Preuve: On a u € Wy (Q), alors nous avons: u € L?(Q) donc [ullyar i) < +00 et
Jul 2y < o0

Alors J (u) est bien définie .

On montre que J : Wy (2)\ {0} — R est différentiable en u c’est-a-dire :

J(u+v)=J(u)+ L(u).v+o),YveW’Q)),

avec L : Wi* (Q) \ {0} — R est une application linéaire continue .

En effet , Vu € W (2) on pose:

A = [ [t

Rn R’!L

Bu) = /|u(a:)|2dx.
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(i) . Pour A (u) : on montre que A : Wi* (Q)\{0} — R est différentiable en u c’est-a-dire

Alu+v)=A)+ L(u)v+o (), Voe Ws"(Q).

none ) / R/((um'(wx)_ ED 0 4o
_ //((u (z) —u iz))_;%x) —v W) g,
_ / / (@) — u (@)’ +2(u () ) o) ) e D 4,
) / / bl O gy 2 / / 1o)==t ),
f [

= Au)+ L (u).v+ HUHngvP(Q)
=A(u)+ L(u).v+o(v).

Donc A (u) est différentiable et L (u) s’appelle le différentielle de A (u) que se note dA (u):

(dA (1), v) :2//(u(x)_Tf/_))yj:fi)_v(y)>d$dy'

R7R™

(1) . Pour B (u): on montre que B : W7? (Q) \ {0} — R est différentiable en u c’est-a-
dire :

B(u+wv)=B(u)+ L(u).v+o (), Yve W (Q).

Donc :

B (u+v) :/|u(x)+v(x)|2dx

Q
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:/|u(x)|2dx+2/Iu(x)v(x)ldx+/|v(rv>|2dfv

=B (u) + 2 <’LL,U>L2(Q) + ||U||§,2(Q)
= B(u)+ L(u)v+0(v).

Ou
<dB (u) 7U> =2 <u7 U>L2(Q)

et
2
o(v)= ||U||L2(Q) car ||U||L2(Q) <c ||U||W§’p(9)‘

2 2
Donc [|v][1>(q) < ¢ llvllyerq) -
Alors B (u) est différentiable.
(i77) . Pour J (u) : maintenant, on montre que J : Wy () \ {0} — R est différentiable

en u c’est-a-dire :

J(u+v)=Jw)+ L(u)v+o (), VoeW?’(Q).

d’autre part on a :

B (u) = B (u) (1 + B?u) (u,v) —|—U(U))
on pose : )
X = B ) (u,v) + 0 (v).
Donc :
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avec X — 0 quand v — 0 , donc 0 (X) = o (v) . D’ou :

1 1 1
Bty ~ Bwa+x B~ X+oX)
S (u,v) + 0o (v)
B(u) Bu)?""’
donc :

J(u+v) = <A (u) + 2 (u, V) yengy + 0 (v)) (B%u) - (2u)2 (V) oy + 0 (v))

_ A 2 24 (u)

= Bl + B (W) (U, V)ypr gy — B ()’ (1, 0) 2y + 0 (v)
2 2A (u)

Ju+v) = J(u)+L(u)v+o(v) .

Donc J (u) est différentiable en u et

(07 (0),0) = g7 (g = o o)

qu’est le différentielle de J (u) . m

Remarque 3.2 Tout point critique de J est une solution faible de (P)® i.e : tout point

critique u de J nous avons (dJ (u) ,v) =0, Yo € W5* (Q) et par suite:

// (u(2) —u (@) @) v @) )\ A/u () v (z) dady.
[ —y["T

R R"

3.3 Propriété de la Premiére Fonction Propre :

3.3.1 Positivité de la Premiére Fonction Propre :

proposition 3.1 Soient s € (0,1) et n > 2s, alors il existe une fonction non négative

e; € Wy'P () qu’est une fonction propre associé a A est le minimum dans (P)° . C’est-
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a-dire ||eq||j2q) =1 et

A _// 1 ( . n+28>)d dy .

R™ R?

Preuve: Il suffit de montrer que e; est de signe constante .
D’abord , on montre que si e est une fonction propre associé a A; alors e et |e| est le
minimum dans (P)°. C’est-a-dire e > 0 oue <0 .

.

D’apres les formules (P)” et la formule précédente on obtient :

e
// n+2$ dl’dy—/\ _// 1 y|n+25)) dx dy

et d’apres I'inégalité triangulaire , Vo, y € R" :

lle (@) = le W < le () — e (y)]

mais siz € {e >0} et y € {e<0}ona:

lle @) =le@Ill = le(@)+e(y)| =max{e(z) +e(y), —e(z) —e(y)}

< e(@)—e(y) =le(r) —e(y)l.

Alors nous avons :

le (x
// n+23 d d < n+2s d'rdy

R R"™

(le (= |—|6
// n+2s d d < n+2$ d dy

R R®

et

Si [{e >0} #0 et |[{e <0} #0 . Comme e est le minimum alors:

A= llellyer ) < lllelllwer @
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ce qui implique
lellws @) = llelwyr@) = llevlw;» @)

Si[{e >0} =0et|{e <0} =0.

Alors e; et de signe constante . m

3.3.2 Simplicité :

Nous montrons dans cette sous section que la fonction propre associée a la promiére

valeur propre est unique a une constante multiplicative prés .

Theorem 11 La premiére valeur propre Ay est simple , c¢’est-a-dire si u € W™ (Q) est

une solution faible de (P) alors u = Ce; , avec C' € R .

Preuve: On suppose que f; > 0 ou f; <0, considérons le cas de f; > 0.

Posons
fi

Y= —
[l

et91:€1—¢.

Montrons que g; = 0. Par I'absurde, on supposant que g; # 0.
On a

g1 =e —

, alors g1 est une fonction propre associé & \; alors nous avons g; > 0 ou g; <0 , ce que

implique e; > 1 ou e; < v et on suppose que e; non négative donc :
e? > ou e <

D’autre part on a :
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alors
donc

d’oll

91:0.

Donc on obtient f; est proportionnelle 4 e; . m

3.4 Existence d’une Suite de Valeurs Propres :

Dans cette section nous montrons qu’ils existe une suite de valeurs propres positive qui

tend vers l'infini pour 'opérateur Laplacien fractionnaire .

Lemme 1 (Orthogonalité ) Soient \ et € deux valeurs différents de probléme (P)S’ avec

des fonctions propres e et e; € Wy'* () respectivement , alors :

(e, e1)ysri) =0= /e (x) ey (z)dx .

Q
Preuve: Pour e # 0 et e; # 0, posons
€1
f =
lell 22
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qui sont des fonctions propres aussi , dans (P)°, on remplace u par f et on remplace v

par ¢, on obtient :

I NG -6,
AQ/stb()d e Ryt dudy

R R"™

- e/f<x>¢ v)di
A=0) [ @)6@)de =0

alors

avec A # € donc :

d’ol

= [ | (f () J’f ;y_))y(,f @) =60 4,00

Théoréme 3.3 L’ensemble des valeurs propres du probléme (P)° consiste en une suite

{ Ak} en avec :

0</\1<)‘2§§)\k§)\k+1§

et

A — +00 quand k — +o0

de plus , pour tout k € N |, les valeurs propres sont caractérisées comme suit :

(Py) : Apg1 = ulelzliall // n+23 d dy

||u||L2(Q) 1R R

ou :



Preuve: On définie A\, comme dans (P)) existe , de plus pr1 C pr, € W5 (2) on a:
O<)\1§/\2§§)\k§/\k+1§

On montre que A\; # \o:
On pose e; € py aussi une fonction propre associé a \; donc d’aprés le théoréme de

simplicité e = Ce; avec C' € R et e; # 0 puisque e; € py alors :

2
0= (e1, €2>W§’p(ﬂ) =C ||€1||wgvp(9) )

ce que implique e; = 0 , c’est une contraduction donc A\; # As.

Pour tout ¢ € pr1 on a:

// (ers1 () —ensa (y) (0 (2) — ¢ (y))d:vdy = )\k+1/€k+1 (x) ¢ () dx
‘:C _ y‘n-‘rQs 2

R7R™

Alors on montre que e 1 est une fonction propre associée a \j 1 pour tout ¢ € WOS P(Q).
C’est-a-dire on montre que la formulation faible est valable pour tout ¢ € Wy (2) non
seulement dans pyq .

On utilise la récurence : supposant qu’il est vrai pour 1, ..., k et on montre pour k+ 1

, alors on utilise la décomposition en somme directe .

WOSJ? = span {617 3] ek} ©® <8pan {617 0] ek})l = span {617 3] ek} D Pr+1

donc pour tout ¢ € Wy () nous écrivons ¢ = @, + p, avec Yy € Py €t



pour ¢y, ...,cx € R | alors la formulation faible avec ¢ une fonction test , nous avons :

(er1 (2) = ernn (W) (P () — ¢ (y)>d.7cdy - )\k+1/€k+1 () ¢ () dx

R R™ o =™ “
_ //(ek+1 (%) — er+1 (y)) (1 (x) — ¢ (y))dxdy _ )\k+1/€k+1 () @y (z) dx

R"R" o —y" Q 1
s | e @ e ) @@ @)
2 // o=y e A/ et

d’autre part , pour ¢ = 1, ..., k nous avons :

R[ R/ — e\k; 1_(2)‘2L£§§ @) = el gy = », Q/ ersr () e; () da

d’aprés le lemme on obtient :

(cis1 (2) = exnn O (00 =0 W) gy oy / enen (x) p (2) da

. n+2s
s |9U yl Q
d’ou :
(exs1 (x) — e|l;+1_(?yJ|)2 +(;p (z) — ¢ (¥) drdy — Aoy / err1 (2) o (x)dz =0
RHRn Q

Alors e est une fonction propre associé a A\p 1.

Pour h,k € N, k # h , alors :
(e, 6h>WOS,p(Q) =0= /e;.C (z)epn (x)dx .
Q
Soit k > h donc kK — 1 > h , alors :
ex € pi = (span {er, .. e — 1})* C (span {ex})*
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cela imlique

(€x, €h>wgvf’(m =0

mais e, est une fonction propre donc en utilisant ’equation (P)° pour e; avec fonction

test ¢ = e , on obtient :

//(ek () — eTx(y)) (i’lgf) — o (y))d:cdy = /\kﬂ/ek () en (z) d

—y
Rn R™

d’ou

(e, 6h>wg”’(ﬂ) =0= /ek (z)epn (x)dx .
0

On montre que :

Agr1 — oo quand k — +o00.

on suppose que Ay — ¢, telle que ¢ € R, alors A\, est borné dans R , puisque ||ey, HWS”’(Q) =

A , alors d’aprés le théoréme d’injection compact il existe une sous suite e; tq:
ek, — €
dans L? (Q)comme k; — 400 et e € L?(2) , en particulier :
e, est une suite de cauchy dans L*(2) .

D’autre part on a ey, et ey, sont orthogonal dans L* (Q2) alors :

2 2 2
2Q) HeijL2(Q) = HeijL2(Q) + llex,

Hekj — Gk iQ(Q) =2.

C’est une contradiction .
Maintenant , nous montrons que la suite des valeurs propres constructeur en (Py) c-a-d

toute valeur propre du probléme (P)S) écrite sous la forme (Py) .
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On montre par ’absurde , supposons qu’il existe une valeur propre A telle que :

A ¢ {/\k}keN :

Soit e € W™ (€2) est une fonction propre associé a A , alors [le][;2q) =1 .

[

R R™

Donc on a :

Comme A; est le minimum , on a :
2 2
A= ”eHWOS’P(Q) = ||€1HW§»P(Q) =\
On a A & {Ai},ey et A — +oo implique qu'il existe k € N telle que :
)\k <A< /\k+1

alors

e & Py

Sie € pry1 , on déduire que
2
A= ||€||W57P(Q) > At

Alors contradiction , donc e € py.1 , ce que implique qu’il existe i € {1, ....., k} telle que
€, €;)yysp , ¢’est une contradiction , et donc la preuve de k est faux ,
wer(e) 7 0 ‘est tradicti t donc 1 de A & {Ap}jen est f

alors tout les valeurs propres appartiennent a la suite {Ax}, . - ®

Lemme 3.1 Pour tout k € N | il existe une fonction exi1 € prr1 , qui est une fonction
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propre associé & A+ , réalisé le minimum en (Py) , c’est-a-dire |[eg41| 2y = 1 €t

2
e Tr)—e Yy

R7R™

Théoréme 3.4 La suite (ey),.y de fonction propre correspondant a (\) est une base

orthonormale de L? () et une base orthogonale de Wi () .
Preuve: D’abord on montre que (ey), .y est une base de Wg™* (€2) , on montre que
st v € Wy (Q) telle que (v, ex)yyer(q) = 0 pour tout k € N

alors on peut supposer [|v||;2q) =1 et on a Agp1 — +00 si k — +oo donc il existe k € N

telle que:

UEPE+1
||u||L2 Q)=1R* R"
()

2
: u(z) —u(y
HUH?/VSW(Q) < Ag41 = min //( |EE)—y|”+(28)) dxdy

donc v ¢ py4q et il existe j € N telle que (e, e]-)WOs,p(Q) # 0 ce qui est contradiction , alors

(€x)en €st une base de WP () . m

Theorem 12 Chaque valeur propre A\, a une multiplicité finie , plus précisément , si Ay
est telle que

A1 < A= oo = Apgn < Akghil

pour h € Ny , alors l’ensemble de toutes les fonctions propres correspondant a A\, corre-

sponds a
span{ek, ..., exin} -
Preuve: Soit h € Ny telle que A1 < A\p = ... = Apin < Aganor est vrai.
On a : chaque élément de span {ey, ...., g1} est une fonction propre de probléeme (P)S’
correspondant & A\, = ... = A\p4, donc:

Montrons que tout fonction propre ¢ # 0 correspondant a A, appartient a span {ex, ..., €xrn}
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: on écrite

Wg’p = span {ek, e €k+h} S5 (Sp@n {ekv ) ek-&-h})J—

et donc ¥ = ), + 1, avec

Y, € span{eg, ...,exsn} et by = (span {eg, ..., expn})
en particulier

<¢1>¢2>W§7P(Q) =0.

Puisque v est une fonction propre correspondant a A, , alors ¢ vérifie la formulation

faible et on pose la fonction teste 1) , on obtient :

_ 2
N i

R R™

2 2 2
= [¥llwgr@) = 1¥1llwgre) + 1Yalligr@)

donc
2 2 2
(Prn) A llliz@) = 1W1llwer ) + 12llwer g
de plus , on a ey, ...., e,y sont des fonctions propres correspondant & A\, = ... = \pyp , et
donc

1, est une fonction propre correspondant & Ay .

Alors 1), vérifie la formulation faible et on pose la fonction teste 1), , on obtient

AK/E%(m>¢b<x) _ L/L/(dﬁ(m)__¢1<y»(%2£?)_d¢2uﬂ)dxdy

|z — |
Rn R™

- <¢171/’2>W§vp(9) =0

alors

Jer@v@ =0

Rn
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donc

(Pxs) - ‘|¢H%2(Q) = [|¢y +¢2”i2(9) = H%Hi?(ﬂ) + ”%Hi%n)

on écrite
k+h

1/11 = Z Ci€;
i=k

avec ¢; € R, d’apres Porthogonalité de Wy (Q) et L2 () , on obtient

kth keth kth

P e = O leilirg =Y AN =M Y = Nellvy |}

(Pxs) ||¢1||W5’P(Q) = Zci ||€i||wgvp(g) = Zci i = kzci = Ak ||77Z)1||L2(Q) :
i=k i=k i=k

On a 1 est une fonction propre correspondant a )y , et 1), est aussi une fonction propre
correspondant a Ay .
Alors on déduire que 1), est aussi une fonction propre correspandant a A , alors d’apre

le lemme on obtient :

(s, €1>W§«P(Q) e <77/}27€k—1>WOS«P(Q) = 0.
Donc
Py € (span {ex, ----,€k+h})L = Pk+h+1-
On montre que
Py = 0.
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On suppose que ¥, # 0 alors

U\x)—u 2

A < )\k+h+1: min RrR
UEPK+h+1 9
[l
Rn
_ 2
(P)\4) < pa

[ 10 @) ds

2
sznwg*”(m

2
%2720

Alors d’apres (Py,), (Py,), (Prs), (Py,) on obtient :

2 2 2
Aellliz@y = lillwer@) + 102llwer @
2 2
> A l[Ullz2g) + 12ll72q)
2
= M |[¥llz2) -

c’est une contradiction , alors ¥, = 0 d’ou :

Y =y € span{eg, ..., eppn} -
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Conclusion

Les EDPs de type fractionnaire est un sujet trés riche dans ces derniers années a cause
que possedent plusieurs applications en physique et en chimie ... . Dans ce thése on a
essayé de comprendre quelque chose relié avec le Laplacien fractionnaire et on a démontré
que :

Existence de la premiére valeur propre.

Propriété de la premiére fonction propre .

Positivité de la premiére fonction propre.

Simplicité .

Existence d’une suite de valeurs propres .

En fin , je souhaite pour les étudiants de futur de continuer ce modeste travail dans le
cas général . Si quelqu’un veux d’aider je suis 1a et ainsi nous pouvons travailler ensemble
pour faire une chose trés précisée et prudent .

Mon adresse email est : abdellahbelam12@gmail.com .
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Résumer :

Dans cette étude nous définissons d'abord I'espace de Sobolev de type
fractionnaire dans les deux cas de O<s<let le second cas 1<s<+oo, puis nous
mentionnons ses propriétés et les propriétés de I’ injection dans l'espace de
Sobolev de type fractionnaire .

Ensuite, nous avons défini I opérateur Laplacien de type fractionnaire et
mentionneé certaines de ses propriétés. Tout cela était un prélude a I'étude du
probléme des valeurs et des fonctions propres avec |’ opérateur laplacien
fractionnaire, c'est-a-dire sous une forme plus précise :

—ASu = Au sur )
S
() {u =0 sur 00

ou Q est un ouvert borné de IRn et 1 <p < +oo . Nous avons montre
I'existence des premieres valeurs prop res et montré gu'elles sont normales
positives. Nous avons montré que est la seule valeur propre associée a une
valeur propre compléetement positive.

Les mots clés : I'espace de Sobolev de type fractionnaire , les propriétés
de I’injection , I’opérateur Laplacien de type fractionnaire , valeur propre ,
fonction propre .




Abstract :

In this study we first define the Sobolev space of fractional type in the two
cases of 0 <s <1 and the second case 1 <s <+ oo, then we mention its
properties and the properties of the injection in | fractional-type Sobolev
space.

Next, we defined the Laplacian fractional operator and mentioned some
of its properties. All this was a prelude to the study of the problem of
eigenvalues and functions with the fractional Laplacian operator, that is to
say in a more precise form:

(P)S { —Au = Au sur Q)

u=20 sur 0{}

where Q is a bounded open of IRn and 1 <p <+ o= .We have shown the
existence of the first eigenvalues and shown that they are positive norms.
We have shown that is the only eigenvalue associated with a completely
positive eigenvalue.

KEZWOI'CIS . the fractional-type Sobolev space, the properties of the injection, the fractional-

type Laplacian operator, eigenvalue, eigenfunction.



