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Introduction

La géométrie différentielle est le carrefour de toutes les mathématiques et dont le point
de départ est l’étude de Calcul différentiel et sous-variétés ,
La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait
définir sur Rn. Pour cela, on va introduire des objets mathématiques qui ressemblent lo-
calement à Rn, afin d’y transférer ce qu’onsait déjà y faire (i.e. continuité, dérivabilité,
vecteurs, applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas typologiquement
identiques à Rn. De tels objets sont familiers dans R3 : une sphère, un tore, un cylindre,
une selle, une nappe..., ressemblent localement à R2.
Ce qu’on va définir ne peut a priori pas être vu comme sous-ensemble d’un Rn. On donne
une définition intrinsèque, qu’on appelle variétés, sans faire référence à un espace plus
grand. On peut voir une variété différentiable M de dimension n comme une réunion
(finie ou dénombrable) d’ouverts U de Rn dont chaque ouvert est muni d’un système de
coordonnées locales (xi)i=1...n :
Dans ce mémoire, on s’intéresse aux propriétes d’une variété différentiable définit par le
produit de deux variétés différentiables tel que le tenseurs de courbure, la courbure de
Ricci ,....
Notre travail s’articule autour de quatre points essentiels :

• Le chapitre 1 : sera réservé aux notions générales et préliminaires de calcul diffé-
rentiel(Application différentiel,Théorème d’inversion locale,Téorème des fonctions impli-
cites,Téorème de rang constant et plogement) et Sous-variétés .

• Dans le chapitre 2 : on étude Les variétés différentiables ,Champ de vecteures,
Formes différentielles et Crochet de Lie.

• dans le chapitre 3 : on donnera quelques notions et résultats de la géométrie
Riemannienne :connexion linéaire, le tenseure de tortion ,le tenseur de courbure, métrique
Riemannienne ,connexion de levi-cevita ,tenseur de courbure Riemannienne et courbure
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de Ricci.

• Dans Le chapitre 4 : on s’intéresse aux tenseurs de courbure Riemannienne et
de Ricci d’une variété Riemannienne produit. Nous montrons d’une façon générale que
chacun de ces tenseurs est une somme des tenseurs de chaque variété de la base.
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Chapitre 1

Généralités

Ce chapitre est élémentaire, au sens où la plus part des concepts étudiés sont des outils
nécessaires pour le reste de ce mémoire. On va rappeler quelques définitions fondamentales
sur le calcul différentiel et les sous variétés.
Références :([1],[2],[3],[4],[5],[6],[12]).

1.1 Applications différentiables

Définition 1.1.1. Une application f : U → F est différentiable en x0 ∈ U si et
seulement si il existe une application linéaire et continue L : E → F telle que :

lim
h→0

‖f(x0 + h)− f(x0)− L(h)‖F
‖h‖E

= 0 (∗)

Remarque 1.1.1.

1. L’égalité (∗) est équivalente à l’égalité :

f(x0 + h) = f(x0) + L(h) + ‖h‖ε(h),

où ε est une fonction définie au voisinage de 0 (sauf éventuellement en 0) et véri-
fiant : lim

h→0
ε(h) = 0

Dans la pratique, on calcule souvent la différentielle d’une application en montrant
qu’une telle développement existe.

2. L’application linéaire L est unique (quand elle existe),

Définition 1.1.2. Si f est différentiable en x0, l’application linéaire L est appelée la
différentielle de f en x0 ,on la note dx0f .
La continuité de L dans la définition de la différentiabilité d’une application est une
hypothèse nécessaire et suffisante pour avoir la propriété naturelle suivante.

proposition 1.1.1. Si f : U → F est différentiable en x0 alors f est continue en x0.
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Définition 1.1.3. f : U → F est dite différentiable sur U si et seulement si f est
différentiable en tout point de U .
On appelle alors application différentielle de f la fonction Df : U → Lc(E;F ) définie
par Df(x0) = dx0f .
f est dite C1 sur U si et seulement si f est différentiable sur U et Df est continue sur
U .

Exemple 1.1.1.

1. Si E = R et f : U ⊂ R→ F , alors f est différentiable en x0 si et seulement si f

est derivable en x0 (i.e. f ′(x0) = lim
t→0

f(x0 + t)− f(x0)
t

existe) et dans ce cas,
dx0f : R→ F est l’application linéaire définie par Dx0f(h) = hf ′(x0).

2. Si f : U → F est constante alors f est C1 et Df ≡ 0.
3. Si L ∈ Lc(E;F ), alors L est C1 sur E et on a DL ≡ L (i.e. DL est constante

égale à L sur E

Différentielles d’ordre supérieur

Définition 1.1.4. f : U ∈ E → F est deux fois différentiable en x0 si et seulement si il
existe un voisinage ouvert de U ′ de x0 dans U tel que f soit différentiable sur U ′ et Df
soit différentiable en x0. Dans ce cas, on appelle différentielle seconde de f en x0 l’élément
d2
x0
f de LC2 (E,E;F ) défini par d2

x0
f(h1, h2) = [dx0(Df)(h1)](h2). Comme f va de

U ∈ E dans F , Df va de U ′ ∈ E dans Lc(E;F ) et donc dx0(Df) est un élément
de Lc(E;Lc(E;F )). On a donc dx0(Df)(h1) ∈ Lc(E;F ) et donc d2x0(h1, h2) ∈ F .
De plus, d2

x0
f est bilineaire et on a

‖d2x0(h1, h2)‖F ≤ ‖dx0(Df)(h1)‖‖h2‖E ≤ ‖dx0(Df)‖‖h1‖E‖h2‖E
Donc d2

x0
fest continue.

Si f est deux fois différentiable sur U , on appelle différentielle seconde l’application
D2f : U → Lc2(E,E;F ) définie par D2f(x) = d2

xf . On dit que f est C2 sur U si
D2f est continue sur U .

Définition 1.1.5. On dit que f : U → F est k-fois différentiable en x0 si et seulement
si il existe un voisinage U ′ de x0 dans U tel que f soit (k − 1)-différentiable sur U ′ et
Dk−1 est différentiable en x0.
On appelle alors diffŕentielle d’ordre k de f en x0 l’élément dkx0

f ∈ Lck(E, · · · , E;F )
défini par

dkx0
f(h1, · · · , hk) = [dx0(Dk−1f(h1)](h2, · · · , hk)

et si f est k-fois différentiable sur U , alors on note Dkf : U → Lck(E, · · · , E;F )
l’application différentielle d’ordre k définie par Dkf(x) ou dkxf pour tout x ∈ U .
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Gradient

Définition 1.1.6. ([04],p01) Si f : Rn → Rp est différentiable en x, alors il existe un
unique vecteur noté grad f(x) ou encore ∇xf tel que

∀h ∈ Rn,Dxf(h) = 〈∇xf, h〉.

Si E = Rn et F = Rp, et si f(x) =
(
f1(x1, · · · , xn), · · · , fp(x1, · · · , xn)

)
, la

différentielle Dxf est l’application linéaire définie, dans les bases canoniques de E = Rn

et F = Rp, par la matrice jacobienne

j =


∂f1
∂x1
· · · ∂f1

∂xn... ... ...
∂fp
∂x1
· · · ∂fp

∂xn


Lorsque n = p, la différentielleDxf est alors inversible si et seulement si son jacobien

det(J) est non nul.

Thérème Des fonction composés

Théorème 1. ([12],p20) Soit f une application d’un ouvert U de Rm dans Rn, et g une
application d’un ouvert V de Rn dans Rp .On suppose que f différentiable en a ∈ U ,
que f(a) ∈ V et que g est différentiable en f(a). Alors g ◦ f est différentiable en a , et

d(g ◦ f)a = dgf(a) ◦ dfa
Autrement dit, la différentiable de la composé est la composé des différentielles.

1.2 homéomorphismes et difféomorphismes

Définition 1.2.1. Un homéomorphisme est une application bijective continue de réci-
proque continue.

Définition 1.2.2. Un difféomorphisme de classe Ck est une application bijective de classe
Ck dont la réciproque est aussi de classe Ck.

1.3 Théorème d’inversion locale

([02],p19)

Définition 1.3.1. Soit f : U → V une application, où U est un ouvert de E et V un
ouvert de F et k ∈ N∗ ∪ {∞} On dit que f est un Ck-difféomorphisme de U sur V si
et seulement si :
• f est bijective .
• f−1 et f sont de classe Ck . On dit alors que U et V sont difféomorphes.
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proposition 1.3.1. Si f : U → V est un Ck-difféomorphisme, alors l’image de tout
ouvert de U est un ouvert de V , et l’image réciproque de tout ouvert de V est un ouvert
de U .

Définition 1.3.2. Soit f : U → F et x0 ∈ U . f est un Ck-difféomorphisme local en
x0 si et seulement si il existe un voisinage Ux0 de x0 dans U , un voisinage Vf(x0) dans
F tel que :f : Ux0 → Vf(x0) soit un Ck-difféomorphisme

Définition 1.3.3. f : U → F est un Ck-difféomorphisme local sur U si et seulement si
c’est un Ck-difféomorphisme local en tout point de U .

Théorème 2. (d’inversion locale 1)
Soit E et F deux espaces de Banach. Si f : U → F est Ck en x0 et dx0f ∈ Iso(E;F ),
alors f est un Ck-difféomorphisme en x0.

Théorème 3. (d’inversion locale 2)
Soit E et F deux espaces de Banach. Si f : U → F est Ck sur U et dxf ∈ Iso(E;F )
pour tout x ∈ U , alors f est un Ck-difféomorphisme locale sur U .

Figure 1.1 – Difféomorphisme local entre deux ouverts de l’espace euclidien.

Remarque 1.3.1. Si f : U → V est un Ck-difféomorphisme, alors c’est un Ck-
difféomorphisme local sur U . La réciproque est fausse en général. Toutefois, le résultat
suivant montre que seule la bijectivité différencie les deux notions.

proposition 1.3.2. Si f : U → F est un Ck-difféomorphisme local sur U , alors pour
tout ouvert Ω ⊂ U , f(Ω) est un ouvert de F . En particulier, V = f(U) est un ouvert
de F . De plus, si f est injective sur U , alors f : U → V est un Ck-difféomorphisme.
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Théorème 4. Inversion globale
Soit E et F deux espaces de Banach. Si f : U → F est Ck sur U , si pour tout x ∈ U
et si f est injective sur U et dxf ∈ iso(E;F ), alors V = f(U) est un ouvert de F
f : U → V est un Ck-difféomorphisme

1.4 Théorème des fonctions implicites

Théorème 5. ([4],p7) Soient U un ouvert de Rn × Rd,(x0, y0) un point de U
et f : (x, y) 7→ f(x, y) = (f1(x, y), · · · , fd(x, y)) une application de classe C1 de
U dans Rd. On suppose que f(x0, y0) := 0 et que la différentielle partielle

Dyf(x0, y0) :=
(
∂f i

∂yj
(x0, y0)

)
(i,j)∈{1,··· ,d}

est inversible. Alors il existe un voisinage de (x0, y0) de la forme V ×W ⊂ U , et une
application ϕ : V →W de classe C1, unique, tels que(

(x, y) ∈ V ×W et f(x, y) = 0
)
⇔

(
x ∈ V et y = ϕ(x)

)
De plus Dyf(., .) est inversible en tout point de V ×W .

Exemple 1.4.1. On revient sur le cercle

C{(x, y) ∈ R2|1− x2 − y2 = 0}.

Alors on a C = {(x, y) ∈ R2|f(x, y) = 0} oú f : (x, y) 7→ 1 − x2 − y2 est de
classe C1. Les dérivées partielles sont ∂xf : (x, y) 7→ −2x et ∂yf : (x, y) 7→ −2y. La
dérivée par rapport à y est non nulle en tout point de C sauf en (1, 0) et (−1, 0). Autour
de tout point de C exceptés (1, 0) et (−1, 0) on peut effectivement voir le cercle comme
le graphe d’une fonction donnant y en fonction de x. La dérivée par rapport à x est non
nulle en tout point de C sauf en (0, 1) et (0,−1). Et c’est effectivement autour de ces
deux points qu’on ne peut pas voir le cercle comme le graphe d’une fonction donnant x
en fonction de y.
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Figure 1.2 – Théorème des fonctions implicites pour f : (x, y) 7→ 1− x2 − y2.

1.5 Théorème du rang

([6],p48)

Définition 1.5.1. Rang d’une Application
Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach et f : U ⊂ E → F une
application de classe C1. Si Im(Dxf) = {Dxf(h);h ∈ E} est un espace vectoriel de
dimension fini, on dit alors que f est de rang fini en x et on note

rangx(f) = dim(Im(Dxf))

Remarque 1.5.1.
Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach et f : U ⊂ E → F une applica-
tion de classe C1. Si E est de dimension fini, alors

dim(E) = dim(ker(Dxf)) + dim(Im(Dxf))

d’où

rangx(f) = dim(Im(Dxf)) = dim(E)− dim(ker(Dxf))

Définition 1.5.2. immersion
Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) deux espaces de Banach et f : U ⊂ E → F une
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application de classe C1. On dit que f est une immersion en x ∈ U si Dxf : E → F

est une application injective (i.e Ker(Dxf) = {0}).
f est dite immersion sur U si elle est immersion en tout point x ∈ U .

Définition 1.5.3. submersion
Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) deux espaces de Banach et f : U ⊂ E → F une
application de classe C1. On dit que f est une submersion en x ∈ U si Dxf : E → F

est une application surjective (i.e Im(Dxf) = F ).
f est dite submersion sur U si elle est submersion en tout point x ∈ U .

Remarque 1.5.2.
Si E et F sont de dimensions finis alors :

1. f est une immersion en x si et seulement si rangx(f) = dim(E)

2. f est une submersion en x si et seulement si rangx(f) = dim(F )

Exemple 1.5.1. Si g : R→ R est une fonction dérivable, alors

f : R → R2

x → f(x) =
(
x, g(x)

)
est une immersion sur R(Dxf =

(
1, g′(x)) 6= (0, 0)

)
.

Exemple 1.5.2.

f : Rn → Rm

x = (x1, · · · , xm, · · · , xn) 7→ f(x) = (x1, · · · , xm)

est une submersion sur Rn.

1.5.1 Théorème de Caractérisation d’une Submersion.

Théorème 6. Soit f : U ⊂ Rn → Rm (de classe C1,m ≤ n) une submersion en
x0 ∈ Rn, alors il existe un ouvert V ⊂ U ouvert vosinage de x0,W un ouvert de Rm

et g : V →W un difféomorphisme tels que :

f ◦ g−1 : W → Rm

y = (y1, · · · , ym, · · · , yn) 7→ (y1, · · · , ym)

est une projection canonique, i.e. le diagramme suivant
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f : V → Rm

g ↓ ↗
W

est commutatif.

1.5.2 Théorème de Caractérisation d’une Immersion

Théorème 7. Soient U un ouvert de Rn et f : U → Rm (de classe C1, n ≤ m)
une immersion en x0 ∈ U , alors il existe un ouvert V ⊂ U ouvert vosinage de x0,
W ′ un ouvert de Rm voisinage de f(x0), W un ouvert de Rm et g : W ′ → W un
difféomorphisme tels que :

g ◦ f : V → W ⊂ Rm

y = (x1, · · · , xn) 7→ (x1, · · · , xn, 0, · · · , 0)

est une injection canonique, i.e. le diagramme suivant

f

V → W ′

↘ ↓ g
W

est commutatif.

1.5.3 Théorème du rang constant

Théorème 8. Soient U ∈ Rn un ouvert de Rn, f : U → Rm une application différen-
tiable de classe C1 et r ≤ min(n,m). Si f est de rang r constant sur U (i.e.∀x ∈
U, rangx(f) = r), alors pour tout x0 ∈ U Ils existent un ouvert V ⊂ U voisinage de
x0, un ouvert W voisinage de f(x0), un difféomorphisme ϕ : V → ϕ(V ) ⊂ Rn et un
difféomorphisme ψ : W → ψ(W ) ⊂ Rm tels que le diagramme suivant est commutatif
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f

V −→ W

ϕ ↓ ↓ ψ
ϕ(V ) −→ ψ(W )

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
(
(y1, · · · , yp, yp+1, · · · , ym)

)
= (y1, · · · , yp, 0, · · · , 0)

1.6 Plongement

([6],p62)

Définition 1.6.1. Soient U ⊂ Rn un ouvert et f : U → Rm une application de classe
C1. f est dite plongement si :

1. f est une immersion sur U .

2. f est injective.

Remarque 1.6.1. Si f est un plongement, alors d’aprés le théorème du rang constant,
il existent un ouvert W ⊂ Rm, un difféomorphisme ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn et un
difféomorphisme ψ : W → ψ(W ) ⊂ Rm tels que :

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn, 0, · · · , 0)

Définition 1.6.2. Soient U ⊂ Rn un ouvert et f : U → Rm une application de classe
C1. f est dite plongement régulier si

1. f est une immersion sur U .

2. f est injective.

3. f : U → f(U) est un homéomorphisme.

où f(U) est muni de la topologie T(f(U)) induite par celle de Rm

T(f(U)) = {θ ∩ f(U); θouvertdeRm}

Exemple 1.6.1.

f :]0; 2π[ → R2

t 7→ (cos(t), sin(t))

f est un plongement régulier.
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Exemple 1.6.2.

f : R → R2

t 7→ (cos(t), sin(t))

f est une immersion non injective

Exemple 1.6.3. soit D = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1}

f : D → R2

(x, y) 7→ (x, y,
√

1− x2 − y2)

f est un plongement régulier sur S2
+ = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1; z > 0}

Figure 1.3 – plongement régulier

1.7 Sous-variétés de Rn

([3])

Définitions

Définition 1.7.1. Un sous-ensemble M ⊂ Rn est appelé une sous-variété de dimension
p de Rn si pour tout x0 ∈M , il existe des U ∈ Rn ouvert voisinage de x0 et ,V ∈ Rn

un ouvert voisinage de 0 dans Rn et un difféomorphisme
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ϕ : U → V

x 7→ (ϕ1(x), · · · , ϕn(x))

tels que ϕ(x0) = 0 et

ϕ(U ∩M) = V ∩ (Rp × {0}).

Remarque 1.7.1. f : U → Rp est de classe Ck si et seulement si toutes ses dérivées
partielles d’ordre k existent et sont continues sur U .

Exemple 1.7.1.
Les sous-variétés de dimension 1 sont appelées des courbes celles de dimension 2 des sur-
faces.
Les sous-variétés de Rn de dimension n− 1 sont appelées des hypersurfaces.

Exemple 1.7.2.
M = Rp ≡ Rp × {0} est une sous variété de Rn de dimension p (ici ϕ = Id).

Exemple 1.7.3.
M = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1, z > 0} est une sous variété de dimension 2.
En effet, soient D = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1}, U = D × R et

f : U → U

(x, y, z) 7→ (x, y, z −
√

1− x2 − y2)

On a M ⊂ U et

D(x,y,z)f =


1 0 0
0 1 0
x√

1−x2−y2
x√

1−x2−y2
1



Donc : f est un difféomorphisme de U , tels que f(M) = D × {0} ≡ D ;
i.e.

(
(x, y, z) ∈M

)
⇔

(
f3(x, y, z) = z −

√
1− x2 − y2 = 0

)
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Figure 1.4 – sous-variété

1.7.1 Caractérisations des sous-variétés :redressement, submer-
sions, graphes, paramétrages

SoitM un sous-ensemble de Rn. On dit queM est une sous-variété de Rn de dimension
p et de classe Ck s’il vérifie l’une des assertions équivalentes suivantes

Théorème 9. (Sous-variétés : le point de vue redressement)
pour tout x de M , il existe des voisinages respectifs U de x dans Rn et V de 0 dans Rn,
ainsi qu’un Ck-difféomorphisme f : U → V , envoyant x sur 0, et telle que
f(U ∩M) = V ∩ (Rp × {0}).
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Figure 1.5 – sous-variété définié par redressement

Théorème 10. (Sous-variétés : le point de vue graphe)
Soit M ⊂ Rn : La propriété suivante :
• pour tout x ∈M , il existe un ouvert : U ⊂ Rn contenant x = (x1, · · · , xn)
un ouvert V ⊂ Rm contenant x′ = (x1, · · · , xm), et une application h : V → Rn−m

telle que U ∩M = {(y, h(y)), y ∈ V } équivaut à
• M est une sous-variété de Rn

Figure 1.6 – sous variété par graphe
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Théorème 11. (Sous-variétés : le point de vue fonction implicite)
pour tout x de M , il existe un voisinage U de x dans Rn ainsi que f : U → Rn−p une
Ck-submersion en x, telle que U ∩M = f−1({0}).

Figure 1.7 – sous variété définie par fonction implicite

Théorème 12. (Sous-variétés : le point de vue paramétrage)
pour tout x de M , il existe des voisinages respectifs U de x dans Rn et V de 0 dans
Rp, ainsi que f : V → Rn une Ck-immersion en 0, envoyant 0 sur x, et induisant un
homéomorphisme V → U ∩M .

Figure 1.8 – sous variété définie par paramétrage
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1.8 Espace tangent et fibré tangent

([1],p9)
Mm est une sous-variété de Rn de dimension m et classe Ck,x0 est un point de M .
On note Cx0M l’ensemble des courbes γ :]− ε, ε[→ Rn de classe Ck et telle que
γ(]− ε, ε[) ⊂M et γ(0) = x0

Définition 1.8.1. Un vecteur ϑ ∈ Rn est tangent àM en x0 si et seulement si il existe
une courbe γ ∈ Cx0M telle que γ′(0) = ϑ

Figure 1.9 – vecteur tangent sous variété

Remarque 1.8.1. Tx0M est le quotient de Cx0M par la relation d’équivalence définie
par : γ1 ∼ γ2 si et seulement si γ′1(0) = γ′2(0)

Théorème 13. L’ensemble des vecteurs tangents à M en x0 forme un sous-espace vec-
toriel de dimension m de Rn , noté Tx0M . De plus

i) Si U est un voisinage ouvert de x0 dans Rn, V un voisinage ouvert de 0 dans Rn, et
f : U → V un C1-difféomorphisme tel que f(x0) = 0 et f(U ∩M) = V ∩(Rp×{0})
, alors : Tx0M =

(
dfx0

)−1(
Rp × {0}

)
ii) s’il existe un voisinage ouvert U de x0 dans Rn et une application f : u→ Rn−m de



1.8. ESPACE TANGENT ET FIBRÉ TANGENT 23

classe C1 telle que U ∩M = f−1(0) et dx0fsoit une submersion, alors Tx0M = Ker
dx0f . Autrement dit, si f = (f1, · · · , fn−m) alors v ∈ TaM

si et seulement si on a


∂f1
∂x1

(x0) · ϑ1 + · · ·+ ∂f1
∂xn

(x0) · ϑn = 0
... ...
∂fn−m
∂x1

(x0) · ϑ1 + · · ·+ ∂fn−m
∂xn

(x0) · ϑn = 0

iii)Soient U un ouvert de Rp et f : U → Rn une immersion de classe C1. Si
M = f(U) est une sous variété de dimension p, alors :

Tf(x0)M = Dx0f(Rp)

TM = Df(Rp) =
⋃

x0∈U
Dxf (Rp)

fibré tangent

Définition 1.8.2. Soit M une sous-variété de dimension p de Rn. On appelle fibré
tangent de M l’ensemble
TM =

⋃
x0∈M

x0 × Tx0M = {(x0; v) ∈ Rn × Rn�x0 ∈M ⊂ Rn, v ∈ Tx0M ⊂ Rn}

Remarque 1.8.2.

1. le fibré tangent à une sous variété M en général n’est pas un espace vectoriel.

2. Si x 6= y alors TxM ∩ TyM = ∅.

proposition 1.8.1. Si M est une sous-variété de classe Ck (k > 2) et de dimension p
de Rn , alors TM est une sous-variété de classe Ck−1 et de dimension 2p de R2n.
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Chapitre 2

Variétés différentiables

Références([7],[9],[11],[13])

Rappels de topologie

Définition 2.0.3. Un espace topologique est un ensemble M muni d’une famille de
sous-ensembles de M , appellés ouverts, telle que :

1. l’ensemble vide ∅ et M sont des ouverts.

2. l’intersection
⋂
r

Ur d’un nombre fini d’ouverts est un ensemble ouvert.

3. l’union
⋃
r

Ur d’ouverts est un ensemble ouvert.

Définition 2.0.4. Un espace topologiqueM est un espace separé(Hausdorff), si pour
tous les points distincts x et y deM il existe des voisinages Ux et Uy qui ne s’intersectent
pas, i.e. Ux ∩ Uy = ∅.

2.1 Notion de variété

2.1.1 Variétés Différentiable

Soit M un espace topologique.

Définition 2.1.1. (la carte)
Une carte ou carte locale sur M est un homéomorphisme d’un ouvert de M vers un
ouvert de Rn, c’est-à-dire un couple (U, φ) tel que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. U est un ouvert de M , et l’image W = φ(U) est un ouvert de Rn.

2. φ : U → Rn est un homéomorphisme,



2.1. NOTION DE VARIÉTÉ 25

Figure 2.1 – Le couple (U, φ) constitue une carte de la variété M

Définition 2.1.2. (Compatibilité)
Soient ϕ : U → Rn et ψ : V → Rn sont deux cartes sont Compatibile si
U ∩V 6= ∅, l’application ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) ⊂ Rn → ψ(U ∩V ) ⊂ Rn est un difféo-
morphisme de classe C∞ s’appelle changement de carte (ou application de transition)..

Figure 2.2 – application de transition de carte

Définition 2.1.3. (Atlas)
Soit M un espace topologique séparé. Une famille de cartes A = {(Ui, φi)}i∈I de
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dimension n deM est dite atlas différentiable de dimension n si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. M =
⋃
i∈I
Ui

2. ∀i ∈ I, (Ui, ϕi)est une carte de dimension n.

3. ∀i, j ∈ I, (Ui, ϕi) et (Uj, ϕj) sont compatibles.

Remarque 2.1.1.

1. Un altas est dit de classe Ck si tous les changements de cartes sont des diffómor-
phismes de classe Ck.

2. Deux atlas A et A′ sont dit Ck-compatibles si A ∪A′ est un atlas de classe Ck

3. la compatibilité est une relation d’équivalence.

Définition 2.1.4. SoientM un espace topologique séparé etA = (Ui, ϕi)i ∈ I un atlas
de dimension n. Une carte (V, ψ) est dite compatible avec l’atlas A si elle est compatible
avec toutes les cartes (Ui, ϕi), i ∈ I

Définition 2.1.5. Soient M un espace topologique séparé, A1 et A2 deux atlas de
même dimension n. On dit que A1 et A2 sont compatible si toute carte de l’atlas A1 est
compatible avec A2 ou l’inverse.

proposition 2.1.1. (Atlas maximal)
Si A est un atlas sur un espace topologique séparé M , alors il existe sur M un unique
atlas maximal Amax contenant A définit par

Amax = {(U,ϕ) carte sur M compatible avec A}.

2.2 Variétés différentiables

Définition 2.2.1. (Variété)
Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique séparéM muni d’un
atlas différentiable A de dimension n, on la note par le couple (M,A). Dans le cas
général on note

1. atl(M) = Amax l’atlas maximal de M .

2. atl(M,x) = {(U,ϕ) ∈ Amax, x ∈ A}.
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2.2.1 Exemples

1. Rn est une variété de dimension n munie de l’atlas A = {(Rn, IdRn)}.

2. La sphère S1 = {(x, y) ∈ R2;x2 +y2 = 1} est une variété de dimension 1 munie
des projections suivantes :

ϕ+
y : U+

y = {(x, y) ∈ S1; y > 0} → ]− 1, 1[⊂ R
(x, y) 7→ x

(ϕ+
y )−1 :]− 1, 1[ → U+

y

x 7→ (x,
√

1− x2)

ϕ−y : U−y = {(x, y) ∈ S1; y < 0} → ]− 1, 1[⊂ R
(x, y) 7→ x

(ϕ−y )−1 :]− 1, 1[ → U−y

x 7→ (x,−
√

1− x2)

ϕ+
x : U+

x = {(x, y) ∈ S1;x > 0} → ]− 1, 1[⊂ R
(x, y) 7→ y

(ϕ+
x )−1 :]− 1, 1[ → U+

x

y 7→ (
√

1− y2, y)

ϕ−x : U−x = {(x, y) ∈ S1;x < 0} → ]− 1, 1[⊂ R
(x, y) 7→ y

(ϕ−x )−1 :]− 1, 1[ → U−x

y 7→ (−
√

1− y2, y)

On a :

a) S1 = U+
y ∪ U−y ∪ U+

x ∪ U−x
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b) U+
y ∩ U−y = ∅, U+

x ∩ U−x = ∅

c)

ϕ+
y ◦ (ϕ+

x )−1 :]0, 1[ → ]0, 1[

z 7→
√

1− z2

est un difféomorphisme de classe C∞.
De la même on démontre que ϕ−y ◦ (ϕ+

x )−1, ϕ+
y ◦ (ϕ−x )−1 et ϕ−y ◦ (ϕ+

x )−1 sont des
difféomorphismes de classe C∞.
Donc S1 est une variété de dimension 1 muni de l’atlas :
U = (U+

y , ϕ
+
y ), (U−y , ϕ−y ), (U+

x , ϕ
+
x ), (U−x , ϕ−x )

3. Soit f : I ⊂ R→ R une fonction de classe C∞, alors le graphe Γ = {(x, f(x)) ∈
R2;x ∈ I} est une variété de dimension 1 munie de l’atlas U = {(Γ, ϕ)} où

ϕ : (x, y) ∈ Γ→ ϕ(x, y) = x ∈ I

2.2.2 Construction de variétés

Soient M un ensemble et A = {(Ui, ϕi)}i∈I une famille de cartes. Si A vérifie les
conditions suivantes :

1. M =
⋃
i∈I
Ui.

2. ϕi(Ui, Uj)est un ouvert de Rn, ∀i, j ∈ I

3. ϕi : Ui → ϕi(Ui) est une bijection, ,∀i, j ∈ I

4. ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj)→ ϕj(Ui ∩ Uj) est un C∞ difféomorphisme,∀i, j ∈ I

5. Pour tout compact F ⊂ ϕi(Ui), ϕj(Uj∩ϕ−1
i (F )) est un fermé de ϕj(Uj), ∀i, j ∈

I.
Alors il existe une unique structure de variété différentiable de classe C∞ sur M
d’atlas A

Pour la preuve voir([6],p.28)

Exemple 2.2.1. Soient S1 = {(x, y) ∈ R2;
√
x2 + y2 = 1} etA = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)}
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tels que U1 = S1 − {(1, 0)}, U2 = S1 − {(−1, 0)},

ϕ−1
1 :]0, 2π[ → U1

θ 7→ (cos θ, sin θ)

ϕ−1
2 :]− π, π[ → U2

θ 7→ (cos θ, sin θ)

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 :]0, 2π[−{π} → ]− π, π[−{0}

θ 7→ θ − π

Exemple 2.2.2. Projection stéréographique
Soient S1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1} et A = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} tels que
U1 = S1 − {(0, 1)}, U2 = S1 − {(0,−1)},

ϕ1 : U1 → R

(x, y) 7→
x

1− y

ϕ−1
1 : R → U1

z 7→ (
2z

1 + z2
,
z2 − 1
1 + z2

)

ϕ2 : U2 → R

(x, y) 7→
x

1 + y

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : R∗ → R∗

z 7→
1
z
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Figure 2.3 – Projection stéréographique

Coordonnées locales

Soit (U, φ) une carte locale de la variété différentiable M . Pour p ∈ U, φ(p) ∈ Rn

peut s’écrire

φ(p) =
(
x1(p), · · · , xn(p)

)
On dit que

(
x1(p), · · · , xn(p)

)
sont les coordonnées de p dans la carte (U, φ),

alors les n applications (x1, · · · , xn) sont les n applications coordonnées associées
á cette carte, on note par (xi). Soit

X : φ(U)→W ⊂ Rn

un difféomorphisme (de classe C∞ ) entre l’ouvert φ(U) de Rn et un autre ouvertW
de Rn. Alors (U,X ◦ φ) est encore une carte locale de la variété différentiable M , dont
les coordonnées associées ne sont plus celle associées à la carte locale (U, φ).
Pour un ouvert U de M donné, il existe une infinité de systèmes de coordonnées sur U .
X permet d’effectuer un changement de coordonnées sur l’ouvert U . Si (xi) sont les
coordonnées associées à (U, φ) et (yj) sont celles associées á (U,X ◦ φ), alors on note
symboliquement le changement de coordonnées (yj(xi)) où l’on regarde les yj comme n
fonctions (de classe C∞) définies sur l’ouvert φ(U) de Rn.
On dit que le système de coordonnées associées á une carte locale (U, φ) est centré en
p ∈M si p ∈ U et φ(p) = (0, · · · , 0). Les coordonnées de p sont donc nulles. Un tel
système de coordonnée existe toujours pour n’importe quel p, puisqu’il suffit de composer
l’homéomorphisme d’une carte locale par une translation dans Rn.
Étant donné une carte locale (U, φ), une fonction
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f : M → R

prendra localement la forme f(x1, · · · , xn) au dessus de U . En fait, il s’agit ici de la
fonction f ◦ φ−1.

2.2.3 Applications différentiables

Définition 2.2.2. Soient deux variétés différentiables (Mm, A) et (Nn, B) de dimension
m et n respectivement. Une application F : M → N est différentiable de classe Ck, si
pour tout p ∈ M , il existe une carte locale (U, φ) de M autour de p, de classe Ck, et
une carte locale (V, χ) de N , de classe Ck, telles que F (U) ⊂ V et χ ◦F ◦φ−1 soit de
classe Ck.
Ainsi,pour parler de dérivabilité d’une telle application, nous sommes obligés de composer
à la fois à droite et à gauche par les homéomorphismes définissants les cartes locales.

Figure 2.4 – L’application F est différentiable si χ ◦ F ◦ φ−1 est différentiable

2.3 Espace Tangent à une Variété.

Soit M une variété différentiable et x ∈ M , pour définir le concept important de
tangence au point x à la variété M , on utilise deux points de vue :

1. Utiliser les courbes différentiables tracées sur M au voisinage de x et passant
par x



2.3. ESPACE TANGENT À UNE VARIÉTÉ. 32

2. Dériver les germes (en x) de fonctions différentiables définies au voisinage deM et
à valeur

dans la variété différentielle R (munie de sa structure d’atlas à une carte (R, IdR, 1).
Conformément c̀es deux points de vue, on définit les courbes différentiables tracées sur R
et passant par x et les germes de fonctions différentiables sur R en x

2.3.1 Espaces Tangent

on note par
• C∞(M) ={f : M → R, f est de classe C∞}, germe de fonctions.
• C∞(M,x) = {f : M → R, f est de classe C∞ au voisnage de x},germe de
fonctions en x.

• ( C∞ ,+,×,.) est une algèbre.

Définition 2.3.1. SoitMm une variété de dimensionm. Une courbe passant par x ∈M
est une application γ : I ⊂ R → M d’un interval I ⊂ R à image dans la variété M ,
tel que 0 ∈ I et γ(0) = x.
On note par Kx= {γ : I ⊂ R → M,γ(0) = x}. On définit sur Kx une relation
d’équivalence par :

(γ1, γ2 ∈ Kx), γ1Rγ2,⇔ ∃(U,ϕ) ∈ atl(M,x) : d(ϕ◦γ1)
dt (0) = d(ϕ◦γ2)

dt (0). (3.2)

Remarque 2.3.1. En vertu de la compatibilité des cartes, la relation (3.2) est indépen-
dante de la carte choisie.

Définition 2.3.2.

• L’ensemble quotient TxM = (Kx)/R est appelé espace tangent à la variété M en
x.

• La classe d’équivalence γ̇(0) est dite vecteur tangent à la variete M en x.

Figure 2.5 – espace tangent
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Structure vectoriel sur TxM

Soit (U,ϕ) ∈ atl(M), on pose

ϕ̃ : TxM → Rn

γ̇(0) 7→
d(ϕ ◦ γ)
dt

(0)

De la définition de la relation d’équivalence R (formule (3.2)), on déduit que ϕ̃ est une
application injective.

Pour y ∈ Rn, il existe ε > 0 tel que ∀t ∈]− ε,+ε[ on a ϕ(x) + ty ∈ ϕ(U).
Si on note

γ : t ∈]− ε,+ε[→ ϕ−1(ϕ(x) + ty) ∈ U

alors γ est une courbe passant par x telle que ϕ̃x(γ̇(0)) = y, en déduit que ϕ̃x est
surjective. Donc ϕ̃ est une application bijective. Si (U,ϕ), (V, ψ) ∈ atl(M,x) alors

ϕ̃x ◦ ψ̃−1
x (y) =

d

dt
[ϕ ◦ ψ−1(ψ(x) + ty)]t=0

= Jψ(x)(ϕ ◦ ψ−1).y

est une application linéaire bijective, ce nous permet de transporter d’une manière indé-
pendante de la carte choisie, la structure d’espace vectoriel de Rn,à TxM par les formules
suivantes

γ̇1(0) + γ̇2(0) = ϕ̃−1
x (ϕ̃x(γ̇1(0)) + ϕ̃x(γ̇2(0)))

= ϕ̃−1
x (

d

dt
(ϕ ◦ γ1)t=0 +

d

dt
(ϕ ◦ γ2)t=0)

λ.γ̇1(0) = ϕ̃−1
x (λ.ϕ̃x(γ̇1(0)))

= ϕ̃−1
x (λ.

d

dt
(ϕ ◦ γ1)t=0).

(TxM,+, .) est un espace vectoriel sur R de dimension dim(TxM) = m = dim(M).

Notation

1. Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x) on aϕ(x) = (ϕ1(x), ....., ϕm(x)) ∈
Rm. On note alors xi = ϕi(x)(1 ≤ i ≤ m).

2. Une carte (U,ϕ) ∈ atl(M) sera noté (U, xi, 1 ≤ i ≤ m).
3. Si (e1, ..., em) est la base canonique de l’espace vectoriel Rm alors ϕ̃−1

x (ei) est noté
par ∂

∂x1x
ou ∂i|x
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4. ( ∂
∂xi|x

, ...., ∂
∂xm|x

) (est une base locale relativement à la carte (U, xi).

5. ∂
∂xi|x

est le vecteur associe à la courbe γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + t.ei).

6. Si v ∈ TxM tel que ϕ̃(v) = y = (y1, ...., ym) ∈ Rm, alors (par Convention
d’Einstein), on obtient

v =
m∑
i=1
yi

∂

∂xi|x
= yi

∂

∂xi|x
= γ̇(0)

ou γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + t.y).

Dérivation

Une dérivation en x est une application linèaire

Dx : C∞x (M)→ R

qui vérifie la règle de Leibniz. Autrement dit, Dx est une dérivation si, pour touts rèels a
et b et toutes fonctions f̃ et g̃ dans C∞x (M ),

1. Dx(af̃ + bg̃) = aDx(f̃) + bDx(g̃) (linéarité ),

2. Dx(f̃ · g̃) = g(x)Dx(f̃) + f(x)Dx(g̃) ( Leibniz )

où f̃ et g̃ sont les classes d’équivalence de f et g.

Une base de l’espace tangent

Puisque nous avons un espace vectoriel, il est utile d’en trouver une base. Soient
(x1 · · · , xn) des coordonnées au voisinage de p. Une base de TpM est donnée par les
n dérivations ∂

∂xi
(p), pour 1 ≤ i ≤ n, dont les courbes associées sont les γi définies

par : xj(γi(t)) = 0 pour j 6= i et xi(γi(t)) = t. En particulier, la dimension de
TxM en tant qu’espace vectoriel est la dimension de M en tant que variété. Donc tout
vecteur X(p) ∈ TpM s’ecrit X(p) = Xi

∂
∂xi

(p), où les Xi(p) sont des réels. Cette
écriture á l’avantage de suggérer que X(p) est un vecteur puisqu’il a n composantes
(X1(p), · · · , Xn(p)), et que c’est aussi une dérivation. De plus, si la courbe γ définit
ce vecteur, avec bien sûr γ(0) = p, alors nous avons

Xi(p) = (dγi(t)
dt )|t = 0

Nous utiliserons souvent cette relation, que nous écrirons γ̇(0) = X(p).
Nous pouvons considérer l’effet d’un changement de coordonnées sur les n nombres
Xi(p) : si nous passons des coordonnées (xi) aux coordonnées (yj(xi)), alors siX(p) =
Xi(p) ∂

∂xi
(p) = yi(p) ∂

∂yi
(p), nous avons

Y j(p) = ∂yj

∂xi
(p)Xi(p)
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2.3.2 Espaces Cotangent à une Variété.

Soient M une variété de dimension m et p ∈M , on note

T ∗pM = (TpM)∗

espace dual de l’espace vectoriel tangent TpM .

2.4 Fibré tangent

Définition 2.4.1. Soit M une varieté difféerentiable de dimension m On appelle fibré
tangent sur M l’union disjointe des espaces tangents

TM =
⋃
p∈M

TpM

Alors TM est une variété différentiable, appelée fibré tangent àM . Un élément de TM
est un couple

(
p,X(p)

)
avec p ∈M et X(p) ∈ TpM . Soit (U, φ) une carte locale sur

M , de coordonnées (xi). Pour p ∈ U , et X(p) ∈ TpM , nous pouvons prendre comme
coordonnées du couple

(
p,X(p)

)
les réels (x1(p), . . . , xn(p), X1(p,X), . . . , Xn(p,X))

où nous décomposons X(p) selon X(p) = Xi(p,X) ∂
∂xi

(p) ∈ TpM .
Nous avons donc 2n coordonnées pour caractériser un élément de TM . Cette variété to-
pologique est donc de dimension 2n. De plus, il est facile de voir, grâce à ces coordonnées,
que TM est bien une variété différentiable. Il est de même assez facile de montrer que
c’est une variété orientable.
Il existe une application surjective particulière π : TM →M définie par π(p,X) = p.
C’est la projection de TM sur M . Nous remarquons que les ouverts des cartes de TM ,
définies ci-dessus, sont les ouverts π−1(U) ⊂ TM . D’autre part, en identifiant p ∈ M
au point (p, 0) de TM , on peut considérer M comme une sous-variété de TM

2.4.1 Applications tangente et cotangente

Définition 2.4.2. (Application tangente)
Soient Mm, Nn deux varietes et f : Mm → Nn une appication différentiable. On
appelle application tangente associee à f , l’application définie par :

df : TM → TN

γ̇ 7→
.︷ ︸︸ ︷

(f ◦ γ)(0)
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Expression locale Si (U,ϕ) ∈ atl(M) et (V, ψ) ∈ atl(N) tel que ϕ(U) ⊂ V , alors

df

π−1
M (U) → π−1

N (V )

ϕ̃ ↓ ↓ ψ̃
ϕ(U)× Rm → ψ(V )× Rn

ψ̃ ◦ df ◦ ϕ̃−1

ψ̃ ◦ df ◦ ϕ̃−1(z, y) = (ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1(z), Dz(ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1))(y)

= (ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1(z), Jz(ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1))(y)

Ce qui montre que df est une application différentiable.
L’application cotangent : est la transposée de la tangente.

2.5 Champs de Vecteurs et Formes Différentielles

2.5.1 Champ de vecteurs

Soitent M une variété différentiable et TM le fibré tangent à M . Une section de
TM est une application X : M → TM

telle que π◦X soit l’identité surM . C’est à dire que pour tout p ∈M , nous associons
un X(p) ∈ TpM . Une telle section X de classe C∞, sera appelée champ de vecteurs sur
M .
Un champ de vecteurs est donc une application qui à tout point de la variété M associe
un vecteur au dessus de ce point (dans l’espace tangent á ce point sur la variété), de façon
C∞. Cette dernière hypothèse équivaut à ce que, si

X(p) = Xi(p) ∂
∂xi

(p)

les fonctions Xi : M → R soient C∞ sur l’ouvert de la carte locale.
Nous notons Γ(M) l’espace vectoriel des champs de vecteurs surM et par la suite, nous
noterons souvent X|p à la place de X(p).

2.5.2 Dérivations et champs de vecteurs

Nous appellerons dérivation sur l’algèbre F (M) toute application linéaireD : F (M)→
F (M) qui vèrifie la relation de Leibniz : D(fg) = D(f)g + fD(g). Alors tout
champ de vecteur X sur M définit une dérivation sur F (M) par la relation suivante :
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(X · f)(p) = X(p) · f où dans le second membre, X(p) est pris comme dérivation au
sens de la définition de TpM . Localement, cette formule s’écrit

(X · f)(p) = Xi(p) ∂f
∂xi

(p)

C’est la dérivée de f dans la direction de X , On identifie Γ(M) aux dérivations de
F (M).

2.5.3 Formes différentielles

Définition 2.5.1. Une r-forme différentielle (ou r-forme) sur M est un champ tensoriel
de type(0, r) complètement antisymétrique. On note Ωr(M) l’espace vectoriel de ces
r-formes. Pour r = 0, on a Ω0(M) = F (M). Pour r = 1, on retrouve les 1-formes
différentielles. Pour r > n (n dimension de M), on a Ωr(M) = {0}. Une r-forme
différentielle est donc une application F (M)-multilinéaire antisymétrique de Γ(M) ×
· · · × Γ(M) dans F (M).

Expressions locales

Si {dxi} est une base locale des 1-formes différentielles, au dessus de l’ouvert U d’une
carte locale de M , de coordonnées (xi), on pose

dxi1 ∧ · · · ∧ dxir =
∑
σ∈Gr

(−1)sign(σ)dxiσ(1) ⊗ · · · ⊗ dxiσ(r)

Produit extérieur

Définition 2.5.2. Soient ω ∈ Ωr(M)) et η ∈ Ωs(M), on définit le produit extérieur
ω ∧ η ∈ Ωr+s(M) par la formule

(ω ∧ η)(X1, · · · , Xr+s) =
1
r!s!

∑
σ∈Gr+s

(−1)sign (σ)ω(Xσ(1), · · · , Xσ(r))(Xσ(r+1), · · · , Xσ(r+s))

Ce produit donne à l’espace vectoriel

Ω∗(M) = Ω0(M)⊕ Ω1(M)⊕ · · · ⊕ Ωn(M)

une structure d’algèbre. Il a la propriété de commutativité ωη = (−1)rsω ∧ η
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2.5.4 Fibré des formes différentielles

On a regardé les champs de vecteurs, les 1-formes différentielles comme des sections
de fibrés. On va faire le même pour les r-formes différentielles surM . Pour tout p ∈M ,
posons ∧rT ∗pM l’espace vectoriel des r-formes multilinéaires antisymétriques sur TpM .
On définit alors la variété

∧rT ∗M =
⋃
p∈M
∧rT ∗pM

appelée fibré des r-formes différentielles. Alors toute r-forme différentielle est une section
C∞ de ce fibré.

2.5.5 Crochet de Lie

Soient X,Y ∈ Γ(M) et f ∈ C∞(M).Nous appellerons crochet de Lie de X et Y le
champ de vecteurs [X,Y ].

[X,Y ] : C∞(M) → C∞(M)

f → [X,Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f))

Propriété

– [, ] bilinéaire,[X,Y ] = −[Y,X] (antisymétrique)
– [f.X, g.Y ] = fX(g)Y − gY (f)X + (f.g)[X,Y ]
– [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, x]] + [Z, [X,Y ]] = 0(l’identité de Jacobi)

Exemple 2.5.1. Si X = y ∂
∂x
− cos(x) ∂

∂y
et Y = x ∂

∂x

[X,Y ] = XY − Y X

= X(x)
∂

∂x
−X(y)

∂

∂x
− Y cos(x)

∂

∂y

= y
∂

∂x
+ x sin(x)

∂

∂y
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2.6 Fibré cotangent

Comme pour TpM , nous pouvons considérer la variété différentiable

T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM

appelée fibré cotangent de M . Si U est un ouvert de M , on note

T ∗U =
⋃
p∈U

T ∗pM

dual de l’espace tangent TU . Soient (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte deM et (∂1, . . . , ∂m)
la base locale de champs de vecteurs associée. On note par (dx1, . . . , dxn) la base locale
de formes linéaires définies par

dxi : U → T ∗U

x 7→ dxi
|x = (∂i|x)∗

dxi
|x(∂j|x) = δij, (1 ≤ i, j ≤ m)

2.6.1 Formes Différentielles

Définition 2.6.1. Une forme différentielle sur la variété Mm est une section

ω : M → T ∗M

x 7→ ωx ∈ T ∗xM

de classe C∞ qui fait commuter le diagramme suivant :

ω : M → T ∗M

Id↘ ↙ π

M

L’ensemble des formes différentielle est noté H∗(M) ou Γ(T ∗M).

Remarque 2.6.1.

1. La différentielle d’une fonction f définie par

df : x→ dxf,

est une 1-forme différentielle.

2. Si α et β sont deux 1-formes différentielles. La somme α+ β définie par
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α+ β = p→ αp + βp

est une 1-forme différentielle.

3. Si f est une fonction et ω est une 1-forme différentielle le produit

f.ω : p→ f(p)ωp

est également une 1-forme différentielle.

4. Si ω est une forme différentielle et (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage U
d’un point p. Il existe des fonctions uniques ωi définies sur U telles que

ω =
n∑
i=1
ωi.dxi

Définition 2.6.2. [Forme différentielle lisse]
Nous dirons qu’une 1-forme différentielle ω est de classe Ck au voisinage du point p, s’il
existe des coordonnées (x1, . . . , xn) telles qu’au voisinage de x nous ayons

ω =
n∑
i=1
fi.dxi

pour des fonctions fi de classe Ck au voisinage de p. Nous dirons qu’un 1-forme diféren-
tielle est de classe Ck si elle est de classe Ck au voisinage de tout les points de la variété
M .
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Chapitre 3

Variété Riemmanienne

Références([8],[10],[13])

3.1 Rappel sur les tenseurs

Définition 3.1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimensions p et q
respectivement. Nous notons E∗ et F ∗ leur espace vectoriel dual. Pour f ∈ E∗, g ∈ F ∗,
x ∈ E et y ∈ F , nous posons (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y). Nous définissons ainsi f ⊗ g

comme une forme bilinèaire sur E × F . C’est le produit tensoriel des deux formes
f et g.
Si {e1, · · · , ep} est une base de E∗ et {f1, · · · , f q} une base de F ∗, alors l’espace
vectoriel des formes bilinèaires sur E × F admet pour base les pq éléments ei⊗ f j .
Par définition, l’ensemble des formes bilinèaires sur E × F est noté E∗⊗F ∗ et appelé
produit tensoriel de E∗ et F ∗.
Tout élément T ∈ E∗⊗F ∗ s’écrit donc T = Tije

i⊗ f j .
Nous savons d’autre part que tout vecteur de E peut être considéré comme une forme
linéaire sur E∗, c’est à dire comme élément de E∗∗(en dimension finie, nous avons E∗∗ w
E). Nous pouvons donc appliquer ce schéma de construction à E∗ et F ∗ afin de définir le
produit tensoriel E⊗

F w E∗∗
⊗
F ∗∗. Une base de E⊗

F est alors {ei
⊗
fj} où {ei}

et {fj} sont des bases de E et F . Nous avons alors les règles algébriques suivantes, faciles
á vérifier : si x, x1, x2 ∈ E, y, y1, y2 ∈ F et λ ∈ R,alors

x
⊗(y1 + y2) = x

⊗
y1 + x

⊗
y2

(x1 + x2)⊗ y = x1
⊗
y + x2

⊗
y

(λx)⊗ y = x
⊗(λy) = λ(x⊗ y)

En particulier,si F = E∗ alors E ⊗ · · · ⊗ E ⊗ E∗ ⊗ · · · ⊗ E∗ où E apparaît s fois et
E∗ r fois. Les éléments de cet ensemble sont des formes (r+ s)-linéaires sur E∗× · · ·×
E∗ ×E × · · · ×E Un tel élément s’écrit T = T i1···isj1···jrei1 ⊗ · · · ⊗ eis ⊗ e

j1 ⊗ · · · ⊗ ejr
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c’est un tenseur de type (s, r) les coefficients T i1···isj1···jr sont les coordonnées du tenseur T
dans la base (ei).
Les opérations de produit tensoriel et de contraction permettent de construire de nouveaux
tenseurs à partir de tenseurs donnés. Le produit tensoriel du tenseur.

S = S
k1···kq
l1···lp ek1 ⊗ · · · ⊗ ekq ⊗ el1 ⊗ · · · ⊗ elp

avec le tenseur

T = T i1···isj1···jrei1 ⊗ · · · ⊗ eis ⊗ e
j1 ⊗ · · · ⊗ ejr

est le tenseur

S⊗T = S
k1···kq
l1···lp T

i1···is
j1···jrek1⊗· · ·⊗ekq⊗ei1⊗· · ·⊗eis⊗el1⊗· · ·⊗elp⊗ej1⊗· · ·⊗ejr

On définit l’espace ∧rE∗ des r-formes multilinéaires antisymétriques sur E par

⊗rE∗ = E∗ ⊗ · · · ⊗ E∗︸ ︷︷ ︸
rfois

et posons ∧r E∗ le sous espace vectoriel de⊗rE∗ des éléments antisymétriques On définit
le produit extérieur

∧ :
r∧
E∗ ×

s∧
E∗ →

r+s∧
E∗

(ω, η) 7→ ω ∧ η

par

(ω ∧ η)(x1, · · · , xr+s) =
1
r!s!

∑
σ∈Gr+s

(−1)sign(σ)ω(xσ(1), · · · , xσ(r)).η(xσ(r+1), · · · , xσ(r+s))

3.2 Tenseurs sur une variété

Définition 3.2.1. Pour tout p ∈M , définissons l’espace vectoriel

T (s,r)
p M = TpM

⊗
· · ·

⊗
TpM︸ ︷︷ ︸

sfois

⊗
T ∗pM

⊗
· · ·

⊗
T ∗pM︸ ︷︷ ︸

rfois

Un élément T ∈ T (s,r)
p M est un tenseur de type (s, r) au dessus de p Dans une base

associée à des coordonnées locales (xi)i=1,··· ,n au voisinage de p, il s’écrit

T|p = T i1···isj1···jr (p) ∂
∂xi1

(p)⊗ · · · ⊗ ∂
∂xis

(p)dxj1
|p ⊗ · · · ⊗ dx

jr
|p

On considère la variété différentiable

T (s,r)M =
⋃
p∈M

T (s,r)
p M
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3.3 Connexions linéaires

3.3.1 Dérivée covariante de fonction

Soient f : Rn → R une fonction différentiable et u = (u1, · · · , un) ∈ Rn. soit la
fonction

g : R→ R

t 7→ g(t) = f(tu+ y), (y ∈ Rn)

La dérivée de g en t0 est dite dérivée de la fonction f suivant la direction du vecteur u,
elle est dite aussi dérivée covariante de f par rapport à u en y, on a

g′(0) = df(tu+y)
dt
|t = 0

= ∂f
∂
xi

(y).ui

= dyf(u)

On note alors

(∇uf)(y) = ∂f
∂
xi

(y).ui

On remarque que si f est une application de classe Ck alors ∇uf est une application de
classe Ck−1 .

Définition 3.3.1. Soit u = (u1, · · · , un) ∈ Rn. La dérivée covariante sur C∞(Rn) par
rapport à u est définie par

∇u : C∞(Rn) → C∞(Rn)

f 7→ ∇uf

Définition 3.3.2. Soient Mm une variété, X ∈ Γ(TM). La dérivée covariante par
rapport au champ de vecteurs X est une application notée ∇X , définie par

∇X : C∞(M) → C∞(M)

f 7→ ∇Xf = X(f) = df ◦X
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3.3.2 Connexions linéaires

SoientMm une variété de dimension m. Une connexion linéaire surMest une appli-
cation

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X,Y ) 7→ ∇XY

telle que, pour tous X,X ′, Y, Y ′ ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) :
– ∇X+fX′Y = ∇XY + f∇X′Y (C∞(M)-linéaire).
– ∇XfY = (∇Xf)Y + f∇XY = X(f)Y + f∇XY .

Exemple 3.3.1. Soit Rn muni de l’atlas usuelle {(Rm, Id)}, siX = (X1, · · · , Xm) ∈
(C∞(Rm))met Y = (Y 1, · · · , Y m) ∈ (C∞(Rm))m alors

∇XY = (∂Y 1

∂
xi
Xi, · · · , ∂Ym

∂
xi
Xi)

= (X(Y 1), · · · , X(Y m))

= (∇XY
1, · · · ,∇XY

m)

est une connexion linéaire sur Rm.

Définition 3.3.3. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M .
Soit (∂1, . . . , ∂m) la base locale de champs de vecteurs relativement à une carte (U,ϕ).
On a

∇∂i∂j = Γkij∂k, (1 ≤ i, j, k ≤ m)

où Γkij∂k ∈ C∞ appelé coefficient de Christoffel.
Si X = Xi∂i et Y = Y j∂j relativement à la carte (U,ϕ), alors

∇XY = Xi[∂i(Y k) + Y jΓkij]∂k

preuve

∇XY = ∇Xi∂iY
j∂j

= Xi[∇∂iY
j∂j]

= Xi[(∇∂iY
j)∂j + Y j(∇∂i∂j)]

= Xi[∂i(Y k)∂k + Y jΓkij∂k]

= Xi[∂i(Y k) + Y jΓkij]∂k
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Définition 3.3.4. Une connexion linéaire ∇ est dite symétrique si et seulement si

∀X,Y ∈ Γ(TM) : ∇XY −∇YX = [X,Y ]

i.e

∀(U,ϕ) ∈ atl(M)ϕ : Γkij = Γkji, (1 ≤ i, j, k ≤ m)

3.3.3 Torsion et courbure

Tenseur de Torsion

SoientM une variété de dimensionm et ∇ une connexion surM . le tenseur de type
(2, 1) défini par l’expression

T : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X,Y ) 7→ ∇XY −∇YX − [X,Y ]

est dit tenseur de torsion associé à la connexion ∇.

Preuve

T (fX, Y ) = ∇fXY −∇Y fX − [fX, Y ]

= f∇XY − Y (f)X − f∇YX + Y (f)X − f [X,Y ]

= f∇XY − f∇YX − f [X,Y ]

= fT (X,Y )

Comme T est antisymétrique (i.e. T (X,Y ) = −T (Y,X)) alors

T (X, gY ) = −T (gY,X)

= −gT (Y,X)

= gT (X,Y )

De la R-bilinéarité de ∇ et [, ], on déduit que T est R-bilinéaire.

propriétés

1. La connexion ∇ est symétrique si et seulement si elle est sans torsion (i.e T = 0).

2. Toute connexion ∇ localement plate est sans torsion.
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3.3.4 Le tenseur de Courbure

Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M .Le tenseur de
type (3, 1) défini par

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X,Y, Z) 7→ ∇X∇Y (Z)−∇Y∇X(Z)−∇[X,Y ](Z)

est dit tenseur de courbure associé à la connexion ∇.

3.4 Métriques Riemanniennes

Définition 3.4.1. Une métrique Riemannienne g sur une variétéM est une application,

g : Γ(TM)× Γ(TM)→ C∞(M) ,

C∞(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.

Remarque 3.4.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M . Pour tout V,W ∈
Γ(TM), on a :

1. – g(V,W ) = g(W,V ). (symétrique)
– g(V, V ) = 0⇒ V = 0. (non dégénérée)
– g(V, V ) ≥ 0. (définie positive)

2. g ∈ Γ(TM∗)⊗ Γ(TM∗)

Si (U,ϕ) est une carte sur M , alors

g =
k∑

i,j=1
gijdx

i ⊗ dxj

où gij sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du tenseur mé-
trique relativement á la carte (U,ϕ) . Localement, si V = V i∂i et W = W j∂jon
a

g(V,W ) = gijV
iW j

3. Pour tout x ∈M on a

gx : TxM × TxM → R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, où TxM
désigne l’espace tangent en x.
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Définition 3.4.2. . Une variété Riemannienne est un couple (M, g), où M est une
variété différentiable et g une métrique Riemannienne sur le fibré tangent (TM,π,M).

Exemple 3.4.1.
Sur M = R, on pose g(p) = h(p)dx2 où h : R → R∗+ est une fonction Ck et dx2

est la forme quadratique sur R w TpR définie par dx2(u, u) = u2 pour tout u ∈ R.
Alors g est une métrique Riemannienne Ck sur R (on construit ainsi toutes les métriques
possibles sur R).

Définition 3.4.3. (tiré en arrière, pull-back)
Si f est différentiable de M dans N (deux variétés), et si N est munie d’une métrique
gN , alors on peut définir une métrique sur M par :

υ, ω ∈ TpM(f∗gN)(υ, ω) = gN(dfp(υ), dfp(ω))

On voit aisément que cela définie bien une forme bilinéaire symétrique et positive, par
contre elle est définie positive si et seulement si la différentielle dfp est injective. C’est à
partir de cette métrique que d’autres notions clés vont être définies comme celle d’isométrie
entre variétés riemanniennes

Définition 3.4.4. (Isométries)
Soit (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes. Un difféomorphisme f : M → N

est appelé une isométrie si

f∗h = g.

Exemple 3.4.2. (Métriques induites)
SiM est une sous-variété de Rn de classe Ck = alors le produit scalaire canonique 〈., .〉Rn
de Rn induit une métrique sur M en posant, pour p ∈M et (u, v) ∈ TpM2

gp(u, v) = 〈u, v〉Rn

Cette métrique est bien Ck car si (Ω, ϕ)est une carte locale de M alors

gij(p) = 〈 ∂
∂xi

(p), ∂
∂xj

(p)〉Rn = 〈 ∂ϕ
∂xi
◦ ϕ−1(p), ∂ϕ

∂xj
◦ ϕ−1(p)〉Rn

est de classe Ck comme composée d’applications de classe Ck.
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3.5 Connexion de Levi-Civita

Théorème 14. Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y ))

+g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])

est une connexion linéaire sur M , appelée connexion de Levi-Civita.

preuve

1

2g(∇fXY, Z) = fX(g(Y, Z)) + Y (g(Z, fX))− Z(g(fX, Y )) + g(Z, [fX, Y ])

+g(Y, [Z, fX])− g(fX, [Y, Z])

= fX(g(Y, Z)) + Y (f)g(Z,X) + fY (g(Z,X))− Z(f)g(X,Y )

−fZ(g(X,Y ))− Y (f)g(Z,X) + fg(Z, [X,Y ])

+Z(f)g(Y,X) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− fZ(g(X,Y )) + fg(Z, [X,Y ])

+fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= 2fg(∇XY, Z)

= 2g(f∇XY, Z),

et comme g est non dégénérée on a , ∇fXY = f∇XY

2.

2g(∇X+WY, Z) = (X +W )(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X +W ))− Z(g(X +W,Y ))

+g(Z, [X +W,Y ]) + g(Y, [Z,X +W ])− g(X +W, [Y, Z])

= X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g(Z, [X,Y ])

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]) +W (g(Y, Z)) + Y (g(Z,W ))

−Z(g(W,Y )) + g(Z, [W,Y ]) + g(Y, [Z,W ])− g(W, [Y, Z])

= 2g(∇XY, Z) + 2g(∇WY, Z)

= 2g(∇XY +∇WY, Z),
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d’où , ∇X+WY = ∇XY +∇WY .
3.

2g(∇XfY, Z) = X(g(fY, Z)) + fY (g(Z,X))− Z(g(X, fY )) + g(Z, [X, fY ])

+g(fY, [Z,X])− g(X, [fY, Z])

= X(f)g(Y, Z) + fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− Z(f)g(X,Y )

−fZ(g(X,Y )) +X(f)g(Z, Y ) + fg(Z, [X,Y ]) + fg(Y, [Z,X])

+Z(f)g(X,Y )− fg(X, [Y, Z])

= 2X(f)g(Y, Z) + fX(g(Y, Z)) + fY (g(Z,X))− fZ(g(X,Y ))

+fg(Z, [X,Y ]) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y, Z])

= 2X(f)g(Y, Z) + 2fg(∇XY, Z)

= 2g(X(f)Y + f∇XY, Z),

d’où ∇XfY = X(f)Y + f∇XY .
4. De même manière on obtient , ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ . Donc ∇ est une
connexion linéaire sur M .

Théorème 15. .( Théorème fondamental de la géométrie Riemannienne )
Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est l’unique
connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Preuve

: On a

g(∇XY, Z)− g(∇YX,Z) =
1
2
{g(Z, [X,Y ])− g(Z, [Y,X])}

= g(Z, [X,Y ]),

d’où la connexion de Levi-Civita est sans torsion. Et,

g(∇XY, Z) + g(∇XZ, Y ) =
1
2
{X(g(Y, Z)) +X(g(Z, Y ))}

= X(g(Y, Z)),

Connexion linéaire compatible avec une métrique Une connexion linéaire ∇ sera
dite compatible avec la métrique g si

X · g(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

pour trois champs de vecteurs quelconques X,Y, Z sur M Nous dirons aussi que ∇ est
une connexion métrique. Il est facile de voir, grâce à la définition de ∇X sur les tenseurs,
que cette relation est équivalente à
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∇Xg = 0

pour tout X ∈ Γ(TM). Il existe une unique connexion sans torsion compatible avec la
métrique g, c’est la connexion de Levi-Civita, qui a pour expression :

Γkij = 1
2g

kl(∂jgli + ∂iglj − ∂lgij)

3.5.1 Tenseur de courbure Riemannienne

Définition 3.5.1. (M, g) une variété Riemannienne,et∇ est la connexion de Levi-Civita
on appellee tenseur de courbure Riemannienne l’application C∞-linéaire.

R̄ : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) → C∞(M)

(X,Y, Z,W ) 7→ g(R(X,Y )Z,W ) = g(W,R(X,Y )Z).

Localement, on a

R̄( ∂
∂
xi
, ∂
∂
xj
, ∂
∂
xk
, ∂
∂
xl

) = Rkl,ij = −Rlk,ij

proposition 3.5.1. Le tenseur R̄(X,Y, Z,W ) a les proprietés de symmétrie suivantes

1. Identité de Bianchi : R̄(X,Y, Z,W ) + R̄(X,Z,W, Y ) + R̄(X,W, Y, Z) = 0.
2. Anti-symmétrie en (X,Y ) : R̄(X,Y, Z,W ) = −R̄(Y,X,Z,W ).
3. Anti-symmétrie en (Z,W ) : R̄(X,Y, Z,W ) = −R̄(X,Y,W,Z).
4. Symmétrie dans les couples (X,Y ) et (Z,W ) :R̄(X,Y, Z,W ) = R̄(Z,W,X, Y ).

3.5.2 Courbure de Ricci

Définition 3.5.2. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) de dimension
m est un tenseur de type (2, 0) défini par

Ric(X,Y ) = traceR(∗, X)Y

=
m∑
i=1
g(R(ei, X)Y, ei),

pour tout X,Y ∈ Γ(TM), oú (ei) est une base orthonormée locale sur M , et

R(∗, X)Y : Γ(TM) → Γ(TM)

Z 7→ R(Z,X)Y
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On pose :

Ric : Γ(TM)× Γ(TM) → R

(X,Y ) 7→ Ric(X,Y )

La courbure de Ricci, Ric est forme bilinéaire symétrique, en effet

Ric(X,Y ) =
m∑
i=1
g(R(ei, X)Y, ei)

=
m∑
i=1
g(R(Y, ei)ei, X)

=
m∑
i=1
g(R(ei, Y )X, ei)

= Ric(Y,X)

Définition 3.5.3. . Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g), est un
tenseur de type(1, 1), défini par

Ricci(X) =
m∑
i=1
R(X, ei)ei

pour tout X ∈ Γ(TM), où (ei)i=1..m est une base orthonormée locale sur M .

Remarque 3.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension m. Pour tout
X,Y ∈ Γ(TM) on a :

Ric(X,Y ) = g
(
Ricci(X), Y

)
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Chapitre 4

Variété Riemannienne produit

Références :([8],[10],[13]).

4.1 Variété Riemannienne produit

Définition 4.1.1. Soient (M1, A1), (M2, A2) deux variétés de classe C∞, munies de
deux atlas A1 et A2 de dimensions m1,m2 respectivement. Alors le produit A1 × A2

donné par

A1 ×A2 = {(U1 × U2, ϕ1 × ϕ2)|(U1, ϕ1) ∈ A1, (U2, ϕ2) ∈ A2}

où,

ϕ1 × ϕ2 : U1 × U2 → ϕ1(U1)× ϕ2(U2)

(x1, x2) 7→
(
ϕ1(x1), ϕ2(x2)

)
est un atlas sur M1 ×M2 de dimension m1 +m2 et de classe C∞.
La variété (M1 ×M2, A1 ×A2) est dite variété produit de M1 et M2.

proposition 4.1.1.

1. Si M1 et M2 sont deux variétés de classe C∞, alors les projections canoniques
π : M1 ×M2 →M1 et η : M1 ×M2 →M2 sont de classe C∞.

2. Si M1,M2 et M3 sont trois variétés,alors l’application f : M3 →M1 ×M2 est
de classe C∞ si et seulement si π ◦ fet η ◦ f sont de classe C∞.
f = (π ◦ f, η ◦ f).

3. Pour tout (x, y) ∈ M1 ×M2 le sous-espace M1 × {y} et {x} ×M2 sont deux
sous-variétés de de la variété produit M1 ×M2.
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4. T(x,y)(M1 ×M2) ∼= T(x,y)M1 × T(x,y)M2

5. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M1 et M2 respectivement, le couple
(X,Y ) défini par

(X,Y ) : M1 ×M2 → TM1 × TM2

(X,Y ) 7→ (Xx, Yy)

est un champ de vecteurs sur la variété produit M1 ×M2.

proposition 4.1.2. Formule de leibniz
soit une application M1×M2 dans N La différentielle de au point (x, y) est donné par

T(x,y)ψ(Z) = Txψy(X) + Tyψx(Y ), ∀Z ∈ T(x,y)M1 ×M2

où ψy et ψx sont définies par ψy(z1) = (z1, y) et ψx(z2) = (x, z2) respectivement et
Z = X + Y ∈ TxM1 ⊕ TyM2

proposition 4.1.3. Soient X et Y deux champs de vecteur sur la variété produit
M1 ×M2, si pour f1 ∈ C∞(M1) tout et pour tout f2 ∈ C∞(M2) onX(f1 ◦ π) = Y (f1 ◦ π)

X(f2 ◦ η) = Y (f2 ◦ η)
⇒ X = Y

proposition 4.1.4.
Soient M1 et M2 deux variété différentiables, on a les propriétés suivantes :

1. (X1, 0)(f1 ◦ π) = X1(f1) ◦ π et (X1, 0)(f2 ◦ η) = 0

2. (0, X2)(f2 ◦ η) = X2(f2) ◦ η et(0, X2)(f1 ◦ π) = 0

3. [(X1, 0), (Y1, 0)] = ([X1, Y1], 0); [(0, X2), (0, Y2)] = (0, [X2, Y2])
et [(X1, 0), (0, X2)] = 0

4. (f1X1, 0) = (f1 ◦ π)(X1, 0) et (0, f2X2) = (f2 ◦ η)(0, X2)

pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM1), X2, Y2 ∈ Γ(TM2), f1 ∈ C∞(M1) et f2 ∈ C∞(M2).

proposition 4.1.5. Soient α, β deux formes différentielle sur la variété produit
M1 ×M2. Pour tout X1 ∈ Γ(TM1) et X2 ∈ Γ(TM2) ,
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α(X1, 0) = β(X1, 0)

α(0, X2) = β(0, X2)
⇒ α = β

proposition 4.1.6. Soient ∇,∇′ deux connexions linéaires sur M1 ×M2.
telle que pour tous X1, Y1 ∈ Γ(TM1) et X2, Y2 ∈ Γ(TM2),

∇(X1,0)(Y1, 0) = ∇′(X1,0)(Y1, 0)

∇(X1,0)(0, X2) = ∇′(X1,0)(0, X2)

∇(0,X2)(X1, 0) = ∇′(0,X2)(X1, 0)

∇(0,X2)(0, Y2) = ∇′(0,X2)(0, Y2)

⇒ ∇ = ∇′

4.2 Connexion linéaire produit

Soient M1 et M2 deux variétés. Si ∇1 et ∇2 sont deux connexions linéaires sur M1

etM2 respectivement, alors il existe une unique connexion linéaire∇ surM1×M2 ,telle
que pour tous X1, Y1 ∈ Γ(TM1) et X2, Y2 ∈ Γ(TM2), on a

∇(X1,0)(Y1, 0) = (∇1
X1
Y1, 0)

∇(0,X2)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)

∇(X1,0)(0, X2) = ∇(0,X2)(X1, 0) = 0

∇ est appelé connexion linéaire produit.

4.3 Tenseur de torsion produit

Soient∇1 une connexion linéaire surM1 et∇2 une connexion linéaire surM2. Si T 1

et T 2 désignent les tenseurs de torsions surM1 etM2 respectivement, alors T le tenseur
de torsion produit sur M1 ×M2 est donné par

T = (T 1, 0) + (0, T 2) = (T 1, T 2)

proposition 4.3.1. pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM1) et X2, Y2 ∈ Γ(TM2), où T, T 1 et
T 2 désignent les tenseurs de torsion sur M1 ×M2,M1 et M2 respectivement
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
T
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
=
(
T 1(X1, Y1), 0

)
T
(
(0, X2), (0, Y2)

)
=
(
0, T 2(X2, Y2

)
T
(
(X1, 0), (0, X2)

)
= 0

4.4 Tenseur de courbure

Soient ∇1 une connexion linéaire sur M1 et ∇2 une connexion linéaire sur M2. Si
R1 et R2 désignent les tenseurs de courbure sur M1 et M2 respectivement, alors R le
tenseur de courbure produit sur M1 ×M2 est donné par

R = (R1, 0) + (0, R2) = (R1, R2)

Remarque 4.4.1.

1. La variété produit M1 ×M2 est sans torsion si et seulement si les variétés M1 et
M2 sont sans torsion.

2. La variété produit M1 ×M2 est localement plate si et seulement si les variétés
M1 et M2 sont localement plates.

4.5 Métrique diagonale sur la variété produit

Si (M1, g1) et (M2, g2) sont deux variétés Riemanniennes de dimension m1 et m2

respectivement, On définie la métrique Riemannienne produit sur M1 ×M2 par

g = π∗g1 + η∗g2

où π : M1 ×M2 →M1 et η : M1 ×M2 →M2 désignent la première et la deuxième
projection canonique.

proposition 4.5.1. pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM1) et X2, Y2 ∈ Γ(TM2).

g
(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
= g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2)

g
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
= g1(X1, Y1) ◦ π

g
(
(0, X2), (0, Y2)

)
= g2(X2, Y2) ◦ η

g
(
(X1, 0), (0, Y2)

)
= 0
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La matrice associées à g 
(g1)ab

... 0
· · · · · · · · ·
0 ... (g2)cd



Définition 4.5.1. La variété Riemannienne (M1×M2, g) est dite variété Riemannienne
produit.

4.6 la connexion de levi-civita

Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes. Si ∇M1 (resp ∇M2) dé-
signe la connexion de Levi-Civita surM1 (respM2), alors la connexion de levi-civita sur
la variété M1 ×M2 associée à la métrique produit g = π∗g1 + η∗g2 coincide avec la
connexion linéaire produit définie

∇(X1,0)(Y1, 0) = (∇M1
X1 Y1, 0)

∇(0,X2)(0, Y2) = (0,∇M2
X2 Y2)

∇(X1,0)(0, X2) = ∇(0,X2)(X1, 0) = 0

4.7 Tenseur de courbure Riemannienne

soit (M1×M2, g = π∗g1+η∗g2) une variété Riemannienne produit avec son tenseur
de courbure R. Si X1, Y1, Z1 ∈ Γ(TM1), et X2, Y2, Z2 ∈ Γ(TM2), alors

R
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
(Z1, 0) =

(
R1(X1, Y1)Z1, 0

)
R
(
(0, X2), (0, Y2)

)
(0, Z2) =

(
0, R2(X2, Y2)Z2

)
R
(
(X1, 0), (0, Y2)

)
(Z1, 0) = R

(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
(0, Z2)

= R
(
(0, X2), (Y1, 0)

)
(Z1, 0) = 0

R
(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
(Z1, Z2) =

(
R1(X1, Y1)Z1, R

2(X2, Y2)Z2
)
.
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4.8 Tenseur de Ricci sur la variété produit

soit (M1 ×M2, g = π∗g1 + η∗g2) une variété Riemannienne produit avec S son
tenseur de Ricci telle que pour tous X1, Y1 ∈ Γ(TM1), et X2, Y2 ∈ Γ(TM2), alors

S
(
(X1, 0), (Y1, 0)

)
= S1(X1, Y1) ◦ π

S
(
(0, X2), (0, Y2)

)
= S2(X2, Y2) ◦ η

S
(
(X1, 0), (0, X2)

)
= 0
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