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NOTATIONS MATHEMATIQUES

L’ensemble des parties de {2
x appartient a I’ensemble X.
X inclus dans Y .

X contient Y.

L’intersection de X et Y.

La réunionde X et Y.

La probabilité de X.
L’espérance de X.

La variance de X .

L’écart type de X .

Fonction gamma .

Loi de Bernoulli .

Loi Binomiale.

Loi Normale.

Loi Uniforme .

Loi Exponentielle .
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La convergence en loi .
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La convergence en probabilité .



Reésumeé

ﬂtravail s’articule autour d’une des branches les plus importantes des mathématiquh
gu’est la probabilité, il s’intéresse spécifiguement au sujet de la convergence.

On a débuté par parler en général de la théorie des probabilités. Ensuite, on a parlé des
différents types de convergence des variables aléatoires en mentionner les relations
entre eux. On a terminé par une application sur la loi Binomiale avec une démonstration
de sa convergence en probabilité.

Mots clés :

\Probabilité, Convergence, v.a (variables aléatoires) , Loi de probabilité, Estimation.J

[ Abstract ]

This work revolves around one of the most important branches of mathematics, which is
probability, he is specifically interested in the subject of convergence.

We started by talking in general about the theory of probability. Then we talked about

different types of convergence of random variables with mention of relations between

them. We ended with an application on the Binomial law by showing its convergence in
probability.

Key words :

\Probability, Convergence, random variables, Probability distrubtions, Estimation./
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INTRODUCTION

En mathématiques, I’étude des probabilités (du latin probabilitas) est un sujet qui
permet I’étude et I’interprétation des expériences et I’adoption de prédictions futures a
partir de celles-ci.

Le mot probabilité a plusieurs sens, par exemple qui représente 1’opposé du concept de
certitude ; c’est aussi une appréciation du caractere probable d’un événement; plus ré-
cemment, la probabilité est devenue une science mathématique connue sous le nom de "la

théorie des probabilités" ou plus simplement "probabilité" .

La convergence est parmi les concepts de base de 1’analyse mathématique implique
qu’un objet mathématique a une limite. Par exemple on parle de convergence de séquences
d’éléments, de convergence de séries, de convergence de produits infinis, de convergence
de fractions continues, de convergence d’intégrales, etc...

Le concept de convergence apparait dans I’étude des objets mathématiques et leurs ap-
proximations par des objets plus simples. On peut dire que 1’analyse mathématique com-
mence lorsque le concept de convergence est introduit sur un ensemble d’éléments.

En probabilités, la convergence des variables aléatoires se divise en plusieurs types .

Ce travail concentre spécifiquement sur la convergence en probabilités.

Ce travail est présenté essentiellement en quatre chapitres.

On commence d’abord par une partie historique.

ChapitreO1 : nous rappelons des concepts de base sur la théorie du calcul des probabili-

tés avec les différentes définitions, propriétés et théoremes|I]

Chapitre02 : Ce chapitre est particulierement consacré a 1’étude des modes de conver-

gence des variables aléatoires [2]
Chapitre03 : On cite les relations entre les modes de convergence 3]

Chapitre04 : Ce chapitre est consacré a I’étude de la convergence en probabilité avec

une application sur la loi Binomiale et une simulation 4. Et enfin on termine par une

conclusion 4.4.1]



HISTORIQUE

e La notion « probabilité » remonte Aristote (4™¢ siécle avant J-C.).Dans cette époque,
ce mot désigne le principe de "ce qui est probable est ce qui est généralement admis

comme vrai".

e Au 16™¢ et 17™¢ siecles, Le polymathe italien Girolamo Cardano a considéré les pro-
babilités comme un rapport entre les résultats possibles et improbables, mais Les principes
de probabilité remontent aux correspondances de Pierre de Fermat et de Blaise Pascal
(1654).

Durant cette période, le terme « risque » est apparu et le concept de probabilité se rap-
proche alors de la notion de hasard.

Encouragé par Pascal, Christian Huygens publie "De ratiociniis in ludo aleae" (raison-
nements sur les jeux de dés) en 1657. Ce livre est le premier ouvrage important sur les
probabilités. Il a définit 1a notion d’espérance et a développé plusieurs problemes de par-
tages de gains lors de jeux ou de tirages dans des urnes.

Jacques Bernoulli ( 1713) qui définit la notion de variable aléatoire et donne la pre-
miere version de la loi des grands nombres et 1a Théorie de la probabilité d’Abraham de
Moivre (1718) qui généralise ’'usage de la combinatoire.

En 1755, Thomas Simpson a appliqué La Théorie des erreursE] aux erreurs sur les obser-
vations.

En 1812, Pierre-Simon de Laplace donne une premiere version du théoreme central li-

mite.

e La théorie classique des probabilités n’a vraiment pris son envol qu’avec les concepts
de mesures et d’ensembles mesurables, introduits par Emile Borel en 1897. Ce concept

de mesure est complété par Henri Léon Lebesgue et sa théorie de 1’intégration.

e En 1902, Andrei Markov introduit les chaines de Markov pour entreprendre une géné-

ralisation de la loi des grands nombres.

1. qui cherche a quantifier 1’écart entre la mesure que 1’on fait d’une variable et sa vraie valeur et qui
est une préfiguration des théorémes central limite
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Il faudra attendre 1933 pour que la théorie des probabilités sorte d’un ensemble de mé-
thodes et d’exemples divers et devienne une véritable théorie, axiomatisée par Kolmogo-
Trov.

les années 1940, Kiyoshi Itd6 met en place une théorie et un lemme qui porte son nom.
Ceux-ci permettent de relier le calcul stochastique et les équations aux dérivées partielles

faisant ainsi le lien entre analyses et probabilités.

Un peu d’histoire (extraits de wikipédia)
https : | [public.iutenligne.net/mathematiques/statistiques — et —
probabilites/ farge/probabilites/un peu d’histoire extraits de wikipdia.html



CHAPITRE 1

INTRODUCTION AUX PROBABILITES

L’étude des probabilités est une étude relativement récente, bien que 1’origine du
mot remonte aux anciens Grecs, mais les développements radicaux dans ce domaine ne se
sont manifestés qu’au cours du XVIlle siecle, a la suite de I’étude des aspects aléatoires
et inattendus de certains phénomenes, notamment les jeux de hasard. L’étude des proba-
bilités a contribué a laisser un impact prépondérant dans de nombreux domaines comme

la météorologie, la finance, la chimie et autres...

1.1 Espace probabilisable

Définition 1.1.1
On appelle expérience aléatoire ou épreuve, toute expérience dont le résultat est régi par

le hasard lors qu’on répete I’expérience dans les mémes conditions.

Exemples : 1.1.1

1. Jeter une piéece de monnaie et noter le coté qui apparait .
2. On lance un dé et observe le total.

3. Etudier La durée de vie d’une ampoule électrique.

Définition 1.1.2

Dans la théorie des probabilités, un espace de probabilité ou le triplet de probabilité
(Q, F,P) est une construction mathématique qui fournit un modéle formel d’un processus
aléatoire ou "expérience".
Un espace de probabilité est composé de trois éléments ;
» un ensemble §) appelé univers, qui présente ’ensemble de tous les résultats possibles.
» F une partie de I’ensemble des parties €2, appelé tribu.
» P une application de F dans [0,1].

12



1.1. ESPACE PROBABILISABLE

1.1.1 Algebre-Tribu

Définition 1.1.3
F est une tribu (ou une o-algebre) sur () si elle vérifie les propositions suivantes :
a) Qe F
b) VM € F, alors le complémentaire MeF

c) Si (My,)nen est une suite d’éléments de F, alors | JM,, € F
0

Exemples : 1.1.2
» {0, Q} est une tribu;
» L’ensemble des parties P(£)) est une tribu.
» Posons Q2 = {a,b,c} et M = {0,,{a,b}, {a,c},{c}}alors M n’est pas une o algébre
sur Q puisque {a,c} = {b} & M
Proposition 1.1.1
Soit F une tribu. Alors :

—beF.

— Toute réunion finie ou dénombrable d’éléments de F est un élément de F

— Toute intersection finie ou dénombrable d’éléments de F est un élément de F
Définition 1.1.4

Un ensemble est dit dénombrable, ou infini dénombrable, lorsque ses éléments peuvent

étre listés sans omission ni répétition dans une suite indexée par les entiers.

Définition 1.1.5
Soit Q) I’espace d’échantillonnage et F la tribu sur ). le couple {Q), F} est appelé espace
probabilisable.

13



1.2. ESPACE DE PROBABILITE

1.2 Espace de probabilité

Définition 1.2.1
Soit I’espace probabilisable {Q), F} et A, B, Ay, As, .... A, des éléments de F

a) On dit que A et B sont incompatibles ou disjoints si AN B = ().

b) Ondit que Ay, As, ... A, sont deux a deux incompatibles si pour tout

¢) On dit que Ay, As, ... A, forment une partition de w ,s’ils sont deux a deux incom-

patibles et si

1.2.1 Probabilités

Dans cette partie, soit {€2, 7} un espace probabilisable
Définition 1.2.2
On appelle probabilité sur {), F} une application P de F dans [0,1] que vérifiant :

a) P(2) =1

b) Pour toute suite (A, )nen d’événements deux a deux incompatibles ;
P(L_J()An) = £ P(A)

Définition 1.2.3

La probabilité d’un évenement A est donnée par :

card(A) _ nombre de cas favorables

P(A) =

card())  nombre de cas possibles
Proposition 1.2.1
— P(0) = 0, I’événement impossible.
— VAe F.0<P(A) <L
— Pourtout A € F,P(A) =1—P(A).
— Pourtout A, B € P(Q),A C B=P(A) <P(B).
— Pourtout A,Be€P,si P(ANB) =10 alors P(AUB)=P(A)+P(B).

— Pour tout A, B € P(Q2),P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

14



1.2. ESPACE DE PROBABILITE

Exemples : 1.2.1
— La probabilité pour que I’enfant a naitre soit garcon est de 1/2.

— On lance un dé :
Q=1{1,2,3,4,5,6}, A :"avoir un nombre pair"= {2,4,6};

]P’(A):%N(A):g

— on lance un dé :
A : "avoir un chiffre impair", B : "avoir un chiffre supérieur ou égale a 2".
Ona A ={1,3,5} et B = {2,3,4,5,6}, d'on AN B = {3,5}, ainsi
P(A)=1/2 , P(B)=5/6 et P(ANB)=2/6, alors P(AUB) = 1.
Remarques 1.2.1
— Un événement A est dit négligeable(ou presque impossible) si P(A) = 0.
— Un événement A est dit presque siir si P(A) = 1.

— Toute réunion dénombrable d’événements négligeables est un événement négli-

geable.

— Toute intersection dénombrable d’événements presque siirs est un événement presque

SUr.

1.2.2 Indépendance

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, A et B € F.

Définition 1.2.4
A et B sont dits des évenements indépendants si :

P(AN B) = P(A)P(B)

Définition 1.2.5

A et B sont dits des événements indépendants avec P(B) > 0, si:

P(A/B) = P(A)

Remarques 1.2.2
— A et B sont dits des évenements incompatibles, s’ils ne peuvent pas se réaliser en

méme temps ,c’est-a-dire P(AN B) = (.
— Un évenement A implique (ou entraine) un événement B, lorsque A est inclus dans

B(A C B), c’est-a-dire si A se réalise alors B se réalise également.

15



1.2. ESPACE DE PROBABILITE

Exemples : 1.2.2
— On tire une carte dans un jeu de 32 cartes.

Soit A I’évenement :"on tire un roi " et B I’évenement :"on tire un trefle .
Ona:
P(A) =4/32 =1/8 (ily’a4 roi dans le jeu de 32 cartes)
P(B) =8/32=1/4 (ily’a 8 tréfle dans le jeu 32 cartes).
P(ANB)=1/32 (ily’al roi de tréfle dans le jeu de 32 cartes)
alors : P(A)P(B) =1 x + = 5 =P(ANB)

donc A et B sont indépendants.

— On considere un dé, les évenements d’avoir un chiffre "pair" et d’avoir le chiffre

"impair" sont incompatibles.

— Soit un groupe des enfants de 6 ans, on choisit un enfant de ce groupe pour la
vaccination, on prend G [’événement "l’enfant sélectionné est un garcon" et A
I’évenement "l’enfant sélectionné a 6 ans "

Alors G entraine A (la réalisation de G implique la réalisation de A).

Définition 1.2.6
Soient Ay, A, ....A,, des événements d’un espace de probabilité (2, F,P) tels que n > 2.
On dit que Ay, As, .... A, sont indépendants si :

n

P(ﬁAm = [ [P(4x)

k=1

1.2.3 Probabilités conditionnelles
Soit (£2, F,P) un espace de probabilité.

Définition 1.2.7
Soient A et B deux événements de §) tels que P(B) > 0. On appelle probabilité condition-

nelle de A sachant B le réel :

P(AN B)

Proposition 1.2.2
Soient A, BetC' € F

1. P(Q/A) =1

2. (BUC/A) =P(B/A) +P(C/A) —P(BNC/A)

3. Si B et C sont incompatibles , alors P(BUC/A) =P(B/A) + P(C/A)
4. P(B/A) =1—-P(B/A)

16



1.2. ESPACE DE PROBABILITE

Exemple : 1.2.1
Pour un étudiant,les chances de réussir un cours de Statistique sont de 65% , les chances
de réussir un cours de Finance sont de 80% et les chances de réussir les deux sont 50 %.
Soit S I’événement "réussir en Statistiques" et F' I’événement "réussir en Finance".
Quelle est la probabilité que 1’ étudiant réussisse en Statistiques sachant qu’il a réussi le
cours de Finance ?
1l s’agit de calculer P(S/F) :
P(SNF 0.5

P(S/F) = (M—F)) =08 0.63
Remarques 1.2.3
Soient AetB € F avec P(A) > 0 D’apres la définition de la probabilité conditionnelle,

P(A/B) = %
D’on :
P(ANB)=P(A/B)P(B) =P(B/A)P(A)
De méme :
P(C/AN B) = %
Ainsi :

P(ANBNC)=P(C/ANB)P(AN B)

Alors on obtient :

P(ANBNC) =P(AP(B/AP(C/AN B)

Théoreme 1.2.1 (Formule des probabilités totales)
Soit (A,), € N un systéeme complet d’événements, tous de probabilité non nulle , et B un
événement .

ona:.:

P(B) = i]P’(B NA,) = iP(An)P(B/An)

17



1.2. ESPACE DE PROBABILITE

1.2.4 Formule de Bayes

Soit {2, F} un espace probabilisable Soient A;, A, ...A, une partition de 2, B € F et
supposons que P(B) > 0

etque P(Ax) >0 pourtout 1<k <mn.

Soitl <k<n,ona:

P(B N Ay) = P(B/A,)P(A) = P(A,/B)P(B)

Par conséquent :

B/Ay)P(Ay)
P(B)

En faisant appel a la formule des probabilités totales dans cette derniere égalité, on ob-

P(A/B) = .

tient :

Théoreme 1.2.2 (Formule de Bayes)

Soient Ay, As, ...A,, un systeme complet de Q, B € F avec P(B) > 0 et que P(A;) > 0
pourtout 1 < k < n.

Alors :

P(Ax)P(B/Ax)
P(Ax/B) = S P]?Ak)P(BI;Ak)

Remarque 1.2.1
La formule de Bayes est appelée aussi la formule des causes, en effet la quantité P( A,/ B)

donne la probabilité que I’évenement B s’est réalisé a travers Ay ou "a cause” Ay.

18



1.3. VARIABLES ALEATOIRES

1.3 Variables aléatoires

En théorie de probabilités , le résultat d’une épreuve peut se traduire par une «
grandeur » mathématique, trés souvent représentée par un nombre entier ou un nombre
réel. La notion mathématique qui représente efficacement ce genre de situation est celle

de variable aléatoire (notée également v.a.)

Définition 1.3.1

En générale,une variable aléatoire est une variable dont la valeur est déterminée apres
un tirage aléatoire.

On peut aussi considérer une variable aléatoire sur un espace probabilisé {), F} , toute

application X de () dans R telle que :

X:(Q)—=R
w— X(w)

Remarques 1.3.1
— Une variable aléatoire est généralement désignée par une lettre majuscule X ,

Y,...etc.

— Le support d’une variable aléatoire est I’ensemble des ses valeurs possibles
Par exemple :
X est le résultat d’un lancer de dé,alors le support de X est {1,2,3,4,5,6}.

1.3.1 Loi de probabilité

Définition 1.3.2
Soient I’espace de probabilité (2, F,P). et X une v.a . On appelle loi de probabilité de X

I’application :

Remarque 1.3.1
On note P({X = z}),P(X = z) ou Px(z) la probabilité que X prenne la valeur x.
Cette application est bien une probabilité dont I’'univers est I’ensemble X (Q2) des valeurs

prises par X.

19



1.3. VARIABLES ALEATOIRES

Exemple : 1.3.1
Dans le jeu suivant on lance un dé a six faces.
Si:

— Si le résultat est pair, on gagne 20.DA.

— Si le résultat est 1, on gagne 30.DA.

— Si le résultat est 3 ou 5, on perd 40.DA.

Ona Q=1{1,2,3,4,5,6} eton définit X une v.asur ) tq:
X(1) =30, X(2) =20, X(3) =—40, X(4) =20, X(5) = —40 et X(6) = 20.
On sait que La probabilité d’avoir chaqu’un des élément de I’univers €2 égal a %.

On peut résume la loi de probabilité de la variable aléatoire X dans le tableau suivant :

7 ~40 [ 20 [ 30
P(X =) | 13 | 172 ] 1/6

TABLE 1.1 — La loi de probabilité de la variable aléatoire X

Remarque 1.3.2

Soit la loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité P(X = x;).
On la note p;.

Vicln,pi+prt...+p,=1.

1.3.2 Fonction de répartition

Définition 1.3.3
En générale, on définit une loi de probabilité de la v.a X par sa fonction de répartition,

on note :

F:R—[0,1]x - Fx(z) =P(X < x)

Parfois également appelée fonction cumulative car on cumule les probabilités de

toutes les valeurs inférieures ou égales a x.

Proposition 1.3.1

1. 0<Fx<1.
2. Fx(x) =0etFx(z) =1.
T——00 T—r+00

3. F'x est une fonction croissante.
4. Fx est continue a droite.

5. P(a < X <b) =Fx(b) — Fx(a), VYa < b.
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1.4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

1.4 Variables aléatoires discretes

On considere ’espace de probabilité (2, F, P).

Définition 1.4.1
On appelle variable aléatoire discréte une application X de ) dans R telle que X () est
fini ou dénombrable et pour tout v € R, X' ({x}) € F.

Remarque 1.4.1
On peut également définir la variable aléatoire discrete comme une variable aléatoire qui

ne prend que des valeurs ponctuelles (isolées).

Exemple : 1.4.1

Lancer de 3 pieces de monnaies identiques dont ’issue est P "pile" et F "face".

Les résultats possibles sont : Q) = {PPP, PPF, PFP, FPP,PFF,FPF,FFP, FFF}
Car les résultats ne sont pas composés de grandeur numériques on peut par exemple
s’intéresser au nombre de fois ot pile est apparu.

X :Q—1{0,1,2,3} CR; définie par le tableau :

X=le nombre de pile | 0 1 2 3
P(X =x) 1/8 | 3/8 | 3/8 | 1/8
Fx 178 | 172 | 7/8 | 1

TABLE 1.2 — Distribution d’une variable aléatoire discréte(X= nombre de "Pile")

Dans le cas d’une variable aléatoire discrete, on utilise un diagramme en bdtons pour

visualiser la distribution de probabilités et une fonction escalier pour la fonction de

répartition.
P A F A
1 - - - - R —
38  — — - —
b
|
1ne | —|— - | |
9 ] :
o 1 2 3 » o 1 2 3 ™
Diagramme en bdtons Fonction de répartition

FIGURE 1.1 — Variable aléatoire discrete

Cette application ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, la variable aléatoire X est
discrete avec X (2) = {0, 1,2, 3}.
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1.5. VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

1.5 Variables aléatoires continues

On considere ’espace de probabilité (2, F, P).
Définition 1.5.1

Soit X une v.a réelle qui prend un nombre infini non dénombrable de valeurs, alors on dit
que X est une v.a.r. continue. Dans ce cas, la loi de X est déterminée par I’ensemble des

probabilités : P(a < X <b), pourtout a < b.

Remarque 1.5.1
Autrement dit, La variable aléatoire X est dite continue si I’ensemble X (Q2) est un inter-

valle (borné ou non borné) ou une réunion d’intervalles de R

Exemples : 1.5.1

— Le poids et la taille pour un groupe des enfants.
— Taux de glucose dans le sang.

— La durée de vie d’une appareille électronique.

etc...

1.5.1 Fonction de densité

Définition 1.5.2
Une variable aléatoire X possede une densité s’il existe une fonction positive
fx : R — RT relle que :

b
Pla< X <b)= / fx(x)dx pour tous a,b € Rya <b

Cette fonction fx est appelée densité de X.

Proposition 1.5.1
La donnée d’une densité f permet donc de décrire complétement notre variable aléatoire

en caractérisant sa loi grdce aux propriétés suivantes :
1. Vx € R, f(z) > 0.
2. fj;o f(x)dx = 1.
3. Pa <z <b)=F(b) —F(a) = [’ f(z)dx
Remarque 1.5.2

Dans le cas d’une variable aléatoire continue, la relation entre la fonction de répartition

F x et et la fonction de densité est la suivante :

VyeR  Fx(y) =PB(X <y)= / " f(a)da
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1.6. CARACTERISTIQUES DES VARIABLES ALEATOIRES

Exemple : 1.5.1

Soit I’étude de I’évolution d’un phénomene dans le temps, sa fonction de densité est don-
née par : f(t) = 2exp(—t) — 2exp(—2t)

Donc da fonction de répartition est : Fx (t) = :12 f(t)dt.

la représentation graphique est la suivante :

Jf(o Fo A
s 1
4 8
3 .6
2 -4
1 -2
o7 v T T T Loul o -
o 2 4 6 8 f o 2 4 6 8 z
Fonction de densité de probabilité Fonction de répartition

FIGURE 1.2 — Variable aléatoire continue

1.6 Caractéristiques des variables aléatoires

Soient I’espace de probabilité (£2, F,P) et X est une variable aléatoire.

1.6.1 Espérance mathématique

Définition 1.6.1
L’espérance d’une variable aléatoire, notée E(X), est la moyenne espérée lors d’une réa-

lisation de la variable aléatoire X pondérées par les probabilités associées a ces valeurs.

L’espérance est définie comme suit :

a) Si X est une variable aléatoire discrete :
i=1 i=1

Exemple : 1.6.1
On prend un dé truqué,telle que la probabilité d’obtenir un face est proportionnelle
a le numéro de ce face. Soit X la variable aléatoire associée au lancer de ce dé.
Déterminer la loi de X, calculer son espérance.
Solution :
Q2 =1{1,2,3,4,5,6} et par les notions de l'exercice P(X = k) = ka.

6

Y(X=k)=1lea+2a+...+ba=1a=1/21.
k=1
D’oun :

donc ‘E(X) = ikIP’(X =k)=13/3
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1.6. CARACTERISTIQUES DES VARIABLES ALEATOIRES

k 1 2 3 4 5 6
P(X =k) | 1721 | 2/21 | 3/21 | 4/21 | 5/21 | 6/21

TABLE 1.3 —-Laloi X de l’exercic

b) Si X est une variable aléatoire continue :

E(X) = [**af(x)da

o0

ou f est la fonction de densité.
Exemple : 1.6.2

Soit X une variable aléatoire de densité :

frla) %x1/3 si0<zxr<1
x\Tr) =

0 sinon.

Quelle est I’espérance de X ?

Solution :

B0 = [ e/ = / () / PRI

o0

Proposition 1.6.1

Soit X et Y deux variables aléatoires et o, 3 € Rona :
1. E(a) =«
2. E(aX) = aE(X)
3 EX+a)=EX)+a
4. E(aX + fX) = aE(X) + SE(z)
5 P(X >a) <IE(X) , Yo >0 (Inégalité de Markov).

1.6.2 Variance mathématique

Définition 1.6.2
La variance d’une variable aléatoire est définie par :
V(X) = E(X?) ~ E(X)’
Proposition 1.6.2
Soit X un variables aléatoires et o € Rona :
1. V(a)=0.
2. V(X +a)=V(X).
3. V(aX) = a?V(X).
4. P(IX-E(X)| > a) < HZV(X) , Va>0 (Inégalité Bienaymé-Tchebychev).

«
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1.7. LOIS USUELLES DE PROBABILITE

1.6.3 Ecart-type
Définition 1.6.3

L’écart-type d’une variable aléatoire est définie par :

1.7 Lois usuelles de probabilité

Voici certaines lois de probabilité que nous utilisons souvent :

1.7.1 Loi discretes

Loi Loi de probabilité Espérance | Variance
Bernoulli PX=1)=p,P(X=0)=¢q P Pq
X ~ B(p) g=1-p
Binomiale P(X =x)=CIp*q" " np npq

X ~ B(n,p) g=1—p,x=0,1,..n
Poison P(X =z)=e 2] A A
X ~ P(A) x=0,1,....
Géométrique P(X =2x2) = pg®* 5 %
X ~ G~ (p) g=1-p,x=1,2,...
TABLE 1.4 — Loi usuelles discretes
1.7.2 Lois continues
Loi Densité fx(x) Espérance | Variance
Uniforme T ath —(b;a)E
X ~ U(a,b) x € [a,b]
: —xA 1 T
Exponentielle Ae Y 2
X ~e(N) reR"
r—m 2
Normale 21me_< e m o2
X ~ N(m,o?)
Gamma %xo‘*le*)‘x 2 &
X ~ T(a, N) r € R
N JEINIFESI n
Student \/ﬁr(g)(l + &) | Osin > 1 | Lssin > 2
X ~» 7(n)

TABLE 1.5 — Lois usuelles continues

25




1.7. LOIS USUELLES DE PROBABILITE

Remarque 1.7.1

La fonction Gamma est de la forme :

M(a) = /0+oo

26



CHAPITRE 2

LLES MODES DE CONVERGENCE DES
VARIABLES ALEATOIRES

En mathématiques, la notion de convergence est la propriété de s’approcher d’une
limite de plus en plus pres a mesure qu’un variable de la fonction augmente ou diminue
ou que le nombre de termes devient plus grand.

En probabilité, la convergence de variables aléatoires est de chercher d’un variable
aléatoires X tq la suite {X,,} de variables aléatoires se rapproche de plus en plus de X

lorsque n augmente.

2.1 La convergence en loi

Définition 2.1.1

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles.

Fx et Fx désignent respectivement la fonction de répartition de X,, et d’une variable
aléatoire X.

On dit que (X,,)n>0 converge en loi vers X si Fx, converge vers Fx en tout point x oi
Fx est continue. Fx, (v) — Fx(x).

. L
On note la convergence en loi : X,, — X .

Remarque 2.1.1
On peut noter que, pour cette convergence, les variables aléatoires ne sont pas nécessai-

rement définies sur le méme espace de probabilité (), F,P)
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2.2. CONVERGENCE PRESQUE SURE

Proposition 2.1.1
Soient X,, une suite des variables aléatoires de fonction de caractéristique @, les pro-

priétés suivants sont équivalentes :
1. X,, converge en loi vers X.
2. @, converge uniformément vers px.

3. Soit f une fonction continue bornée tq f : R — R

lim E(f(Xy)) = E(f(X)).

n—-+oo

Exemple : 2.1.1

Soit X, une suite de variable aléatoire de la loi B(n, \/n).

P(X, = 1) = 31— )
n!
=
nn — n—=2).(n—x n — 1)l
=T i!)(n(— z)! o : <%)x(1 - é)"_x
_ﬁ(”(n—l)(n—Z) (n—x—l—l))(l—%)"
g(l—ﬁ)(l—ﬁ) (1- n )<1 )
On a donc :
limIP(Xn =z)= % [im (1— %)n _ /;_Teq\
Do o

Fx,(#) = 2o P(Xn = k) = P(X < x)

L . . . . A
Alors : X,, — X ou X suit une loi de Poisson de parametre \.

2.2 Convergence presque siire

Définition 2.2.1
Soient X,, et X des variables aléatoires .

On dit que X,, converge presque siirement vers X si :

P{w € Q, liT Xp(w)=X(w)}=1

n—-+00

P.
Onnote X,, —> X

Propriété 2.2.1 (lemme de Borel-Cantelli)
— Ve> 0,07 P(|X,, — X| > ¢€) converge — (X, L5 x).

— En plus : si les (X,,)nen sont indépendantes , alors X, P,
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2.3. CONVERGENCE EN MOYENNE

Exemple : 2.2.1
Soit X une variable aléatoire d’une loi U(0, 1) tq :

n, si0<X(w)<1/n
0, sil/n<X(w)

Vn € N* et Vw € Y, (w) =

Onasi 1/n < X(w) alors limY,(w) =0

n—oo

Donc P(limY, =0)=P(X >0)=1, c’estadire Y, L200.
n—oo

2.3 Convergence en moyenne

Définition 2.3.1
Soient X une variable aléatoire et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires.

X, converge en moyenne vers X si:

LimE(|X, — X|) =0

n—oo

On note X,, —» X en moyenne.

Définition 2.3.2
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires de carré intégrable .
On dit que X,, converge en moyenne d’ordre 2 vers une variable aléatoire X (moyenne

quadratique) si :

limE(|X, — X[) =0

n—oo
On note X,, — X en moyenne quadratique.
Définition 2.3.3

Soient X une variable aléatoire et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires.

On dit que X,, converge vers X en moyenne d’ordre r ou en norme L" si :

E(|X,]") < ocoet imE(]X, — X]|") =0
n—oo

Remarque 2.3.1
La convergence en moyenne d’ordre v nous dit que l’espérance de la puissance r"™° de la

différence entre X,, et X converge vers zéro.

Exemple : 2.3.1

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires tq :
l—e™, siX,=0
e ", si X, =1.

E(Xn) =

Ona:limE(X,—-0])=E(X,) =e"—0
n—oo

Donc X,, converge en moyenne vers O.
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2.4. CONVERGENCE EN PROBABILITE

Remarque 2.3.2
— L’intégrabilité des variables considérées est une condition nécessaire pour appli-

quer la notion de convergence en moyenne.

— Lorsqu’une suite de variables aléatoires intégrables (X,,),>1 converge vers une

variable aléatoire X , alors X est aussi intégrable.

2.4 Convergence en probabilité

Définition 2.4.1
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace de
probabilité .

On dit que X,, converge en probabilité vers une variable aléatoire X , si :

Ve > 0,n — oo, P(|1 X, — X|>¢) >0
Onnote : X, iNy's

Théoreme 2.4.1 (de convergence en probabilité)

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires et o un nombre réel, si :
E(X,) — a et Var(X,) — 0 , quandn — oo,

alors : X, s,

Remarque 2.4.1

Ce théoreme est utilisé en théorie de |’estimation .

Proposition 2.4.1
Si X, Py X et X, L X', alors X = X'ps ( unicité ps de la limite en probabilité ).

Démonstration 1

Pour toute > 0, on :

P(IX — X'| >¢) <P(X, — X| >¢/2) + P(|X, — X'| > ¢/2)

et on déduitde X, - X et X, = X' que ¥e >0 :

P(X - X'|>e)=0
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2.4. CONVERGENCE EN PROBABILITE

Proposition 2.4.2

On apour n — oo, X, Py X si et seulement si Jp(Xn,X) — 0.

Démonstration 2

Par [ ’inégalité de Markov , on a pour tout ¢ €0, 1] :

P(|X, — X| > ¢) = P(min(|X, — X|,1) > ¢) <

ona:

dp(X,, X) = E[min(| X, — X|,1)]

= E[min(|X, — X|, 1)1 x,-x|<:] + E[min(| X, —

=ec+P(|X, — X|>¢)
P(|X,, — X| >¢) = 0 quand X, =+ X, onadonc

~

limp—oodp(Xp, X) =0

Théoreme 2.4.2
) P ) } } .
Soit X,, — «., si f une fonction continue au point o

alors : f(X) converge en probabilité vers «
Théoreme 2.4.3 (L’inégalité de Markov)
Soit X une variable aléatoire positive admettant un espérance.

Va>0 , P(X >a)< LE(X)
«Q

preuve 2.4.1
Ve >0

— Cas v.a discrete

dp(X,, X)

3

X[, DI x,-x)>]

E(X)= Y KkP(X=k) > kP(X =k)
)

kEX(Q k>a

>a) P(X =k)=aP(a)+P(a+1)+P(a+2)+

k>a

Donc

éE(X) > P(X > a)
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2.4. CONVERGENCE EN PROBABILITE

— Cas v.a continue

]E(X):/+ooxf(x)d$:/ioxf(x)dx+/0+ooxf(a:)dx

o0 —

on sait que X est positive  alors

E(X) = [) «f(x)ds + f;oo xf (z)dx > f;oo xf(z)dz
> a [ f(x)dr = aP(X > a)

Donc

éE(X) > P(X > a)

Théoreme 2.4.4 (L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire, Yo > 0

P(|X — E(X)| > a) < —Var(X)

a2
preuve 2.4.2
D’aprés I’inégalité de Markov :
E(X
Va>0 , P(X >a) < (X)
Q@
On pose
Y =[X —EX))?
D’ou E(Y
Va > 0, ]P’(Y>a)§—)
«
Alors E(1X — E(X)?
Va >0, P(X —E(X)?>a) < (X = E(XOF)
«
On sait que
Var(X) = E([X — E(X)])
Alors Var(X
B(X ~ E(X)| > va) < L)
Donc
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2.4. CONVERGENCE EN PROBABILITE

2.4.1 Comment on peut montrer une convergence en probabilité ?

On peut montrer une convergence en probabilité par une des méthodes suivantes :

1.
2.

Vérifié si est une conséquence de la loi des grands nombres

Par I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
Si E(X,,) existe et constante (égale am) , etsi V(X)) existe et tend vers 0. Alors

[R— P
on montre que X,, — m

. Essayer de montrer par ’inégalité de Markov :

. . ~ P
Si E(X,,) existe et converge vers m € R. Alors on montre que X,, — m

On calcule P(| X, — X| > ¢) puis sa limite.
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CHAPITRE 3

LA RELATION ENTRE LA
CONVERGENCE EN PROBABILITE ET
LES AUTRES MODES DE
CONVERGENCE

3.1 Laconvergence presque siire et la convergence en pro-
babilité

Proposition 3.1.1
Si(X,,), une suite de variables aléatoires définies sur I’espace de probabilité (2, F,P)

converge presque siirement vers X implique que (X,,),, converge en probabilité vers X

preuve 3.1.1

Ona Vnel; X, £>X:>]P’{w €Q, l—Z>T Xp(w)=Xw)} =1
Soitz > 0 1g |Xo(w) = X(w)| > ¢ alors P(|Xn(w) = X(w)| > ¢) < 1
Va>0 tq P(|X,(w) — X(w)] >¢) >1—«

Donc  lim, o P(|Xp(w) — X(w)| >¢) =0

Alors X, = X

Remarque 3.1.1

La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque siire.
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3.2. LA CONVERGENCE EN MOYENNE ET LA CONVERGENCE EN
PROBABILITE

Démonstration 3 (contre-exemple)

Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires de loi de Bernoulli 3(1/n)
Ona 0<e<l alrs P(X,|>¢)=P(|X,|=1)=1/n

Donc  lim, . P(|X,]) =0 = X, converge en probabilité vers 0.
D’autre part Ve >0, Y0 P(1X,| > €) = > i () = 00
Donc X,, ne converge pas presque sirement vers 0 .

3.2 La convergence en moyenne et la convergence en pro-
babilité

Proposition 3.2.1
Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires définies sur I’espace de probabilité (2, F, P)

qui converge en moyenne d’ordre r vers X alors (X,,), converge en probabilité vers X

preuve 3.2.1

X,—> X en moyenne d’ordre r

Par ’inégalité de Markov, on a :

P(|X, - X|>¢) < siE(|Xn — X"

Alors  lim, . .E(|X,, — X|") =0

Donc lim, . .P(|X, — X|>¢)=0 = X, Ix

Remarque 3.2.1

La convergence en probabilité n’implique pas la convergence en moyenne d’ordre r

3.3 Laconvergence en loi et la convergence en probabilité

Proposition 3.3.1
Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires définies sur I’espace de probabilité (2, F, P)

qui converge en probabilité p vers X alors (X,,), converge en loi vers X

preuve 3.3.1

Ona X, 25 X

On prend [ une fonction continue bornée

Alors £(X,) = F(X) = limnseoP([F(X,) — F(X)| >e) =0
Par ’inégalité de Markov, ona :

P(|f(Xa) — F(X)] > 2) < LE(If(X.) = F(X)])

linnn o B(|f (Xn]) = f(X)]) = 0 = limn o B([f(Xn) = E(f(X))
Donc X, X

Remarque 3.3.1

La réciproque de cette proposition est fausse.
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3.3. LA CONVERGENCE EN LOI ET LA CONVERGENCE EN
PROBABILITE

Démonstration 4 (contre-exemple)

On considére X une variables aléatoires de loi de Bernoulli B(1/2)

Soit (X,,), une suite de variables aléatoirestq X, =1— X

Alors P(X=0)=P(X=1)=1/2

VnelN, P(X,=1)=P(X=0)=1/2 e P(X,=0)=P(X =1)=1/2Donc
X,—B(1/2) = X, 5 X.

Par contre lim, . .P(|X, — X|>¢)#0 = X, LoX.

Convergence en
moyenne d'ordre r

Convergnce Convergence
présque sure en probabilité

convergence
en loi

FIGURE 3.1 — Les relations entre les modes de convergence
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CHAPITRE 4

APPLICATION SUR LA LOI BINOMIALE

4.1 Loi faible des grands nombres(LGN)

Théoreme 4.1.1
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes , tq : tous les variables

ont la méme espérance m et la méme variance o>.
VneIN*, ona
n
— 1
X, =- E Xk
n
k=1

Alors X, Lim

preuve 4.1.1
Posons

1<

Xo=-Y_ X;

=
Alors on :
— 1 &
E(X,) =— Y E(X;) =E(Xy)
[y

Et:

1 < 1 1
Var(X,) = 3 ZV@T(Xk) = EVC”“(Xk) = 502
k=1

De I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev on a :

0.2

* ~ ~ 1 ~
Va > 0,¥n € N P(X, —E(X,)| > a) < Var(X,) = ——
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4.2. LA LOI BINOMIALE

On observe que

I
o

limn — 00—
no

Alors

B(X, — E(X,)| > a) = 0

Donc
X, — E(X,)
Théoreme 4.1.2 (La loi des grands nombres des fréquences)
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de méme pa-
rametre p .

Alorsona:

4.2 La loi binomiale

Définition 4.2.1
La loi binomiale (Décrite pour la premiere fois par Isaac Newton en 1676 et démontrée
pour la premiére fois par le mathématicien suisse Jacob Bernoulli en 1713),de paramétres
n et p, est une loi de probabilité du nombre de succés lors de n essais indépendants d’une
méme expérience.
On la note : X =~ B(n, p)
Cette loi est donnée par [’expression :

P(X =) = Cyp*q" ™ tq:q=1-p
Remarque 4.2.1
La loi Binomiale s’applique sur une variable de Bernoulli sur laquelle on réalise n
épreuves.
La loi de Bernoulli est utilisée lorsque la variable observée ne peut prendre que 2 résultats
possibles .
Exemple : 4.2.1
On lance piece de monnaie 4 fois de suites .
P(X = pile) =P(X = face) = 1/2.

La loi Binomiale correspondante est :

X ~ B(n,p) =~ B(4,1/2)

Le ’succes’ de cette expérience est d’obtenir 'face’ a une épreuve, donc nous avons 5 cas

possibles :
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4.2. LA LOI BINOMIALE

X =0) | nous avons aucun ’face’
X =1) nous avons 1 *face’
X =2) nous avons 2 'face’
X =3)
X =4)

nous avons 3 ’face’
nous avons 4 ’face’

TABLE 4.1 — Les cas possibles de l’exempl

pour X=3 nous avons :

P(X = 3" face”) = Cip’q* > = m(1/2)3(1/2)1 =1/32

4.2.1 Les parametres caractéristiques de loi binomiale :
I’espérance

E(X)=mnp

La variance

Var(X) = np(1 - p)

Démonstration 5

Soit (X1, Xs....., X,,) une échantillon de taille n de la loi de Bernoulli de paramétre p ,
on sait que :
E(X;)=p et Var(X;)=p(l—p)

. La variable aléatoire S = X1 + Xs..... + X,, suit la loi Binomiale de paramétres n et p.

Donc, ona:

Soit (X1, Xs....., X,,) une échantillon de taille n de variables aléatoires indépendantes
suivant méme loi .
Alors :
E(S,) =E(X1) + E(X3) + ..... +E(X,)
=p+p+..p=np
Var(S,) = Var(X)+ Var(X) + ... + Var(X,)
=p(l—p)+p(l —p)+...+p(l—p)=np(l—p)
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4.3. LA CONVERGENCE EN PROBABILITE

4.3 La convergence en probabilité

Application 1 (La convergence en probabilité de la loi Binomiale)
Soit (X1, Xs....., X,,) une échantillon de taille n de la loi de Bernoulli de paramétre p
({Xn}n>1 = B(p))...Alors E(Xy) =p et Var(Xy) =p(l—p) tqg k={1,2,...n}

On pose S,, une suite des variables aléatoires suivent la loi Binomiale de paramétres n et

p
{S.} = B(n,p)) tg Sp=Xi+Xo+ ...+ X,

Alors
E(S,) =np et Var(S,) =np(l —p)
On sait que
— X1+ XoH .+ X, 1 S,
S e = — = —
" n n ZXk n
k=1
d’on
_ 1 & 1 &
E(S,) = E(g ;Xk) = ;E(Xk) =p

On utilise ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev , On a :
P([S, —E(S,)| > a) = P(|S, — p| > a) = P(|S, — np| > na)
= P(|Sn - E(Sn)| 2 nOé) S n2_la2v(sn)

Ona

1 V(s,) = np(l—p) p(l—p)

= — 0
n2a? no?

n—oo
Donc
S, —25 np = E(S,)

. Alors S, converge en probabilité vers E(S,,)

40



4.4. SIMULATION

4.4 Simulation

4.4.1 La convergence des v.a sous logiciel R

Remarques 4.4.1
— Pour appliquer la notion de la convergence des variables aléatoires en logiciel R

et la vérifier , il est nécessaire d’avoir le package '' convergenceconcepts "'

— La commande "' check.convergence '' nous permet d’étudier les modes de conver-
gence sur des données simulées : en probabilité, presque siirement, en r-ieme moyenne

et en loi.

— Pour maipuler la loi Binomiale , on utilise les fonctions suivants :

dbinom(x,size,probabilité) | Calculer les coefficients de la loi aux valeurs dans x

pbinom(p,size,probabilité) | Calculer la fonction de répartition aux valeur dans p

gbinom(q,size,probabilité) | Calculer les quantiles de la loi dont les ordres dans q

rbinom(n,size,probabilité) Simuler un n échantillon de v.a

Pour vérifier la convergence des variables alé€atoires avec le logiciel R, on utilise le code

suivant :

check.convergence(nmax,M,genXn,mode) ‘

La signification des commandes utilisées :

nmax nombre de points dans chaque échantillonnage

M nombre d’échantillons a générer
genXn fonction qui génere les valeurs Xn — X ou Xn dans le cas de la convergence en loi
mode | une chaine de caracteres précisant le mode de convergence a étudier : "p", "as", "r" ou "L".

TABLE 4.2 — Les commandes de la convergence avec logiciel R

Remarque 4.4.1
les modes de convergence a étudier :
"p" la convergence en probabilité .
— "as"” la convergence presque siire .
—"r" la convergence en moyenne d’ordre r.
— "L" la convergence en loi .
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4.4. SIMULATION

Exemple : 4.4.1
[la convergence en probabilité de la loi Binomiale] Soit { X1, Xa, ....., X40} une suite

de variables aléatoires suit la loi Binomiale avec une probabilité p = 0.3

— Pour vérifier la convergence en probabilité vers E(X) de cette suite par le pro-

gramme R, on utilise le code suivant :

n=40 #la taille d’échantillon

p=0.3 #le prametres p

X=0:n

d=dbinom (X, n,p) #P(X=1,2....,40)

plot (d,type = "1", 1lwd=2,col="red",xlab = "X",
ylab="P (X)",main = "la probabilité de v.a")

#tracer la courbe de la fonction P (X)

la probabilité de v.a

008
|

0.06
|

002
|

T T T T T
0 10 20 30 40

X

FIGURE 4.1 — La probabilité de v.a de I’exemple m
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4.4. SIMULATION

n=40
p=0.3
X=0:n
N=100
y=rbinom (N, n,p) #simuler un échantillon de la
#taille 100 avec cette loi
E=mean (rbinom (N, n,p)) #calculer 1l’espérance de
#1’échantillon a simuler
lim=(y—E) #calculer X-E (X)
abline (h=0, col="blue") #tracer une droite
#horizontal y=0
plot (lim,type = "1", lwd=2,xlab="N",ylab="|X-E(X) |",
col="red")
#tracer la courbe de la fonction (X-E (X))

z=dbinom (abs (lim), N, p) #calculer P (|X-E(X)|)

|X-E(X)
-2 0
|
———
i
— ]
-

-5
|

0 20 40 60 80 100

FIGURE 4.2 - X — E(X)
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> Z
[1]0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000

[69] 000000000000

FIGURE 4.3 —-P(|X — E(X)|)

On remarque que la différence X — E(X) est proche de la valeur nulle et
P|X — E(X)| tend vers 0.

Donc on peut dire par définition que X,, converge en probabilité vers E(X)

— Ou bien on utilise la commande "check.convergence"”

library (ConvergenceConcepts)

n=40

p=0.3

N=100

k<-rbinom (N, n, p) #simuler N échantillon de loi
#Binomiale de parametres n et p

G<—-function (n) cummax (k-mean(k)) #calculer la

#limite de Xn-E (Xn)
A<-check.convergence (nmax=100,M=500, genXn=G,

mode="p")

Only 10sample paths are plotted among which 10 go off [-=;+] Criterion value for convergence in probability.
¥ o—Xa in the bar at position n=1 (in red). We have an=5001 500=1(based on all the M= 500 sample paths).
e
o
@«
~ i)
- o
P~ ] £
s} <m ©
- 2 a |
[
5 1 53
- =0
© o
— o
te 5 o |
! I I I I I I I T I o T I I I T T I I T
n.= 1 12 23 34 45 56 67 78 89 =nz n,= 1 12 23 34 45 56 67 78 89 =n;
e=0.05
Bar at position n=1 n=1
1 1 -
Mode of convergence: Probability Almost Sure
Move bar: _U <= nmax Slidewindow: ﬂ 2 ty
Zoom infoutfrom 1 <=nl= |1 ton2 = 100 <= nmax = 100

FIGURE 4.4 — Visualisation de la convergence en probabilité

44



CONCLUSION

Dans ce travail , nous avons étudier la convergence en probabilité des moyennes
arithmétiques dans le cas des données indépendantes identiquement distribuées , avec
une application sur la loi Binomiale . Cette étude nous permet d’interpréter la probabilité
comme une fréquence de réalisation , justifiant ainsi le principe des sondages et présente
I’espérance comme une moyenne . Plus formellement ,elle signifie que la moyenne em-
pirique d "un échantillon converge vers I’espérance lorsque la taille de 1’échantillon tend
vers I’infini.

Dans la continuité de ce travail , cette recherche ouvre la voie a étudier la convergence en

loi des suites des variables i.1.d.
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