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PRINCIPALES NOTATIONS
UTILISEES

Nous avons jugé utile de consigner ici quelques symboles couramment utilisés.

» R :Un espace Euclidien de dimension N, (n > 5).

» la lettre 2 désigne toujours un ouvert de R".

» Q) : fermeture de ( (i.e. le plus petit fermé de R" contenant 2 ).

» 0O : la frontiere de 2 (soit ici Q\§2).

» n = (n;)<, : vecteur unitaire de la normale extérieure a Q.

» [' =09, I"lebord de (2.

» B Signale la fin d'un passage formant une suite logique (preuve).

» Vu= <8—“ . 8—”) est le gradient de la fonction u : RV — R.

Oz’ ) O N

n ou;
=1 6:1}1' '

» divu: ladivergence d'un vecteur uest divu =)

» Au est le laplacien de la fonction u : RY — R, c-a-d: Au= S, % = div(Vu).
2n

n—4
> qconjugédeHélderdep,q:’%,p>1etq:oosip:1

» 2°’exposant critique de Sobolev tel que : 2¢ =

» — pour signifier l'injection.

» p.p est 'abrégé de presque partout.

Principaux espaces fonctionnels utilisés

» D(Q2) espaces des fonctions indéfiniment dérivables sur €2, a support compact

dans .
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> L*(Q) = {u:Q— R, f mesurable et [, |u(z)|*dz < o} .
> LP(Q) = {u:Q— R, f mesurable et [, |u(z)Pdz < o} .
> L2(Q) = {u:Q— R;3c > 0;|u(z)| < cppsur Q}.

> HY(Q) = {u € L2(Q), (Vu € [2(Q)} .

> HY(Q) = {u e H'(Q),3(un), oy C D) : [fun — ullyn —s 0}

» L'espace H} peut étre défini comme suit :

H}(Q)={ue HY(Q) : u=0 sur 9Q}.

> H?*(Q) = {u € L*(Q)telque : g—;, afg;j € L*(Q),1<4,5< n}

> Whr(Q) = {u € LP(Q),3gi(i = 1,...,n) tel que [, Ug—i == [qip, Vp€ D(Q)} :




Introduction Générale

"The unified character of mathematics lies
in its very nature; indeed, mathematics

is the foundation of all exact

natural sciences.."

David Hilbert (1862-1943).

1 Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles font partie importante des modéles mathéma-
tiques pour interpréter les phénomenes physique, biologiques et statistique, par exemple,
dans1’étude des fluides non Newtoniens et dans les phénomenes de couche limite pour
des fluides visqueux ... .

Les équations aux dérivées partielles est aujourd’hui 1'un des thémes importants de la
compréhension scientifique et sont d"une grande utilité dans la modélisation pour des
nombreux problemes de la physique mathématique comme la théorie d’élasticité non
linéaire, la diffusion de la chaleur,- - -. Parmi ce genre de problemes, on trouve les pro-
blemes de type Kirchhoff, qui se connaissent par la présence du terme :M ( [, [Vu|?) Au,avec
M une fonction numérique donnée.

Pour résoudre ce genre de problémes il'ya généralement plusieurs méthodes ont été
proposées pour 1'étude de I'existence d"une solution positive :

®» Les méthodes numériques (la méthode des élements finis, la méthode des diffé-
rences finis).

» Les méthodes topologiques (degré topologique, point fixe, transversalité topolo-
gique).

»es méthodes variationnelles (methodes de Ritz et Galerkin, methode de Petrov-
Galerkin, la Théorie des Points Critiques).

» [a théorie du genre combinée avec les méthodes variationnelles, semi groupe.
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Dans ce cadre, on va étudier dans ce mémoire 1'existence d"une solution positive de
certaines types de problémes elliptiques non linéaires contenant 1’opérateur le bilapla-
cien de type Kirchhoff A%u— M ( [, [Vu|*dz) - Au avec des secondes membres différents
et des conditions aux limites de Navier-Stokes.

Historiquement, des développements importants ont été réalisés concernant 1’exis-
tence de solutions de problemes elliptiques biharmoniques critiques. On rappelons
brievement quelques-uns.

Dans [SL] , en utilisant les méthodes de sous et sur solution et les méthodes itéra-
tives monotones. Wang a prouvé 'existence d"une solution non triviale du probleme

elliptique du quatrieme ordre :

A?u+ a(z)Au+ c(z)u = f(z,u,Vu,Au) dans,
Au=u=0 sur 0€).

ou 2 est un domaine borné régulier de R".

Le probleme est dit non local a cause de la présence de l'intégrale sur tout le
domaine €2, ce qui implique que 1'équation en n’est pas une identité ponctuelle.
L'équation originale de Kirchhoff & une dimension a été introduite par Kirchhoff lui-
méme [KI] en 1883. Son modéle prend en compte les changements de longueur des
cordes produites par des vibrations transversales. Ce probléeme est lié a 'analogue

stationnaire de 1’équation d’évolution de type Kirchhoff :

u + A%u— X (a [, [Vul?dz +b) Au= h(z,u) dansQ x (0,7)
u=0 sur 9Q x (0,7) (P2)
'U/(.%, O) = 'U(l'), ut(x7 O) = w(:c)

ou T est une constante positive, v et w sont des fonctions données.

Les dimensions un et deux sont pertinentes du point de vue de la physique et de l'in-
génierie parce que dans ces situations, le modéle est considéré comme une bonne ap-
proximation pour décrire les vibrations non linéaires de poutres ou de plaques.

Les problémes non locaux découlent non seulement des domaines mathématiques et

physiques, mais également de plusieurs autres branchesn, aussi ils apparaissent dans

@. Les lettres entre les deux accolades dans l'introduction renvoient a bibliographie a la fin de ce

mémoire.




les systemes biologiques, u décrit un processus dépendant de la moyenne de lui-méme
en tant que densité de population. Leur étude théorique a attiré beaucoup d’intérét de
la part des mathématiciens depuis longtemps et de nombreux travaux ont été réalisés.
Nous citons notamment le célebre article de Lions [JL]. Cependant, dans la plupart des
articles, I'approche utilisée repose sur les méthodes topologiques.

De plus, au cours des deux derniéres décennies, I’équation non locale du quatriéme

ordre :
A’u— M ([, |Vul]?dz) - Au = f(z,u) dansQ,

Au=u=0 sur 0f).

(Ps)

a également été étudiée par de nombreux auteurs, dans de nombreux domaines comme
les systemes micro-electro-mécaniques, diffusion surfacique sur solides, théorie des
couches minces. Nous référons le lecteur a [[AS],[CT],[MKI,[JP],[KI],[VK]-[KP]]. En
particulier, dans [MY]. Wang a étudié 1’'équation du quatrieme ordre de type Kirch-

hoff suivante :

A?u— M ([, |Vul*dz) - Au= f(z,u) dansQ,
Au=u=0 in 012,

(Ps)

ol A est un parametre positif, les auteurs ont montré qu'il existe \* telle que I'équation
elliptique du quatriéme ordre a une solution non triviale pour 0 < A < \*,

En utilisant les techniques itératives de théoreme du col et la méthode de troncature.
Massar et Al. [MT] utilise une version lisse du principe variationnel de Ricceri. [RC],
les auteurs ont assuré 1’existence d"une infinité de solutions pour des problemes ellip-
tiques de type Kirchhoff du quatrieme ordre.

Dans [FS], en utilisent des méthodes variationnelles et la théorie des points critiques,
les auteurs établissent la multiplicité des résultats de solutions non triviales et non
négatives pour un quatriéme ordre probleme elliptique de type Kirchhoff, en combi-
nant une condition algébrique sur le terme non linéaire avec la condition classique
d’Ambrosetti-Rabinowitz.

Apres cela, de nombreux auteurs ont étudié le probleme suivant elliptique non local

avec condition au bord
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—M ([, |Vul?dz) - Au= f(z,u) dansQ,
u=>0 sur 0f).

(Ps)

Des problemes comme [P;| peuvent étre utilisés pour modéliser plusieurs systéemes
ol u décrit un processus qui dépend de la moyenne de lui-méme, comme la densité de
population, voir [CT].
Motivés par ces travaux dans [GA], pour étudier le probleme , nous combinons le
terme dominant de bi-Laplacien avec le coefficient de Kirchhoff.
2 Présentation
Notre travail dans ce mémoire consiste a I’étude d'une classe des problemes elliptique
d’ordre quatre du type Kirchhoff associés a I'opérateur le bi-laplacien dans un domaine
borné régulier de R™ (n > 5).

La forme générale de notre probléme est :
A*u— M (/ |Vu|2dx) -Au = f(z,u) inQ,
Q
soumises aux conditions suivantes :
Au = u = 0 sur 0f2.

On s’intéresse a I'existence et 'unicité d"une solution positive. En ce qui conserne l'exis-
tence et la positivité nous utilison une méthode basée sur la théorie des points critique.
Cette méthode a été initiée par (Otared Kavian). La majorité des travaux traités par
cette méthode, basée sur la recherche des points critique de la fonction d’énergie asso-
ciée au probleme. Et pour obtenir l'unicité de solution en utilisant une technique basée
sur I"absurdre qui a permis d’arriver a I'unicité de solution.

La rédaction de ce mémoire est structurée comme suit :

Chapitre I : intitulé "Résultat d’existance et d"unicité pour un probléeme biharmonic
de type Kirchhoff"

On s’intéresse a 1'étude de l'existence et 1'unicité du probleme elliptique non linéaire

de type Kirchhoff suivant :

A%y — (a [, |[Vul]?dz + b) Au+ cu = f(2)u|™" — MulP2u  dans €,
Au=u=0 sur 0f2.

(7))\1)
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Le chapitre I se divise en quatre sections.

Dans la premiere section, nous donnons la position de notre probleme, la seconde et
la troisiéme section nous présenterons quelques résultats techniques utiles pour la dé-
monstrations de notre théoreme fondamnetal qui sera prouvé dans la derniere section.
Chapitre II : intitulé "Problémes elliptique non linéaire avec des conditions de Navier-
Stokes"

Dans le deuxieme chapitre nous étudions un autre probléeme différent de précédent
probléme. Ce probleme est une généralisation au premier probléme, le nouveau pro-

bléme est le suivant.

(a fo, |Aul?dz + )" A% = f(2)|u] — Ajul~2u  dans ©,
Au=u=0 sur 0f).

(P)\Q)

Remarque :

Sans perte de généralié si on prend 6 = 2, on revient au premier probleme.

Ce chapitre se divise en quatre parties.

La premiére section nous posons notre probléme et nous établissons le cadre fonc-
tionnel de ce probleme, et la deuxieme et troisiéme section nous prouvons quelques
résultats et lemmes techniques qui seront utiles dans la preuve de résultat principal, et
nous terminons ce chapitre par la démonstration du fameux théoreme.

L’approche utilisée pour 1'étude de I’existence et 1'unicité de la solution positive de
et st variationnelle, elle est basée sur la minimisation des fonctionnelles associées
aux problemes.

Chapitre III : intitulé "Annexe"

Cet annexe est achevé notre travail, nous rappelons quelques notions de base dans le
cadre d’analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans notre étude aussi nous citons les
principaux théorémes qui nous permettent de trouver nos résultats.

Nous achevons par une conclusion et perspéctives o1 nous présentons deux nou-
veaux problemes.

Préparation de mémoire

On a utiliser les outils suivants pour la réalisation de ce mémoire.

IATEX :pour la production de ce mémoire.

Geogebra : pour réaliser les graphes.

12



CHAPITRE 1

RESULTAT D’EXISTANCE ET D’UNICITE
POUR UN PROBLEME BIHARMONIC DE

TYPE KIRCHHOFF

Sommaire
1.1 Intr 10 11 13
1.2 Résul xiliaires| . . . . ... L o e e e 16
1.3 Quelques lemmes essentielles| . . . ... .............. ... 21
1.4 Théoreme fondamentall . ... ........ ... ... . 0. 28

1.1 Introduction

ans ce travail@ on est intéressé par une classe des problemes elliptiques, qui contient

I'opérateur le bilaplacien est un terme singulier, de type Kirchhoff

A%u— (a [o|VulPdz + b) Au+ cu = f(z)|u|™ — Au[P"?u  dans €,
Au=u=0 sur 0f).

(Px)

ot (2 est un domaine borné régulier de R™ (n > 5), et A? l'opérateur le bilaplacain, et Vu

le gradiantde uet0 < v <1, A >0, 0 < p < 2 et a,b,c, trois constantes positives avec

a+b>0etfe L), avecq = ﬁ, satisfaisant f(x) > 0 presque partout sur z € , et

1 estappelé I'exposant critique de Sobolev pour l'injection H2 < L2 ().

ot _ 2n
= —

®. Ce travail est I'objet de l'article publié a Korean Mathematical Society, par M" K.TAHRI [TY]
@. Gustav Robert Kirchhoff né le 12 mars 1824 a Konigsber et et décédé le 17oct a berlin .
@. Serguei Lvovitch Sobolev 6 octobre 1908 - 3 janvier 1989 est un mathématicien et physicien ato-

mique russe de 1'époque soviétique .
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1.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on donne tout d’abord la position de notre probleme, apres on cite la
fonctionnelle d’énergie et la formulation variationelle correspondent, ensuite on donnera quelques
résultats techniques qui vont nous servir pour démontrer le grand théoreme qui montre 1’exis-

tence et l'unicité de la solution du probleme.

Hypotheéses 1.1.
Pour exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu les hyvotheses dont on va faire I'usage dans ce
P pp p yp 8
chapitre.
2
(H'). 0<y<letO<p<2#:=2,
H?). € L1(Q) avec q := i,et x) > 0 presgue partout sur x € X.
2#+771 P q P
(H3). pour tout x € X :

um&a=1/yauﬁ+qﬂvm2+c¢mﬂ
Q

Définition 1. Soient H*(Q) , HZ () deux espaces de Sobolev , nous définissons la norme dans 'espace

X = H?(Q) N H} Q) par :

M@=AMWHWW+MM

Preuve 1.
Ona:
|lu|? = / |Au|? + b|Vu|? + c|ul*dz.
Q
2 = 1Au]2: 0 + BIVal 22 0 + cllulZz -
|ul|% est une norme, en effet :

N1) Videntité : Yu € X.|ull, =0 < u = 0.

lAulZ. =0, [ [dulze =0, 1)
lul2 = B VullZag =0, =9 bIVullz@ =0, (2)
dlulZe =0 [ clulpo =0 (3)

2) ||Vul]|=0=u=0.

Par I'inégalité de Poincaré ona:
0 < ullgi) < clVullzz@ =0, ¢>0.

Par conséquent :

lullgaoy) =0 u=0.

@. Henri Poincaré : un mathématicien, physicien théoricien et philosophe né le 1854 et mort le 1912.
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1.1. INTRODUCTION

3) |lull 2@ = 0= u=0((car| - ||12(q) est une norme dans L*(52))

D’apres I'équation (2) et (3) on en déduit que I'équation (1) donne
|Aul| =0=u =0,

D’ou :

lu|lx =0=u=0.

N2) 'homogénéité : Vu € K.||Mullx = [Al]lulx-
Il = / AQw)? +b / VOw)? + e / (\u)’da
Q Q Q
:/ |>\|2Au|2+b/ \)\]2|(Vu)]2+c/ A2 [udz.
Q Q Q
% _/ |A(Au)\2+b/ ]V()\u)\z—l—c/()\u)?dx
Q Q Q
— / AP Auf + b / API(Va)P + ¢ / AP Jul2de
Q Q Q

= ])\|2/ |Au]2+b|)\|2/|Vu]2+c|)\\2/u2dx
Q
= [APfluf?.

D’ou :

[Aullx = [All[ullx-

N3) Inégalité triangulaire : Vu,v € X, ||Ju+ v||x < |Jullx + ||v]x-

Hu+v\|§<=/ |A<u+v>|2+b/\v<u+v>2+c/ fu+ vf?da
9] Q Q
= | Au + ) [|720) + IV (u + 0)[172(g) + cllu + vl|72q)-

comme || A(u+ v) ||%2(Q),HV(U +v) H%Q(Q) et||u + UH%Z(Q) sont des normes dans I'espace L*(Q)

alors :
1A +0)172(0) < 1Aull720) + [|A0][720)
IV (w4 0)[172() < IVull7z0) + 1IV0ll 720
lu + |72y < llullZ2i) + 10]172(0)-
Donc

lu+ ol < 1Al + 180120 +b (IVul3eq) + 1901320y ) + ¢ (lulFaqy + Iol3aq )

= llullX + llvll%-
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1.2. RESULTATS AUXILIAIRES

D’ou :

lu+oll% < llullk + llvl%-

< |
lu+vlx < |lullx +lv]x-

Finalement d’apres N1, N2 et N3, ondduitquel|u|| x est une norme dans X.

1.2 Résultats auxiliaires

Dans cette section, on donne deux résultats essentiels qui nous aiderons dans 1’étude du

probleme cité précédemment.

1.2.1 Fonctionnelle d’énergie du probleme (P,)

La Fonctionnelle d’énergie associée au probleme est:

a 2 _
() = gllulk + § (Jo lAulde)” + 2 [ luPde + L5 [ f@)|u]'~"de

Preuve 2. Soit u une fonction test. Nous multiplions chaque membre de la premiere ligne de[Py,| par u
et intégrant ensuit sur (Q,

nous obtenons
A2u-ud:c—/ <a/\Vu|2d:c+b> Au-ud:v—i—/cu-udw
Q Q Q Q (11)
—/f(x)\uf”-udx—/)\|up_2u-ud:1:.
Q Q

I'équation devient :

/AAu-udx—(a/|Vu\2dﬂs+b)/Au-udx+c/u2dx

= / f(@)|ul'~7 dx — / AMulP dz.
Q Q
En appliquant la formule de Green@ dans I'équation on obtient :

— /VAu~Vuda;+ a“.uds+<a/|vu2da:+b>/vu.vudx
Q a0 On Q Q

+ au-uds—l—c/ﬁdxz/f(a:ﬂu]l7d$—/A|u|pdx. (1.3)
Q Q Q

a0 On

®. George Green (1793-1841), physicien britannique, qui travailla sur les applications de I’analyse a

'électricité et au magnétisme
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1.2. RESULTATS AUXILIAIRES

Grdce a la condition au bord (Au = u = 0) I'équation (1.3) devient :
Iu >
VAu-Vudz + n ~uds+ \Vu| dx +b Vu Vudz
Q i) -

/m udS—|—C/qu:L‘:/Qf(l')|u‘1—"/dx_/ﬂ)\|u|pdx‘ (1.4)

En appliquant la formule de Stokes pour le premier terme on obtient :

/Au-Audaz+<a/|Vu\2daz+b)/Vu-Vud:c+c/u2dx
Q Q Q Q
(1.5)
—/f(ac)\u|17daf—/)\]u\pdm.
Q Q

Etablissant maintenant les termes suivants :

O/ (u) —/ | Aul’d. 01, (u) —c/ |u?|dzx.
Q Q

B (u) = a/ |Vu|?dz. OI5(u) = (z)|u|' 7V dx.

Q
OI3(u) = b/ \Vu|?dz.

Q
Pour arriver a la fonctionnelle d’énergie on dérivie 1;(w) pour (i = 1,---,5) au sens de Gateaux-
differentiable

On note le calcul suivant par (¥e¥%) pour que les étapes facile a comprendre,

o I1(u) :/ |Au|?da.
Q

(I (u), u) = lim Il(“”?‘h(“) :2/9\Au|2dx.

t—0

o Ir(u) —a/ |Vu|?dz.
Q

I — I
(o), u) = lim 2000 = W) o / Vul2ds.
t—0 t Q

®. George Gabriel Stokes (1819-1903), 1ler baron, A. Ses principales contributions concernent la mé-

canique des fluides .
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1.2. RESULTATS AUXILIAIRES

o I3(u) :b/Q|Vu]2dm.

I — I
(Is(u),u) = lim 3(uttu) = Is(u) =2b [ |Vul?daz.
t—0 t Q

. Is(u+tu) — Is(u)
(Is(u),u) = lim ==

J s e = [ gl
Q Q

t
. L+t —1
—tin [ poptslut | EE
— [ @l (1 =)
Q
1+et-7-1_

car lim~—————=h(0)=(1—~) avec h(t)=(1+1t)".
t—0 t

o de(u A+ tu) — Tg(u)
(Io(u),u) = lim = P

)\]u—l—tu\pdaﬁ—/)\]uf”dx
Q

= lim
t—0 t »
= lim [ Auf? w
t—0 [¢) t
= [ Aul|f-pdzx.
1 P—1 /
car %gr(l)(—i_? =h (0)=p avec h(t)=(1+1t)".

Ce calcul a été effectué lorsqu’on va remplacer dans I'equation [I.5on divise chaque terme dans la relation

(¥¥) par le coefficient qui lui correspond, pour obtenir I'equation suivant

1 2
= /(Au)de—l—a (/ |Vu|2d:1:> +b/ |Vu)? da:+c/ u? dx
2 \Ja 2 \Ja Q Q

1 - A/
= — z)|u dr — — ul? dz.
= [ @ =
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Finalement on obtient la fonctionnelle d’énergie recherchée

1 ) a</ ) )2 1 / . )\/
— | ||ull5% + = Vul|* dx = — z)|u|" "V dx — = ul? dzx.
2(\ B+ g ([ 19 = [ sl > [

1.2.2 Formulation variationnelle du probléeme (P,)

Définition 2. Soit u € X est une solution faible de[Py,|si Vv € X.

La Formulation variationnelle associée au probleme est:

/(Au-Av—i—c‘u-v) dw+<a/\Vu|2da:+b)/Vu-Vvda;
Q Q Q
:/f(x)|u|_7~vda:—)\/|u\p_2-u-vdx.
Q Q

Preuve 3. On multiplie chaque membre de la premiere équation de[Py,|par v (une fonction test) et puis

en intégrant sur , il vient :

/AQu-vdm—/ (a/Vu|2dx+b> Au-vd;r—l—/cu-vdx
Q Q Q Q

(1.6)
— / f@)|ul™7 - vdx — / )\]u\p_Qu -vdz.
Q Q

I'équation devient :

/AAu-vdx—<a/\Vu|2dx+b>/Au-vdx—i—c/u-vdx
Q Q Q Q

(1.7)
:/f(a:)|u_7-vdx—/)\|u]p_2'u'vdx.
Q Q

En appliquant la formule de Green dans I'équation on obtient :

—/VAU-Vvdx—I—/ 8u-vd5+(a/|Vu|2da:+b>/Vu'Vvda:+
Q a0 On Q Q

/ 8u-vds—i—c/u-vdx:/f(;v)|u]_7-vdx—/)\|u|p_2'u-vdac. (1.8)
oq On Q Q Q
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Grice a la condition au bord (Au = u = 0) I'équation devient :

—/VAu-Vvdx+/ au-vds%—(a/|Vu|2dx+b>/Vu-Vvd:E+
Q oq On Q Q
0

/ au-vds—i—c/u'vdx:/f(m)\ﬂ7'vdx—/)\u|p2‘u-vda:. (1.9)
o0 On Q Q Q
0

En appliquant la formule de Stokes pour le premier terme on arrive a :

/Au-Avd:c—i—(a/Vu|2dz+b>/Vu-Vvdx+c/u-vd:c
:/f(:):)|u]_7-vdx—//\|u]p_2-u-vdx.
Q Q

Apres une simplification on aura :

/(Au-AU+c-u~v) dx—i—(a/\VuFdx—i—b)/Vu-Vvdx
Q Q Q

(1.11)
= / f@)|u]™7 - vdx — )\/ u[P~2 - u-vdx.
Q Q
On introduit une forme bilinéaire a(.,.) telle que
a(u,v) = / (Au-Av+c-u-v)de+ <a/ \Vu|2dx+b> / Vu - Voudz.
Q Q Q
et une forme linéaire L(v) telle que
L(v) = / f(@)|u|™7 - vdx — )\/ |ulP=2 - u - vde.
Q Q
On a donc obtenu le résultat suivant :
Si u est une solution de[Py,} alors u doit aussi satisfaire les conditions suivantes :
a(u,v) = L(v) dans Q,
(Pr)
Au=u=0 sur OS2.

On dit que[Pglest la formulation variationnelle de
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1.3 Quelques lemmes essentielles

Dans cette section, on cite quelques résultats techniques qu’on va utiliser dans la démons-
tration de notre théoreme.
Avant d’entamer cette section on a l'injection suivante X — L2#(Q) est compact pour tout
1<p<27.
Fortement sollicitées et surtout incontournables dans 1’étude variationnelle, cet injection avan-
tageuse vont prendre part dans notre travail, dans le cadre de cette section, on se limite au
résultat d’injection ci-dessus. Pour plus de détail sur les injections de Sobolev, on pourra se
reporter a un ouvrage de référence sur le sujet, par exemple [[Bre], Chapitre IX, et I'annexe].
Lemme 1.1. La fonctionnelle d’énergie J) est coercive et bornée inférieurement dans X.

i) Jyestcoerciveie: lim  Jy(u) = +oo.

llullx —+o0

ii) Jy est bornée inférieurement i.e : Yu € X, 3c > 0 tel que Jy(u) > c.

Preuve 4.
i) Pour la coercivité, montre que:  lim  Jy(u) = 4o0.
U] x =400
ona:

1 a DY 1 _
i) = S+ ([ 18upa) 42 [ jupae+ o [ e

puisque 0 < v < 1, X\ > 0, et en utilisant I'inégalité de Hb'lderavec f=Ff)etg=|ul*",

E+;—?p:f?q:ﬁﬂj

o#

‘ [ 1@z

2# ;‘;_1 o 1277#7
< ( / f<x>|2#+v—1) x ( / |u|<1‘”>1—w>
Q Q (1.12)
oF#

. 1—v —
= Fllzagy < llull 4 o) avee 1= 1y 1

Deplusona:
H2(Q) — L¥(Q), et X — H%(Q).
Donc X — LQ#(Q), s’il existe A > 0 telle que Vu € X :

1— 1-
Jul}3 g < (L= DAl

@. Otto Holder : matématicien allemand, né le 22 décembre 1859 a Stuttgart, mort le 29 aotit 1937 a

Leipzig.
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1.3. QUELQUES LEMMES ESSENTIELLES

D’ou :

1 a D 1
Ju:u2+</ Vu%lx) —}—/ a:upd$+/ ) |u|t
=5 lule+5 ([ 190 = | @+ = | f@
1 a 2 _
i) = glulf+ ([ 1vuPae) - aJul§.
Q
car (2 le plus haut degré que (1 — ~)).
Par passage a la limite :

im ul%

m =l = AMull T = 1
gl = Al =

li
[lull x —+

= 4-00.

Finalement

lim  Jy(u) = +oo.
[[ull x —+o0

D’ou la coercivité de Jy(u).

i) Montrons maintenant que Jy(u) est borné inférieurement dans X il y a deux cas :
o1 cas: Si|lullx >1et0<y<1.
Ona:

1 -
Ia(u) > QIIUI& = AMullx™

T - 1- 1-
> gllulx ™ = Allully ™ car lullk = flullx ™

1 1
—(5-) Il

027" cas : Si |[ullx <let0 <y <1
Ona:

lullx < 1
Y <17 =1
—Allulx 7 > -A

Ia(w) = Al > A

Jx(u) = —A.
Donc Jy est bornée inférieurement.
Finalement on obtient le résultat de ce lemme (1.1). [ |
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Lemme 1.2. La fonctionnelle d’énergie Jy admet un minimum my dans X avec my < 0.
Preuve 5. D’apres le lemme(I.1) Jy est coercive et bornée inférieurement dans X, alors

my = ulg( Ix(u).

puisque 0 < v < Llet f(z) > 0, par tout x € Q, ona J\(tp) < 0 et pour tout p # 0,
et t > 0 trés petit

1 a 2 A
Intp) = Sltpl% + & ( / |Atp|2da:) +2 [ ol
2 4 \Ja pJa
1 [ f@ltpl .
Il vient :

2, att 5\ A
Rtte) = Sl + 45 ( [ 1o dx) 2 [ o
Q P Ja

1 1—
+ = [ @it e

En remarquant que (le dernier terme est négative et les degrés des trois premiers termes est supérieure
que le degré du dernier terme ) i.e. le dernier terme est supérieure que les autres termes.
Si on tendre t vers 0, le terme négative donne la contribution principale.

Finalement on obtient :

J,\(i,O) < 0.

= inf .
my = inf Jr(u) <0

Ce qui termine la démonstration du lemme (1.2 [

(Voir la Figurd2. 1| pour la construction géométrique )
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J(U)

05

FIGURE 1.1 — Graphe de J,(u).

25

24



1.3. QUELQUES LEMMES ESSENTIELLES

Définition 3. (Suite minimisante)
Une suite minimisante pour une fonctionnelle Jy : X — R est une suite (uy),, telle que Jy (u,) —

inf Jy quand n — oo.

L’existence d"une suite minimisante est assurée en particulier quand J) est coercive

et borné inferierement .

Un outil essentiel dans le calcul de la variation est la compacité des suites minimi-

santes.

Lemme 1.3. Sous les hypotheses (H'),(H?) et (H?) la fonctionnelle Jy atteint son minimum global
dans X, au point u* € X avec,

my = Jy(u*) < 0.

Preuve 6. Pour prouver que I'infimum global my est atteint considérons une suite minimisante
D’apreés le lemme J est coercive et borné inférieurement dansX, on conclut qu'il existe une suite

minimisante (U, )m dans X telle que :

In(Up) —> my = in)f{ Ji(u), quand m — +oo.
ue

D’apres le lemme la suite () m est bornée dans X.
Pour suivre la preuve, montrons dans un premier temps que (uy,),, est bornée dans X.

En effet : supposons par I'absurde que (u,y,),, n'est pas bornée, c’est-a-dire :
|um| — 400, pour m — +oo.

Puisque J) est coercive on a :

lim  Jy (um) = +o0.

luml|—+o0

On obtient une contradiction avec (uyy,),, une suite minimisante, alors (u,,),, est bornée dans X .
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1.3. QUELQUES LEMMES ESSENTIELLES

Comme X est reflexif alors on peut extraire une sous-suite noté (wuy, ), qui converge faiblement vers un
pointu* € X .
Sachant que l'injection de Sobolev X — L () est compact pour tout 1 < p < 2% alors toutes suites
converge faiblement on peut donc extraire une sous-suite (toujours notée (un,)m) converge fortement
vers un point u* € L2 (Q).
D’autre part on a (um)m converge fortement dans L*” () et comme Q est un domaine borné on en
déduit que (uy,)m converge vers u* presque partout sur ).
D’apres ce qui précede on arrive d :

(1) upy — u* faiblement dans X.

(2) upy, —> u* fortement dans LP(Q2),1 <p < 27 .

(3) um(z) — u*(x) presque partout sur €.
Apreés ces preliminaires, on peut montrer que wy, = u,, — u* converge vers 0 fortement dans X.

En utilisant le théoréme de Vitali on obtient :

m—>+00

ml/fmmﬁﬂm:/ﬂmemx
Q Q
Et en vertu du Lemme de Brézis[®]- Lieb[®l on aura :

[uml 1% — [lwml 5% = l[u*[1% + o(1)

et
/mm%ﬁwz/ummﬁm+/mmmﬁm+qu
Q Q Q

D’oit o(1) est un infinitésimal quand m — +oo.

®. Giuseppe Vitali(1875-1932) était un mathématicien italien qui a travaillé dans diverses branches

de I'analyse, y compris la théorie des mesures.
©. Haim Brezis (1944) est un mathématicien francais, de renommée internationale, spécialisé dans

I'analyse fonctionnelle et les équations aux dérivées partielles.
©. Elliott H. Lieb 1932 est un physicien américain, professeur de mathématiques et physique . Ses

spécialités sont la mécanique statistique, la théorie de la matiére condensée et I'analyse fonctionnelle. .
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On doit ici traiter différemment les deux cas suivants : 0 < p < 2% et p = 27.

ePremiére cas : Pour 0 < p < 2%,
Nous avons
my = mLHEoo I (tm)
L 1 , @ 5o\ A » 1 -
—mLH}rloo [2||Um|‘x+4 </Q|Vum’ dx) +p/Qh(x)|Um| dil?‘i'ﬁ Qf(f'?)fum\ dx
: 1 2 *112 a *12 2 A *|p 1 x| 1—
= Jim s (hwal+ i) + 5 ([ Vi) +2 [ h@herde+ — [ f@pe)

* 1 : 2
my = Jx(u*) + B m1—1>IEOO [[wm |-

D’autre part nous avons :

1
ma = Jy(@) + 5 T ol 2 Ja@) 2 it Ty () = ma,

m—+o00
Par suite,
my = Jy(u¥).
Ce qui implique
o=
eDeuxieme cas : Dans l'autre cas, p = Vi

De méme fagons, nous avons

_ * : 1 2 p
my = Jy(u )—i—ml_l}I_Ii_loo <2meHX + p/ﬂh(m)wm| da:) .

D’autre part on a :
Par suite,

Ce qui donne

lim w,, = 0.
m—-+00

Pour résumer, nous avons montré que my = Jy(u*), pour les deux cas 0 < p < 27 et p= 2#,
Nous en déduisons aisément que

lim ||wn||x =0.
m——+00

Donc, on conclut que I'infimum m est bien atteint.

inf  Jy(up) = Jx(u").

Um EX
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1.4 Théoréme fondamental

Dans cette section, nous étudions 1’existence et 1'unicité de la solution du probléeme va-
riationnel introduit dans la section (1.1) de ce chapitre. Cette étude est résumée dans le

théoréme suivant.

Théoréme 1.1. Sous (H'), (H?)et(H3) . Le problemes (Jy) admet une solution positive et unique. De

plus cette solution est le minimum global.

Avant de démontrer ce théoreme, nous avons besoin d’énoncer quelques propririétés de la

théorie spectrale des opérateurs.

1.5.1 Valeur propre de ’operateur le bilaplacien

Dans cette sous-section on definit la valeur et la fonction propre associées a I'operateur le

bilaplacien.

A%y = \u,
Au=u=0 sur 9.

(Pxy)

Définition 4. Une solution faible du probleme est une fonction non nulle v € X, telle que pour

toutv € X.

/AuAv:/\l/uvda:. (1.13)
Q Q

Existence de la premiére valeur propre

Définition 5. On dit que X est une valeur propre de I'opérateur bilaplacien,si le probléme [Py | admet
une solution faible v € X non-nulle.

La fonction u est appelée fonction propre. On dit aussi que (u, \) est une solution propre de

Si on remplace v par u € X dans on obtient A comme le quotient fonctionnel suivant :

B fﬂ |Au|2d:1:

A= 20
! Jo lul? dz

(1.14)
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Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh

Définition 6. La premiere valeur propre de I'opérateur bilaplacien notée \; est définie par :

Aul?d
M = inf dolAul’dz

. 1.15
wex [ ul?dx (1.15)

et la fonction w associée a cette valeur propre s’appelle premiére fonction propre.
Le résultat d’existence de la premiere valeur propre est donné par le théoreme suivant

Théoreme 1.2. Soit 0 € R™ est un ouvert borné et régulier alors \; définie par existe et stricte-

ment positive, de plus il existe une fonction uw € X\ {0} telle que

Auf2d
A = ing JalAuldr

. 1.16
weX [ |ul?da (1.16)

La fonction u peut étre choisit positive et satisfait 'équation u appelée la premiére fonction

propre.
Pour une étude complete et détaillée, nous renvoyons le lecteur a B. Kawohl ([KP]) et P. Lind-

qvist ([PL]).

0. John William Strutt Rayleigh troisieme baron Rayleigh, plus connu sous son titre lord Rayleigh (12
novembre 1842 a Landford Grove, Essex, Angleterre - 30 juin 1919 a Witham, Essex, Angleterre) était un

physicien anglais. Il est lauréat du prix Nobel de physique de 1904.
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1.4. THEOREME FONDAMENTAL

Apres avoir citer les résultats importants, maintenant on peut donner une démonstration
du famuleux théoreme (1.1).
Preuve de Théoréme 1.1.
Nous utiliserons une approche variationnelle basée sur la Théorie des Points Critique pour
prouver l’existence d"une solution positive et pour 1'unicité on utilise une technique d’analyse
standard basée sur 'absurde.
Nous procédons en deux étapes.
e La Premiere étape : il suffit de prouver que u*est une solution positive du probleme (/) dans
Q.
D’apres le lemme ona:

Ainsi que u,(z) # 0 dans .

Vo € HY(Q),6 >0, ett > 0,t € R, tel que (us + tp) € HY ().

min Jy (u* + tp) = Jy(u* + td)|i=0 = Jr(u¥),Vo € X.

Ce qui implique :

/(AU*AQS + cu*p)dxr + (a/ \Vu*|?dz + b) x /(Vu*qu)da?
Q Q

Q

— / h(@) | P2 pda + !

Q

0< Iy (u* +t¢t) — Jx(u*)

1 <|u*+t¢|r%< - Hu*\&)
2

f(z)
‘u*hqﬁdm.

t

il (o)

1 ) e 7
_7—1/f(x)< t )dx
Q

A [u* + to|P — |u*|P
+ / h(z) ( t )dm.

Q

(1.17)
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1.4. THEOREME FONDAMENTAL

Pour calculer cette limite, on va appliquer le théoreme de la convergence dominée de Le-

besgue et le théoréme de la convergence monotone pour les deux derniers termes.

Concernant le derniér terme On va commencer tous d’abord par la vérification des hypo-
theéses de théoreme de la convergence dominée

On pose :

) = o) (MR,

t

ePour la premiere hypothese :
ft(z) converge vers une fonction f(z) mesurable :

1lére méthode

lim h(x)

t—o00

<|U* =+ téf)’tp - ’u*|p> — h(:c)k;/(()) = h(x) ‘u* |p72 u*
ot — P

avec, k(t) ;

Dou:

fe(x) — f(=).

2éme méthode
On sait que : 1a limite d’une fonction mésurable est une fonction mésurable.

ona:

t
h(z) € LI()) = h(x) est mesurable

fi(@) = h(z) ('“* + ol - IU*IP)

lu* +tolP € HY(Q) = |u* + té|P est mesurable.

Alors le produit de deux fonctions mésurables est mésurable.

®. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941) :est I'un des grands mathématiciens francais Il est reconnu pour

sa théorie d’intégration .
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Par conséquence :

la fonction f;(x) est mésurable , alors sa limite est une fonction mésurable

Dou:

fi(z) — f(z).

ePour I’hypothese de domination :
ona:

lu+tv? = |u+tol? |u —i—té\p_l.

D’apres l'inégalité triangulaire on a :

lu+te| < |ul +[tg] < [u] + [¢].

De plus :

ju+tg] (uw+ o)™ < Jul +|g] (u+ tg)P

lu+tplP = |u+to|lu+td|.lu+td|...... p fois
(lul + |o])-(Jul + |o])-(Jul +[8]) - ... ..
(Jul + |o])P.

A

Finalement on obtient :

u+ 10" < (lul +[o])”

D’autre partona:

0<t<l.

On pose J a telque :

t 1
a<t<l = 1< —<-—
a a

1 1

= - <=

t a

32



1.4. THEOREME FONDAMENTAL

Par ailleur on déduit que :

u+tel” < (Jul+|6])"
lu+ i —Jul” - (Jul +[9])”
t - a
h(f”)w < h(x)(|“|+a|¢|)p
p
filx) < g(x):h(x)w'
Par conséquence :
p
9(x) = h(x)w e LY(Q).

eLes hypotheses de théoreme de la convergence dominée sont vérifiées donc il est applicable.

Dou:

p t—s0t t

! lim [ h(z) <|u* ol - u*|p> de = /h(x)|u*p_2u*¢dm. (1.18)
Q

Concernant 1’avant derniér terme commengons tous d’abord pour la vérification des hypo-

theses de théoréeme de la convergence monotone.
Soit f(x) une suite croissante des fonctions mesurables positives.

En notant f = lirJ]rn ft = sup f;. Pour tout x € ), on pose :
T—+00 t21

ju* () + ()~ ru*<x>\1v> |

o(0) = 1) ( e

(u*(2))' 7 — (vt (@) + u*(2))[u*(z) + té(z)| "
(1—7)t?

Ce qui implique que g() est décroissante pour ¢t > 0. De plus, on a:

> <0, car(sia < balorsa—b < 0.

= f(@)(u*(2)) " o(x).

swpgi = lim_g(t) = (ju' (@) + 102 )|

—0

eLes hypotheses de théoreme de la convergence monotone sont vérifiées donc il est applicable.
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Pour tout x € Q, qui peut étre +o0o quand u*(x) = 0 et ¢(z) > 0. Par conséquent,par le théoréme

de convergence monotone, on obtient :

* 1=y _ |, *|1—y
lim |: /f <\u + 19| i >d$]
t—0t [ —1 t

— / £()(u* (2)) () da

La limite est égale +00, en combinant cela avec (1.17), pour t — 07, il s’en suit de (1.18) que

/f “16(z)da

g/Au*Agb(:c)d:ch(a/W*Izderb)/W*W(x)df (1.19)
Q Q Q

+e [ wrp(x)de + A [ h(x) Pt ¢ (x)de

[

Pour tout ¢ € X avec ¢ > 0.

Soit e; € X la premiere fonction propre de 'opérateur A% avec e; > 0 et |le1|| = 1. on pose

= e; dans (1.19),0n obtient :

/ F(@) (u* () erda
Q

§/Au*Aeldm+(a/]Vu*|2dx+b)/Vu*Velda:
Q

+c/u 61d$+)\/ z)|[u*|P2u e da
Q

< 00.

Ce qui implique que u* > 0 presque partout sur x € (.
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e La Derniére étape : on va prouver que u* est la solution unique du probléme (.Jy). Par absurde

on suppose w* une autre solution positive du probleme (.J), alors il s’en suit de (1.19) que

/Au*Aw*d$+( /|Vu*]2d1:+b /Vu*Vw*derc/u*w*d:L“
Q

(1.20)
—l—)\/h(a:)]u*\p_Q *dac—/f ) Tw*dz = 0.
Q
et
/Au*Aw*dx+ /\Vw |*dx + b) /Vu*Vw*dx+c/u*w*dm
(1.21)
+)\/h(;r)|w*|p_2 *dx—/f ) Tw*dx = 0.
Q
Nous additionnons, membre & membre, 1es inégalités (1.20) et (I.21)), pour avoir :
/]V ut —w* de/Vu Vw*dx+)\/h(3:)(]u*|p_2 — |w* P~ urw* da
Q
/f )Wt — (w*(z)) T "u") da = 0.
On note :
H(u",w") := a/|V(u* —w*)|2d:n/Vu*Vw*dm
+)\/h(m)(lu*|p2 — |w* P~ v w* dx (1.22)
- / f(@)((u*(2))Tw" = (w*(2)) T u")dz = 0.
Q
D’apres I'inégalité de Holder, on a :
H(u*,w*) > 0.
Pour simplifier les étapes on note :
O/ (u) = af IV (u*—w*) |2 dz [ Vu*Vw*dz. OI3(u) = [ f(z)((u*(z)) Tw*—(w*(z)) Tu*)dz.
Q Q

Bl (u )\fh (Ju*|P=2 — Jw* [P~ 2)u*w*dz.
L’equatlon_ 1.22] devient :

Maintenant, on emploi les deux inégalités suivantes :
comme() <~vy<letp>0,ona:

Vm,n>0:{ (m? = n?)(m =n) 2 0,
(m™ —=n77)(m —n) <0.
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Donc on obtient :

I(u) = / h(a) (Ja* P2 — o P2) wrw*de < 0
Q

et

Ba) [ @) [t (@) 7w (@) 0] de 20,
Q
On a abandonne les termes positifs/; et I3 sur le coté gauche de on obtient :
|[u* —w*|[% < 0.
Alors
s — w*||2 =0

Donc

Uy = Wy dans .

Par conséquent, u* est une solution unique de probleme (.Jy).

Ceci termine la démonstration. |
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CHAPITRE 2

PROBLEMES ELLIPTIQUE NON LINEAIRE
AVEC DES CONDITIONS DE

NAVIER-STOKES

Sommaire
1 Intr 10 11 37
2.2  Présentation du probleme et hypotheses| . . . ... ........... 38
2.3 Notations et cadre fonctionnell . . . ... ................. 39
2.4 Ftudevariationmelle . . . ... ... ... . L. 41
2.5 Principauxrésultats| . . ... ... ... ... ... ... . . 0., 47
2.6 Principalresultaff . . . .. ... .. ... ... ... .. . . .. 55

2.1 Introduction

ég’ objectif, de ce chapitre est d’étudier 1'existence et 1'unicité de solution positive d'un
probleme elliptique, associé a 1’opérateur le bilaplacien avec les conditions de Na-

vier[PStokes[® au bord de €.

®. Henri Navier ingénieur, mathématicien francais du XIXe siécle ne le 1785 et mort a Paris 1836.
@. George Gabriel Stokes (1819-1903), 1ler baron, A. Ses principales contributions concernent la mé-

canique des fluides.
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2.2. PRESENTATION DU PROBLEME ET HYPOTHESES

2.2 Présentation du probleme et hypotheses

Soit €2 est un domaine borné régulier de R™ (n > 5), on considére le probleme elliptique

donné par :

(Px)

(a fiy |Audz + )" A2u = f(z)[u| ™" — Aju[P~2u  dans 9,
Au=u=0 sur Of).

avec A2 I'opérateur le bilaplacien, et et0 <y <1, 1<0<2,

A>0,0<p < 2fdes parametres essentiels, et f € LI(Q)) avec, ¢ = 1 satisfaisant

2ﬁ+
2
f(z) > 0 presque partout sur z € Q, et 2 = 7714, est appelé 'exposant critique de Sobolev
n J—
pour l'injection H2 < L% ().
Soint u : 2 — R une fonction. On introduit

= ['opérateur de Laplace par

Ay = @ +...+ @
= div(Vu).

= ['opérateur biharmonique par

84
A?=Vt= +2 2.2
Z 4 Z 8371 83:]) @2

En écrivant les expressions (2.1),(2.2) nous supposans que toutes les dérivées qui y figurent

existent-disons-pour le moment, au sens usuel.
Dans le cas N = 2, on préfere, comme a 1'accoutumée, désigner les deux variables par = et
y de sorte que 1’'opérateur de Laplace (ou laplacien)s’ecrite :

Pu

et ’opérateur biharmonique(ou bilaplacien)s’écrit :

*u ot o

2
_du g g g
Atu oxt + 0x20y> + oy*
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2.3. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

Ce travail est réparti comme suit : dans la premiere section on présente la position de notre
probleme et fournir un cadre fonctionnel a la démarche de notre étude, et dans la seconde
section on donne deux résultats trés utiles pour I’étude de maniére variationelle, puis dans la
troisiéme section on développera un certain nombre des lemmes interviendront dans la preuve
de notre résultat principal. Enfin dans la derniére section on prouve notre résultat principal.

N.b Durant l'intégralité de ce chapitre, 2 désigne un domaine régulier (i.e C*°).

Hypotheses 2.1.

Dans I'étude de ce probleme, on suppose les hypotheses suivantes pour que les étapes techniques soient
plus commodes et facile a comprendre :

(H'). 0<vy<letO<p<2# =20,

(H?). fe L), avec q =
(H3). pourtoutx € W :

'
s Presque partout sur z € W.

nous définissons la norme dans l'espace W = H?(2) N H} () par :

Julfy = [ 1Aufd
Q

2.3 Notations et cadre fonctionnel

La plupart des résultats énoncés dans cette section sont classiques et peuvent étre trouvés
dans n'importe quel bon livre d’analyse fonctionnelle (voir par exmples Otared Kavian [Ka]

,Vo-khac-Khoan tome 2[VK]], Nous les rappelons pour le confort du lecteur.

L'espace H'(Q)

Définition 7. Soit Q C R™ un ouvert borné , de bord 0 = T'. On note H' () I'espace des fonctions
de L*(Q) dont la dérivée au sens des distributions est associée i une fonction qui appartient également a

L3() , ie.

HY Q) ={ue L*(Q),Vu e L*(Q)}

N _ ([ Ou Ou ou du 44 . c . .
ou Vu = (671’ Dot E) ,avec 5.- la dérivée partielle de u au sens des distributions.
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2.3. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL

eOn munit 7' () du produit scalaire :

(u, v) () = [q (W + VuVo) de

eLa norme associée est donnée par :

N[

sy = (90l 720+l )
Proposition 2.1. L'espace H' () est un espace de Hilbert sépamble

L'espace Hj(Q2) et H*(Q)

Définition 8. On désigne parHE (Q) la fermeture de D(SY) dans H*(Q).

H{(Q) = {u e H'(Q),3 (un) ey € P(Q) : [lup — ullgp —> 0}

el 'espace H} peut étre défini comme suit :

H}(Q) = {ue H(Q) : u= 0 sur 00}

Définition 9. Soit 0 C R™ un ouvert borné. On note H? I'ensemble des fonctions de L*(Q) dont toutes

les dérivées premieres et secondes (au sens des distributions) sont dans L*(2).

H2(Q) = {u € LA(Q)telque : P, ;2% € [2(Q),1 <i,j < n}

@®. David Hilbert, né en 1862 a KonigsbergH 1 et mort en 1943 a Gottingen, est un mathématicien

allemand. Il est souvent considéré comme un des plus grands mathématiciens du xxe siecle.
@. On rappelle qu'un espace topologique est dit séparable s’il contient un ensemble dénombrable et

dense .
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2.4. ETUDE VARIATIONNELLE

2.4 FEtude variationnelle

Comme d’habitude, dans les études variationnelle on cite la fonctionnelle d’énergie et la

formulation variationnelle associent a notre probleme, et c’est ¢ca ’objectif de cette section.

2.4.1 Fonctionnelle d’énergie du probleme (P,)

On définit la fonctionnelle d’énergie associée au probleme [P,| par

0 —
sag (allulify + )" + 3 fo lulPdz + 515 [ f(a)lul'~Vdz

Preuve 7. Soit u une fonction test. Multipliant les deux membres de la premiére equation de[P,|par u

et intégrant sur Q, il vient :

6—1
<a/ |Au|2dx+b) A2u'u:/f(x)\u|_7-udx—/>\|up_2u'uda:, (2.3)
Q Q Q

I'équation (2.3) devient

0—1
<a/ |Au2d:v+b> /AAu'udx:/f(xﬂu]l”’dm—/)\|u]pd:c. (2.4)
Q Q Q Q

En appliquant la formule de Green dans I'équation on obtient :

(a/ \Au]de—i—b) /VAu Vuda:+/ &L.udsz/f(x)]u‘l—vda:
Q 0 Q
(2.5)
//\|upd:v

Compte tenu de la condition aux limites de (Py) I'équation devient :

6—1
( /]Au\ d:c+b> /VAu Vudx+/ — uds-/f Yu|' ™ dx
8Q
—//\|u]pda:.
Q

la formule de Stokes dans I'equation [2.6|permet alors d’obtenir I'equation suivante :

6—-1
<a/ |Au2dx—l-b> /Au-Audx:/f(a:)|u]1_7dz—/)\|u|pdx. (2.7)
Q Q Q Q

(2.6)
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2.4. ETUDE VARIATIONNELLE

On pose maintenant :

*« 1 (u) = (a [ |Auf?dz + b)%dz. &« IH(u) = / F(@) ||V dz.
Q
- ly(u) = / ulPds.
Q
Pour arriver a la fonctionnelle d’énergie on dérivie I;(u) pour (i = 1,---,3) au sens de Gateaux-
Differentiable

On note le calcul suivant par (%) pour que les étapes soit facile a comprendre,

On dérivie maintenant les termes I (u),I2(u) et I3(w) au sens de Gateaux differentiable terme par terme :

o I1(u) = (a [|Au’dz + b)’dz.

o Ii(u A tu) — I (uw)
(T2 (), u) = lim = —

On pose :
h(t) = J(u+tv) = (a/ |Au + tAv|?dz + b)?

Alors :

h(0) = J(u) = (a/ Aul?dz + b)°
On utilise la formule de développement limité de Taylor@ pour la fonction h(t) a I'ordre 2 au
point "0 .

h(t) = h(0) + %h’(o) + Zh”(o) +(H)"e(t), avec lime(t) = 0

t—0

J' (u,v) = lim
t—0 t
— lim h(t) — h(0)
t—0 t
i MO+ L1/(0) + Lh"(0) — h(0)
T t50 t
‘ (th’(O) + éjh”(@))
= lim
t—0 t
1 / E "
= lim <h (0) + 2h (0)>.
0
t
= 1'(0) + lim Zy”@(
t—0

= 1/(0).

®. Brook Taylor (1685-1731), mathématicien et scientifique anglais.D’une famille aisée, il a des pré-

cepteurs qui lui dispensent un enseignement qui inclut la musique et les arts graphiques.
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2.4. ETUDE VARIATIONNELLE

D’oii :
1(0) :2a9(/AuHAv[d:c)(a/\Au!de—i—b)e_l.

En prend u = v on obtient :

n'(0) = 2a9(/ |Au|2dx)(a/ |Au)?dx + b)P 1

lim L(u+tu) — I (u
t—0 t

o Ir(u) :/Qf(x)]u|1_7dx.

) :2a9(/Au|2daz)(a/|Au]2dx+b)9_1.

I5(U + tu) — I5(u)

{I2(u),u) = lim ;

/f(m)|u+tu]1_7dx - / f()|u|tdz
= lim 2% 2

t—0 t 1

1 - _
= lim/ f(z)dx|u™7 [(—’—t)] .

t—0 Q t

D’autre part :
1+ -1
%g]%(—i—)t =h(0)=(1—-7) avec h(t)=1+t)"7

D’oii :

o Tg(u A+ tu) — Is(uw)
(Iy(w),u) = lim = r

)\\u+tu|pda:—/)\]u\pdw
Q

= lim ¢
t—0 1 tt p_1q
- lim/ AulfP [H)_} )
t—0 Q t
D’autre part :
1+t -1 /
i SED =L 0y 2 avee h(t) = (14 1),
t—0 t
D’oit

I —1I
lim a(uttu) = I{u) = / Mul? - p dz.
t—0 t Q
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2.4. ETUDE VARIATIONNELLE

Ce calcul a été effectué lorsqu’on va remplacer dans I'equation 2.7)on divise chaque terme dans la relation

(¥) par le coefficient qui lui correspond, pour obtenir I'equation suivante

—|a Aul*dx + b Aul® 4+ = u|Pde + —— z)|u|" " Vdx.
2a9< Q\ | Q! | ’ QH ol L )|ul

Finalement on obtient la fonctionnelle d’énergie recherchée

1 2 0—1 2 A P 1 1—
g (alllly 0" [ 80P+ 2 [ jupde s = [ e
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2.4. ETUDE VARIATIONNELLE

2.4.2 Formulation variationnelle du probleme (P))

Définition 10. Soit u € X est une solution faible de[Py|si Vv € X.

On définit la formulation variationnelle associée au probleme [Py| par

(a [o|Aul*dz + b)ef1 JoAu-Apde = [, f(z)|u]™7 - pdz — [ AulPu- pdx

Preuve 8. Multipliant la premiere équation de[Py|par o € €*(Q) et intégrons membre i membre sur

O, il vient :
0—-1
(a/ |Aul?dz + b) A%y - p = / f@)|u™7 - pde — / NuP~2u - p d, (2.8)
Q Q Q

I'équation devient

61
<a/ |Au|2dﬂz+b) / AAu - pdr = / f(@)|u|™7 ~g0dx—/ MulP~2u - p de, (2.9)
Q Q Q Q
Appliquons ensuite la formule de Green dans I'équation pour avoir :

0—1
<CL/ \Au|2dx+b) /VAU~V<pd:U+/ au-tpds:/f(:z)\u|_7-god:1:
@ e o0 On Q (2.10)
—/)\u\pQu-goda;.
Q

Comme (Au = u = 0) sur 02, nous déduisons :

0—1
(a/ \Au|2da¢+ b) / VAu-Vpdx —|—/ % cpds = / f@)|u|™7 - pda
Q Q a0 On Q
-0 (2.11)

—/)\u|p2u-cpdx.
Q

De nouveau par la formule de Stokes dans I'equation on obtient :

0—-1
(a/ |Au|?dz + b> / Au - Apdr = / fl@)|u|™" - pdr — / NuP~2u - p d, (2.12)
Q Q Q Q
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2.4. ETUDE VARIATIONNELLE

Finalement nous obtenons un probléme variationnel
a(u,v) = L(v), Yv € D(Q),

avec

0—1
a(u,v) = <a/ |Au|?dx —|—b> / Au-Apdx
Q Q

+ (a/ yvu|2dx+b>/vu~vudx,
Q Q

L(v) = /Qf(:v)]u\_y cpdr — /Q)\]u\p_Qu ~pdr.

et
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

2.5 Principaux résultats

Dans cette section, nous énongons trois lemmes importants que nous aurons utilisés dans
la démonstration du résultat principal.
Avant d’entamer cette section, signalons qu'il est bien connu que l'injection H2(Q) < L2*(£)
est compact, et que la meilleure constante de Sobolev S est
S = inf / |Au|?dz.
{ueH? et [, |u|?*dz=1} JQ

S est atteinte dans R",avec n > 5 par les fonctions

o= (rra)
ue(r) = ap | ————
‘ "o — zo> +

n—4

an = (n(n —4) (n? —4)) 5

v ‘

avec

Lemme 2.1. La fonctionnelle d’énergie I est coercive et bornée inférieurement dans W.

i) Iy estcoerciveie: lim I)(u)=+o0.
l[ullw =400

ii) Iy est bornée inférieurement i.e : 3¢ > 0,YVu € W tel que I\(u) > c.

Preuve 9.
i) Pour la coercivité, montre que :  lim  I(u) = 4o0.
IUllw—+o0
ona:

1 1
Iw) = ﬁ(aHuH%V +b)" + ; /Q julPde + H/f(x)\ml'ydx.

puisque 0 < v < 1, X > 0, et en utilisant I'inégalité de Holder avec f = f(z) et g = |u|'™7,

1 1
- +-=1.
p q
ona:

o#

p= ﬁ,

Donc nécessairement,

o#

1= 9% ¢ v—1

o#

< (1)

17
= oy Il

‘ [ 1@t

T #\ 7
2
([0t
Q
o#

avec q =

(@) 2# 4y —1°
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

De plusona :

H2(Q) < L7 (Q) et W — H?(Q).

Donc

W — L2#(Q), Alors s’il existe 5 > 0, telle que Vu € W :

1— 1-
Ona:
1
IA(u):g(aHuHW—f—b /\u|pdx+/f Yul* "V da

1w 2 55 (allll¥) = Blluliy

Par passage a la limite :

lim . <a6||u|\%,8) - ||UH‘1,;7) = lim . (aQHuH%‘g]) = +00, car 20 le plus haut degré que (1 — )

1Ulw— 1Ulw—

Donc on conclut que :

Donc Iy (u) est coercive .

ii) Maintenant prouvons que I est borné inférieurement.
La preuve de ce point s’établira en deux cas :
Premier cas :

Sillulw >1let0<y<1,1<6<2.

Ona:
1) > 5 (allulfy +)° — Bl
~ 2a0 w
> o () = Bllulliy”
1 0 1— 1— 0 1-
> o (el ™) = Bllullyy ™ car Il > Jully, ™.
2a6

D’ oui :

1 _
B > (55 5) Il
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

Deuxiéme cas :

SIO<(<|ullw<letO<y<1l,l<6<2.

Ona:
w) > o (alully +8)° — Bl
2$WW)WI
> (5 8) Il
> <2C;09 5> ¢¥

Donc Iy (u) est bornée inférieurement sur W.
Finalement on obtient le résultat voulu, et on conclut que l'infimum de I (u) existe et bien défini et on
note :

= inf I\(u).
™=

Lemme 2.2. La fonctionnelle d’énergie I admet un minimum my dans W avec my < 0.

Preuve 10. On sait que d’apres le lemme I\ est coercive et bornée inférieurement dans W, alors
my = Jgﬁ/ I)\(u) existe, montrons maintenant my < 0.

comme 0 <vy<1 1<6<2, et f(x)>0presque partout sur x € 2.

ona:

I\(tp) <0, et pourtout p+#0 et t>0assez petit

1
I(tp) = 5,5 (alltolfy +8)' + NWH/fwwx

1 -1 B
= 540 (at®|l oI5y + b) + ? /Q lp[Pdx + — /f(ﬂﬁ)\tpl1 Tdz.

On pose :

P 1=

ht) = a2 + 22 _ 1
p 1=
B (t) = 2at + MP~E — 77

= 77 (2at™™ 4 NPT 1),
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

D’autre part

lim (2at'™ + MP71T7) =0

z—07F

alors pour t assez petit
(2at™™ + MP~HY — 1) <0

= h(t) <0 car t™7 > 0 pour tout t positif.

Finalement on obtient

I)\(tp) < 0.

= inf [ 0.
my = inf A(u) <

La Figure[2.1] au dessous représenter la graphique et le comportement de I (u).
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

05

FIGURE 2.1 — Graphe de I, (u)

25
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

Lemme 2.3. Sous les hypotheses (H'), (H?) et (H?) la fonctionnelle I atteint son minimum global
dans W, au point u* € W avec

my = I,\(u*) < 0.

Preuve 11. Pour prouver que I'infimum global my est atteint considérons une suite minimisante .
D’apres le lemme[2.1} I est coercive et bornée inferieurement dans W, on conclut qu'il existe une suite

minimisante (U, )m dans W telle que :
I\(up,) — my := inf I)(u), quand m — +00.
ucW

D’apres le lemme la suite (U, )m est bornée dans W.
Ce dernier étant un espace réflexif, et sachant que l'injection de sobolev W — LP(Q), est compact pour
fout 1 < p < 2%, et apres l'extraction éventuelle d'une sous suite encore notée (u,)nm, on obtient les
résultats suivants :

(1) wp, — u* faiblement dans W.

(2) Uy, —> u* fortement dans LP(Q2) ,1 <p < 27 .

(3) um(x) — u*(x) presque partout sur ).
Notre principale préoccupation maintenant est de montrer que wy, = u,, — u*, converge vers 0 forte-
ment dans W.
En utilisant le théoreme de Vitali

lim /f(x)\um|17dx:/f(x)\u*|1de.
Q Q

m—>+00

D’autre part, d’aprés le lemme de Brézis-Lieb on obtient :
[l = llwml[fy = [lu[[fy + o(1)

et
/h(x)um\Q#da;—/h(m)|wm\2#da:+/h(m)]u*\Q#dm—i—o(l).
Q Q Q

D’oit o(1) est un infinitésimal quand m — +o0.
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

On doit ici traiter différemment les deux cas suivants : 1 < p < 2%, et p = 2%.
Premier cas : Nous considérons d’abord le cas 0 < p < 27,

Nous avons

= ml—l>I-Il-loo I (um)

!

m—+o0 2

(1
- lm M(!WMMwHWWw+b /hH%w+/f 1]

m——+o00

. [ 1
= tim | (a7 5+ pémwm

m—+oco | 2a0

1 -
g [ @ e+ gl I+ 8 = 5o

1 *
mwu%+mﬂ
. 1 1 *112 0 *
ma= tim | Ll + I 0~ Sl + 8]+ ).

D’autre part

1 * * * .
Mﬁﬂu%ﬁwﬂ+AW)ZhW)Z£§Awm=m»

1
s = |gag @llumlBy -+ 1o Ry + ) -
Ce qui entraine

my = Iy(u").
Alors :

. 1 1 *
i o al 4 o 40 = 5o (ol B+ =0
dela nous concluons que

o

D’oit le résultat pour le cas 0 < p < 27,
Deuxiéme cas : Nous revenons ensuite d p = 27,

Nous avons

1 A
<wMM~wﬁ+p/mmew4
Q

1
my= L)+ Tim | s (ol + e+ 57— o

m—+oo | 2a

D’autre part

> L (u*) > inf I =
my > A(U)—qng Alum) = my,

Ce qui donne :

my = Iy(u"),
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2.5. PRINCIPAUX RESULTATS

D’oir :

i fwmlln = 0.

Ce qui donne le résultat recherchée pour tout 0 < p < 2%, donc on conclut que l'infimum m), est bien

atteint

inf Ty (u,) = Ix(u").
 inf Alum) = In(u")
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2.6. PRINCIPAL RESULTAT

2.6 Principal resultat

Le théoreme suivant illustre le résultat principal de cette section

Théoréme 2.1. Sous (H*'), (H?)et(H?) . Le probleme (I\) admet une solution positive et unique. De

plus, cette solution est le minimum global

Dans cette sous-section, nous établissons quelques résultats qui vont nous aider pour démon-

trer le résultat principal.

Valeur propre de 'operateur le bilaplacien

Dans cette sous-section on définit la valeur et la fonction propre associée a I'operateur le bila-

placien

A%y = \u
Au=u=0 sur0f,

(PM)

Définition 11. Une solution faible du probleme Py est une fonction non nulle w € W telle que pour

toutveW

/AuAv:/\l/uvda:. (2.13)
Q Q

Existence de la premiere valeur propre

Définition 12. On dit que X est une valeur propre de I'opérateur bilaplacien, si le probleme Py admet
une solution faible w € W

La fonction u est appelée fonction propre. On dit aussi que (u, \) est une solution propre de

Si on remplace v par u € W dans on obtient A comme le quotient fonctionnel suivant :

Jo |Au|?dx
AN =S 2.14
Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh
Définition 13. La premiere valeur propre de l'opérateur bilaplacien notée \; est définie par :
Aul?d
A = inf Jo |Aul*dz (2.15)

uew  [q |ul? dx

et la fonction v associé a cette valeur propre s’appelle premiére fonction propre.
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2.6. PRINCIPAL RESULTAT

Le résultat d’existence de la premiere valeur propre est donné par le théoreme suivant

Théoreme 2.2. Soit ) € R™ est un ouvert borné et régulier alors \y définie par existe et stricte-

ment positive, de plus il existe une fonction v € W\{0} telle que

Aul2d
M = g Joldulds

2.16
ueW o [ul? dx (2.16)

La fonction u peut étre choisit positive et satisfait I'équation [2.13}u appelée la premiere fonction
propre.

Maintenant nous sommes en mesure de prouver notre résultat principal.

Plusieurs preuves sont possibles pour 1’existence et l'unicité de solution. On propose ici une
preuve basée sur la théorie des points critique.

Preuve de Théoreme2.1|  Elle consiste en deux étapes

e La Premiere étape : il suffit de prouver que u*est une solution positive de probleme (I) dans
Q.

D’apres le lemmeR.2jon a :

my = I)(u*) < 0.

Ainsi que u,(z) # 0 dans Q.

Vo € Hy(Q),6 >0, ett > 0,t € R, tel que (us +tp) € Hy(Q),

ona:

minIA(u* + t¢) = I)\(u* + té)’t:() = IA(u*),qu ew.

Ce que implique :

-1
(a/ |Au*|2dx + b) / Au* - Agpdx = / fl@)|u* |77 pdr — / Nu*[P~2u* - ¢ da.
Q Q Q Q

IN(u” +t¢) — Ix(u¥)
t

1[@5Wutw%+w9@mw%+w9

0<

~ 240 ¢

1 Ju* + |7 — [u*|1
5 [ : )a
Q

Pour éviter les détails du calcul, nous appliquons TCD et TCM directement sans vérification

A w4 1P — Ju]?
+p/M”( i )“Xmm

Q

des hypotheses .
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2.6. PRINCIPAL RESULTAT

N b :TCD en abrégé le théoreme de la convergence dominée et aussi TCM en abrégé le théo-
réme de la convergence monotone.

Alaide du théoreme de la convergence dominée, nous pouvons passer a la limite, dansl’avant
dernier terme. Nous obtenons

|u* + tofP — |u™|?
t

L vim [ b <

P t—0t
Q

> dx = /h(x)|u*p_2u*¢d1:. (2.18)
Q

Une nouvelle fois le théoreme de convergence monotone nous permet de déduire :

u* 11—y _ u* 1—v
L, llly ! flay (e = )dx] - Q/ F@ (@) ol @19)

La limite est égale & +00, en combinant cela avec pour t — 07, il s’en suit de que

/ £(@) (u* (2)) () da
Q

9—1 (2.20)
< <a/ |Au* 2z + b) / Au* - A¢(x) dx + )\/h(x)|u* P=2u* p(z)dex.
Q Q J
Pour tout ¢ € W avec ¢ > 0.
Soit e; € W la premiere fonction propre de I'opérateur A? avec e; > 0O et ||e1|| = 1. On pose

¢ = e; dans on obtient :

—

f(@) (" (2)) Verda

0—1
a/ |Au**dz + b) / Au* - Aey dx
Q Q

A [ h(z)|u* P 2uterde

<

— 9

_l’_

Q
< 0.

Ce qui implique que u* > 0 presque partout sur x € €.
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2.6. PRINCIPAL RESULTAT

e Seconde étape : on va prouver que u* est la solution unique du probleme (I ). Par absurde

on suppose v* une autre solution positive du probleme (/), alors il s’en suit de que

<a [ [ b)e_l /Q AuA (u* —v*)dx — /Qf(x) [u*| 77 (u* —v*)dx

(2.21)
ot —I—)\/Q|u*]p_2u*(u*—v*)d:r:0
) -1 B
(a lv* |l + b) / Av*A (v —v*) dx — / f@) |v*|77 (u* —v*)dx
Q@ @ (2.22)
+ )\/ [0 P72 0" (u* — v*) dz = 0.
Q
Nous soustrayons, membre a membre, ces deux identités(2.21) et (2.22), pour avoir
-1
(ot )" [l = [ A swra]
Q
* |2 -1 * (2 * *
+ (a”v ||W+b> v ||W/Av Au*dz (2.23)
Q

—/ F(@) ([ = 0" ) (" — o*)da + A/ (lu P2 = o P20 (u* — %) da = 0.
Q Q
Ensuite
6—1 0-1
(allewlf +8) el + (allo*lfy +) " Il
0—1 0—1
— [(a\u*”%v—l-b) + (a||v*||12/v+b> ] / Au*Av*dz
Q
/ Flx) (Ju'] ™ = |77 (u = v*) da + )\/ (|u*|p*2 u* — ot P2 U*) (" — v*)dzx = 0.
Q Q

On note
* % %12 -1 *(12 * |2 0-1 %12
g (o) = (allu ) iy + (allo' By +0) 10"l

9-1 -1
_ [(a [ u* |3 + b) + (a [o* |3 + b) } / Au*Av*de.
Q
D’apres l'inégalité de Holder, on a :
91 91
[(a [ u* |5 + b) + (a [o* |5 + b) } / Au*Av*dr <
Q

* (12 -1 *12 -1 * *
(all iy +0) + (allo® Iy +6)" | Il % 1oy
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2.6. PRINCIPAL RESULTAT

Ce qui implique

* % * 12 -1 *12 * (|2 -1 * (12
g (o) = (allwly ) I3+ (alo*l3+0) 10"l
*(12 -1 * 12 -1 * *
(G e (I AR e P T

0—1 0—1
=hwm(mmﬁﬂw) ol (alle* 3 +b) ]WHM—MWM-

On distingue trois cas :
(i). Cas :si [|u*|lyy = [[v*]lyy , alors

g (u*,v*) > 0.

(ii). Cas : si ||u*||y, > [|v*|lyy , alors

g (u*,v*) > 0.

(iii). Cas : si ||u*||y, < ||v*||}y , alors

g (u*,v*) > 0.
Comme 0 < v < letp >0, onales deux inégalités élémentaires suivantes :
(m™ —=n"7)(m —n) <0, (mP —nP)(m —n) >0, Vm,n>0.
Donc on a
/Qf(a:) (ju*| ™" = 0" ) (u* — v*) dz < 0, /Q (|u*|p*2u* ot v*) (u* — v*)dz > 0.

Par conséquent on obtient une contradiction avec[2.23]
Finalement «* est une solution unique de probleme

Ceci achéve la preuve du résultat principal. [
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CHAPITRE 3 |

ANNEXE
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Pour la commodité du lecteur, nous regroupons dans cette annexe les principaux des es-

paces fonctionnels que nous utiliserons et quelques résultats classiques concernant les pro-

blemes elliptiques non linéaire. Nous donnons aussi un apergu concis sur la théorie des points

critiques que nous utilisons tout le long de ce mémoire.

3.1 Les espaces L”((})

Nous donnons une breve introduction de les espaces LP, Pour une étude complete et dé-

taillée, nous renvoyons le lecteur a [Mal] et [Bre]

Définitions et propriétés élémentaires des espaces L”(2)

Définition 14. Soit p € Ravec 1 < p < oo,

01 <p < o0,

LP(Q) = {u: Q — R, f mesurable et [, |u(z)Pdz < oo}

LP(QY) est un espace de Banach muni la norme :

@. Stefan Banach né le 30 mars 1892 a Cracovie-1945 et mort le 31 aott 1945 & Lwow, est un mathé-

maticien polonais.
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3.1. LES ESPACES LY (9)

lull @) = (foy [u(@)Pdz)?

Op =2,

L2(Q) = {u: Q — R, f mesurable et [, |u(z)]*dz < oo}

L?(Q) est un espace de Hilbert muni le produit scalair :

(u, U)LQ(Q) = fﬂ u(x)v(x)dz

Op = oco.

L>*(Q) ={u:Q— R;dc > 0; |u(x)| < c.ppsur Q}

L*>°(Q) est un espace de Banach muni la norme :

lu||pe = supess(u) = inf{C : |u(z)] < Cp-p.}

Dans le théoreme qui suit, nous rassemblons les propriétés topologiques des espaces LP.

7

Théoreme 3.1. (Voir [LM|et [Mal])

1. L’espace LP(2) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L’espace LP () est séparable pour 1 < p < oo,
3. L'espace LP(2) est réflexif pour 1 < p < oo.

Pour compléter les résultats de ce sous-paragraphe, nous invitons le lecteur a consulter H.
Brézis ([Brel]) et Evans ([Ev]).
Voici une série d’'inégalités tres utiles.

Notation Soit 1 < p < oo, on désigne par g I'exposant conjugué de p c’est a dire :

Lemme 3.1. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q) et g € LI(Y) avec p € [1,+oco[alors f - g € L1(Q),

(Jo lfglde < |I71zrllgllzs )
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3.2. LES ESPACES DE SOBELEV

Lemme 3.2. (Inégalité de Holder généralisé)

Soient f € LP(2) et g € LI(2) avec p € [1,400 | et soit r > 0 tel que : % +Li=1Lona

qg

(179l < 1llzvllgllzs)

v'Dans le cas particulier,(p = q = 2)on obtient I'inégalité integrale de CauchySchwarz:

(gl < 1£llz2lgllz2)

v'Dans le cas (p = q) on obtient 'inégalité integrale de Minkovsky

(IF +gllr@ < Ifllr@ + l9lne]

Les preuves des résultats de ce sous-paragraphe se trouvent dans n'importe quel ouvrage
traitant de l'intégration au sens de Lebesgue (voir par exemple P. Malliavin [Mal] ou W. Rudin

[LMI).

3.2 Les espaces de Sobelev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation
plus détaillé de ces espaces, on refere I'ouvrage de H. Brezis [Bre] ou R.Adams [RA]. Soit p un
réel avec 1 < p < oo et Q un ouvert de RY. On désigne par D(12) I'espace des fonctions de

classe C*° sur 2 a support compact dans €.

Espaces de Sobelev W17(()
Soit ¢ RY un ouvert, avec p € [1,+oc [, et ¢ tel que % + é =1.

Définition 15. L'espace de sobolev d’ordre 1, WP () est I'ensemble suivante :

Wip(Q) = {u € LP(9),3gi(i = 1,....n) tel que [ud = — [ gip, Vo e D(Q)}

@. 1Auguste Louis Cauchy : mathématicien frangais, né le 21 aotit 1789 a Paris, mort le 23 mai 1857 a

Sceaux.
®. 2Hermann Amandus Schwarz : mathématicien allemand, né le 25 janvier 1843 a Hermsdorf, mort

le 30 novembre 1921 a Berlin.
@. 4Hermann Minkovski (ou Minkowski) : Mathématicien et physicien Allemand né en 1864 en Rus-

sie et mort en 1909 en Allemagne.
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3.2. LES ESPACES DE SOBELEV

L'espace W1 () est un espace de Banach, quand on muni de la norme :

1/p
lullwroey = (1l + 1VulE )

En particulier W12(Q) = HY(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

(u,v) 1) = (u,v) 2(q) + (Vu, Vu) 2

et par suite, on a :

ull ) =V (u,u) = [[ull L2y + VUl 220

Espaces H'(Q)

Définition 16. Soit Q un ouvert de R%. On note H'(2) I'ensemble des fonctions de L*(2) dont toutes

les dérivées (au sens des distributions) sont dans L*(Q) :

HY(Q) = {u € L?() tel que g—; € L2(Q2) pour tout 1 < i < d}

H!(Q) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire :

ou v

(w0 = fouv+ 30, [ S g = Jouu + [o Vu-Vu = (u,v)2 + (Vu, Vo)

c’est un espace de Hilbert. Sa norme est notée || - || 1 :

1/2 1/2
Nl = (fiy [l + fy Va2 = (lu]]2s + [ Vul2,)"

En particulier, ||u|p2 < ||ullgr et ||[Vu|pz < |ulg:.
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3.2. LES ESPACES DE SOBELEV

Espaces H}(Q)
Soit 2 un ouvert de RY de frontiere 99.

Définition 17. Les fonctions de H} () sont les fonctions de H'(Q) qui s’annulant sur la frontiere O5).

Hi(Q) ={uec H(Q):u=0 suroQ}

L'espace H{ est muni du produit scalaire induit par H'. De plus I'espace H} est un
espace de Hilbert séparable .
L'espace H{ () est la fermeture de D(2) dans H(().

Inégalité de Poincaré :

Théoreme 3.2 (2). Soit Q un borné, alors il existe une constante Cq > 0 telle que :

lull2(@) < CallVullr2q), Yu € Hy () 61)

Lemme 3.3.
% L'inégalité[3.1|est vraie seulement que S est borné.

* Sur Hy () la quantité |V u 12 (q) est une norme équivalente a la norme de H' ().

L'inégalité de Poincaré (du nom du mathématicien frangais Henri Poincaré) est un
résultat de la théorie des espaces de Sobolev. Cette inégalité permet de borner une fonc-
tion a partir d'une estimation sur ses dérivées et de la géométrie de son domaine de
définition. Ces estimations sont d'une grande importance pour la méthode du calcul

des variations.

Espaces H?(2)

Définition 18. Soit Q2 un ouvert de R%. On note H?(S2) I'ensemble des fonctions de L*(2) dont toutes

les dérivées premieres et secondes (au sens des distributions) sont dans L*(Q) :

H2(Q) = {u € L2(Q) tel que 2%, 5% € L2(Q) pour tout 1 < i,j < d}

H?(Q) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire :

_ ou 9 02
(w, o)z = Jouo+ 300 fo S 9% + 001 Jo aogs ax] T2,03;
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3.2. LES ESPACES DE SOBELEV

H?(9) est un espace de Hilbert. Sa norme est notée || - || 2 :

1/2
lullizz = (Jfo [ul? + Jo IVal® + Jiy [92ul)

Pour une étude détaillée et systématique des espaces de Sobolev, nous renvoyons le lecteur H.

Brézis, [Brel] et Evans [Ev] .

Injection de Sobolev

Dans section nous donnons quelques notions et résultats de injections continues et com-
pactes injections continues et compactes.
Notation
1. E s’injecte d"une maniere continue dans F, signifie que l'injection canonique j : £ — F est
continue et on le note par £ — F.
2. E s’injecte d'une maniere compacte dans F/, signifie que l'injection j : E — F est compacte
et on le note par &/ < F.

Sil <p < N, l'exposant de Sobolev de p est définie par :

. NP
p_N_Pv
ou
1 1 1
p* P N’

Les principales propriétés des injections sont collectées dans les deux théorémes classiques

suivantes :

Théoreme 3.3. (Voir [GTI])

Soit 1 < p < oo. On suppose que 2 est un ouvert de classe C L borné, ou bien ) = Rﬁ 2
1.Si1<p< N,alors W'P(Q) — LP"(Q),

2.Sip=N, alors W'"P(Q) — Li(Q), Vq € [p,+o0,

3.Sip > N,alors WHP(Q) — L>®(9Q).
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Théoréme 3.4. (Rellichﬂ-Kondmchovﬂ) (Voir [GT])
On suppose que 2 borné de classe C'. On a

1.Sip < N,alors WHP(Q) <. LI(Q), VYq € [1,p*],
2.Sip= N,alors W'P(Q) — LI(Q), Vg€ 1,4+,
3.Sip > N,alors WP(Q) —. C(Q).

a. Franz Rellich ne le (14 septembre 1906-25 septembre 1955) était un autrichien-Allemand

mathématicien.
b. Vladimir losifovich Kondrashov était mathématicien Russ le plus connu ne le 1909 et mort

le 1971.

Nous terminons ce paragaraphe par un résultat de compacité ,

Théoreme 3.5. (Voir [Bre])
Si Q est un ouvert borné régulier de classe C, alors de toute suite bornée de H' () on peut
extraire une sous-suite convergente dans L?(2) (on dit que l'injection canonique de H' (2) dans

L%(Q) est compacte).

Les démonstrations des Théorémes 1.3 et 1.4 peuvent étre consultées dans D. Gilbarg et N.
S. Trudinger [GT]]. En ce qui concerne le Théoreme 1.5 nous renvoyons a [Bre].
Terminons ce sous-paragraphe par les deux remarques suivantes :
Les injections de Sobolev sont tres utilisées, elles fournissent des inégalités entre les

normes des espaces de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

L’injection compacte permet de passer de la convergence faible a la convergence forte
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3.3. QUELQUES CRITERES DE CONVERGENCE

3.3 Quelques criteres de convergence

Nous désignons par L!(Q) 'espace des fonctions intégrables sur €2 et nous

rappelons quelques théoremes fondamentaux de la théorie de I'intégration.

7

Théoréme 3.6. (Convergence dominée de Lebesgue)(Voir [Bol,[Malll)
Soit (f,,) une suite des fonctions de L'(2), On suppose que :
1. fu(z) = f(x) p.psurQ,
2. il existe une fonction g € L () telle que pour chaque n, | f, ()| < g(z) p.p.sur Qﬂ
Alors,
fer*(Qet || fo— fllp — 0.

a. On dit que g(z) est une majorante intégrable (fonction dominante) des fonctions f,, ().

Théoreme 3.7. (Convergence dominée de Lebesgue inverse)(Voir [Bo],[Mall])

Soit (fy) une suite de LP(2), tels que : || f, — fl|;» — 0. Alors, il existe une sous suite extraite
(fn,,) telle que :

i) fn,(x) = f(z) ppsurQ,

ii) | fn, ()] < h(xz) VEketp.psur Qavec h € LP(Q).

Pour la definition de la topologie faible sur un espace vectoriel normé, nous renvoyons a
[Bre].

Nous nous limiterons ici a la seule notion de convergence faible.

Définition 19. (la convergence faible et forte) (Voir[1])
Soit (xy,),,~, une suite de I'espace vectoriel normé (E, || - || g) et soit E " son dual topologique On dit

que (x,,) converge faiblement dans E s'il existe un élément x € E tel que :
vieE, lim f(z.)=f(x)ou ({fan) = (fz)).

. E, . - .
Notation On notera z,, — = ou z,, — x pour étre précis, la convergence faible dans E. On
A E A 7z s 7 N .
notera de méme x,, — x ou x,, — x pour étre précis, la convergence forte dans E (c’est a dire

la convergence en norme).

Lemme 3.4. (lemme de Fatou)(Voir [Bol,[Mal])
Soit (f»),, une suite des fonctions de L*(Q) telle que :

®. l'espace des formes linéaire et continues surE, E' = Z(E,R).
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1. Pour chaque n, fn(z) > Op.psur €2,
2.sup [ fo(z)de < +oo.

Pour chaque x € ) on pose :

f(x) = lim 1nf/fn

n—-+00

/Qf(x)d:xgngrfooinféfn(m)dx

Théoréme 3.8. (Théoréme de Vitali)(Voir [Boll,[Mall])

alors f € L' () et

Soient 1 < p < 00,9 C RY mesurable et (f, une suite de LP(Q)) converge p.p vers une
neN ge p.p

fonction f, alors :

fn — f fortement dans LT (Q) <= fest equi — intgrable.
q 4

Le théoreme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de conver-

gence dans L'(Q) pour une suite convergeant presque partout (p.p. en abrégg).

Lemme 3.5. (Brezis-Lieb)(Voir [Boll,[Mal])
Soient 1 < p < oo et (fy), une suite bornée de fonctions de LP(§)) convergeant p.p. vers f, alors
f e LP(Q) et
P _ P_ | f_ f|P
1715 = Tim (1Ll = 1F = fall)
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3.4 Un petit apercu de la théorie des points critiques

3.4.1 Différentiabilité des fonctionnelles

Dans le calcul différentiel, il existe plusieurs notions de dérivées pour des fonctions défi-

nies sur des espaces de Banach. Nous introduisons celle de la dérivée directionnelle.

Définition 20. Soient w une partie d’un espace de Banach X et F' : w — R une fonction a valeurs
réelles. Siu € w et z € X sont tels que pour t > 0 assez petit, on ait u +tz € w,
On dit que F admet au point u une dérivée dans la direction z si la limite existe,

lim F(u+tz) —F(u),
t—0+ t

On notera cette limite F.(u).

Une fonction F' peut avoir une dérivée directionnelle dans toute direction z € X, sans
étre pour autant continue. Lorsque la dérivée directionnelle de F' existe pour certains

z € X, on introduit la notion de dérivée au sens de Gateaux.

3.4.1.1 Dérivé au sens de Gateaux

Définition 21. On dit que F' : C — R est différentiable au sens de Giteaux (G -différentiable) en
u € C,s'il existe | € E* unique, tel que dans chaque direction v € E ot F(u + tv) existe pour t > 0

assez petit, la dérivée directionnelle DFu existe et on a :

lim F(u+tv) — F(u) _ 0w,
t—0+ t

on note DFu :=1.

Une Condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f : £ — R U {+o0} soit
Gateaux différentiable en z( et que la fonction v — f} (o, v) soit linéaire.
Si f est Gateaux différentiable en z, alors f n’est pas nécessairement continue
en zo.

Une fonction G-dérivable n’est pas nécessairement continue.
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3.4.1.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 22. (Voir [Kall) Soit E un espace de Banach, QQ C E un ensemble ouvert,
et I : Q — R une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet enu e, sil

existe A € E' tel que :

ou

I(u+wv) —I(u) = Av + o(||v]]).

Si I est différentiable, alors A est unique et on note I' = A. L'ensemble des fonctions différentiables

sera noté C1(Q, R).

Lemme 3.6. Soit Q2 un ouvert d'un espace de Banach E. Soit I : Q@ — R une fonctionnelle Giteaux
différentiable dans un voisinage de v € Q, alors s'il 'application u — I(,(u) est continue au voisinage

de u. Alors I est Fréchet differentiable et on a :

It (u) = I'(u).

L'importance de le lemme|3.6|réside dans le fais qu’il est souvent techniquement plus
facile de calculer la dérivée au sens de Gateaux et ensuite de prouver qu’il est continue,
plutdt que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.

La gateaux différentiabilité est plus faible que la Fréchet différentiabilité, car ’approche
de la direction v se fait uniquement le long de demi-droites dans le premier cas, et selon
un chemin quelconque dans le second cas ce qui est plus exigeant en terme d’existence

de limite.

®. René Maurice Fréchet mathématicien francais. Mathématicien prolifique né a Maligny le 2 sep-

tembre 1878 et mort a Paris le 4 juin 1973.
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3.4.2 Points critiques

La théorie du point critique et les méthodes variationnelles se sont révélées étre des outils
tres efficaces pour déterminer 'existence de solutions pour les équations différentielles d’ordre
entier.

L’idée est de trouver des solutions d'un probleme aux limites donné en recherchant des points
critiques d’"une fonctionnelle ( fonction d’énergie) appropriée définie sur un espace de Banach.
Au cours des 30 dernieres années, la théorie des points critiques est devenue un outil de taille
pour étudier l'existence de différents types de solutions pour des équations différentielles pré-
sentant une structure variationnelle, nous référons le lecteur aux livres P. Rabinowitz [PM], J.

Mawhin [MW]I].

3.4.2.1 Extremas d’une fonctionnelle
Soit E est un espace de Banach et C' un ouvert de E.

Définition 23. Soit J : C' — R est une fonctionnelle. On dit que u € C' est extrémum de J s'il existe

un voisinage V,, de u tel que :
J(w) < J(u), Yv eV, <= Jest maximal en u, (3.2)

ou

J(u) < J(v), YveV, <= Jestminimal en u. (3.3)

» Lorsque I'inégalité[3.3|est vraie pour tout v € C, on dit que J admet un minimum global en u.
» Si les inégalités 3.2)et [3.3|sont strictes pour u # v, on parle de extremum strict.

» Le mot extremum désigne un maximum ou un Minimum.

Définition 24. (Voir[Kal,IME]) Soient C' un ouvert de I'espace de Banach E et on suppose que J €
CY(C,R). On dit que u € C est un point critique de J, si

J' (u) = 0.

Si u n’est pas un point critique, on dit que u est un point régulier de J. Si ¢ € R, on dit que c est une

valeur critique de J, sil existe u € C' tel que
Ju)=c et J(u)=0.

Si c n’est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur réguliére de J.
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3.4. UN PETIT APERCU DE LA THEORIE DES POINTS CRITIQUES

3.4.3 Fonctions convexes

Définition 25. (Voir[RP])

On dit qu’ une partie C de X est convexe si :
Ve,ye C, VYA€]0,1, A+ (1—-ANyeC.

Lorsque C' est convexe et J : C' — R est une fonctionnelle. On dit que J est convexe si :

Vr,y € C, VYA€)0,1], JOx+ (1 —Ny) <A (2) + (1= \)J(y).
On dit que J est strictement convexe si :

Va,y € C, avecx #y VA €]0,1], JAz+ (1 —Ny) < AJ(z)+ (1= XN)J(y).
Définition 26. Une fonctionnelle J : E — R est coercive si :
lim | (wr)]| = +oo.

llull p—+

Nous renvoyons le lecture a [Kal] pour une étude approfondie a la théorie des points critique
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3.5. QUELQUES FORMULES ET INEGALITES UTILISES

3.5 Quelques Formules et Inégalités utilisés

3.5.1 La Formule de Green

Soit  un ouvert régulier de classe C1. Soit w une fonction de C(2) a support borné dans

le fermé Q. Alors elle vérifie la formule de Green .

ou n; est la i-eme composante de la normale extérieure unité de €2 .
=Premieére formule de Green[Formule d’intégration par parties]
Soit  un ouvert régulier de classe C'. Soit u et v deux fonctions de C*(Q) a support borné dans

le fermé (2. Alors elles vérifient la formule d’intégration par parties

Jo u(z) g;’i (z)dz = — [, v(x)g—;(x)d:c + faﬂ w(z)v(x)ni(z)ds |.

=*La seconde formule de Green
Soit 2 un ouvert régulier de classe C1. Soit u une fonction de C?(2) et v une fonction de C1(Q),
toutes deux a support borné dans le fermé Q. Alors elles vérifient la formule d’intégration par

parties

Jo Au(z)v(z)dz = — [, Vu(z) - Vo(z)dz + [, 3 (x)v(z)ds,

ou Vu = ( gﬁ) est le vecteur gradient de v, et % =Vu-n.
i) 1<i<

3.5.2 La formule de Stokes

Jodivo(z)p(z)de = — [ o(z) - Vé(x)dr + [4, o(x) - n(x)¢(z)ds

3.5.3 Inégalités Utilisés

Pour 0 < v < letp > 0, on ales deux inégalités suivantes :

Vm,n>0:{ (m? =n?) (m=mn) 20
(m™ —=n"7)(m—n) <0

Pour les détails des formules de ce sous-paragraphe, nous référons a P Raviart, M Thomas [RT]

et G.ALLAIRE, FALOUGES[AF].
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Portraits des mathématiciens cités

Le renvoi est fait a la page ou un bref rappel biographique est donné.

Sobolev(13)

Navier(37) Holder(21)
Stokes(17)
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Vitali(26)

i

Rellich(66)

Hilbert(40)

Brezis(26)

Banach(60)

Henri Lebespgue

Lebesgue(31) Schwartz(62)

W Moo

Minkowski(62)

Green(16)
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Lieb(26) Rayleigh(29)

Frechet(70)

Taylor(42)

Cauchy(62)
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Conclusion générale

Dans ce travail, on s’est intéressé a deux problémes différents de type de Kirchhoff qui est
un sujet tres intéressant et riche.
Le premier chapitre est consacré a 1’étude de I’existence et I'unicité de solutions positives du
probleme elliptique non linéaire de type Kirchhoff, puis dans le deuxiéme chapitre on a fait
une généralisation au premier probleme.
L’approche qui est utilisée dans cette étude est variationnelle, elle est appelé la théorie des
points critiques et basée plus précisément sur la minimisation de la fonctionnelle d’énergie.
Les solutions sont obtenues par la minimisation d une certaine fonctionnelle ou par la recherche
des points critiques de cette fonctionnelle.
Les perspectives de ce travail sont multiples, citons a titre deux problemes proposer pour laisser
un débat ouvert pour 'étude de type Kirchhoff :

Probléeme I :

N

fa(z)
+ dans (2,

ful (73)\1)
Au=u=0 sur 0f2.

A2 — (a [, |Vul?de + b) Au+ cu = 12

- ‘u"‘/l

ou 2 est un domaine borné régulier de R" (n > 5), et A? I'opérateur bilaplacain, et Vu le
gradiantdeuet0 <y <1, , 0< 2 <1LA>0, 0<p< 2% eta,b,c, trois constantes positive

avec a+b>0etf; € LIYQ), , fo € LI(Q)avec ¢ = satisfaisant f(z) > 0 presque

_2r
20 4+y—17

2
partout sur x € Q, et 2! = i
n —
H? < L¥(Q).
Probléeme I :

1 est appelé exposant critique de Sobolev pour l'injection

(a fiy |Audz + )"  A2u =3 \uﬁﬁ% dans Q,
' (Pax,)
Au=u=0 sur 0f2.

ot Q2 est un domaine borné régulier de R" (n > 5), et A2 I'opérateur bilaplacain, et0 < v; <1,
,41,02,03, ... € QX > 0,0 < p < 2! eta,b,c, trois constantes positive avec a +b > 0 et
fi € LYQ), , fo € LI(Q)avec g = 2 satisfaisant f(z) > 0 presque partout sur z € €, et

204y —17
2
2f — n4 est appelé exposant critique de Sobolev pour l'injection H? — L% ().
n J—
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Remarque : nous avons rédigé un nouveau article sous le titre
KTahri, and N Brahimi, an existence and uniqueness of solution for bilaplacian Kirchhoff type

equation with singular term.
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Résume :

L'objectif de ce memoire est d'étudier I'existence et l'unicité de
solution pour deux problemes elliptiques non linéaire avec exposant
critique de Sobolev de type Kirchhoff I'un de ces problémes est
généralisation de l'autre. on utilise pour cette étude une méthode
variationnelle basée sur la recherche des points critiques et on s’appuie
plus précisément sur la minimisation des fonctionnelles associés aux
probléemes pour établir des solutions faibles positives.

Mots-clés : probléme elliptique, point critique , méthode variationnelle,minimisation,

exposant critique de Sobolev

Abstract :

The purpose of this thesis is to study the existence and uniqueness of
the solution for two nonlinear elliptic problems with a critical exponent
of Sobolev with Kirchhoff type. One of these problems is a
generalization of the other one. For this study, we use a variational
method based on the search for critical points, more precisely we rely
on the minimization of the associated functional with boundary
problems to establish positive weak solution.

Keywords : elliptic problems,critical point, variational method ,minimization, critical
exponent of sobolev
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