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Introduction

Historiquement, le calcul des probabilités s’est développé au 17ème siècle autour

de problèmes de jeux, dans des situations où le nombre des cas possibles est fini.

En théorie des probabilités et en statistique, une loi de probabilités décrites le

comportement aléatoires d’un phénomène dépendant du hasard.

L’étude des phénomènes aléatoires a commencé avec l’étude des jeux de hasard.

Jeux de dés, tirage de boules dans des urnes et jeu de pile ou face ont été des

motivations pour comprendre et prévoir les expériences aléatoires.

Ces premières approches sont des phénomènes discrets, c’est-à-dire dont le

nombre de les résultats possibles sont finis ou au plus dénombrables.

Certaines questions ont cependant fait apparaissant des lois à support infini non

dénombrable ; par exemple, lorsque le nombre de tirages de pile ou face effectués

tend vers l’infini, la répartition du nombre de piles obtenues s’approche d’une loi

normale.

Des fluctuations ou de la variabilité sont présentes dans presque toute valeur qui

peut être mesuré lors de l’observation d’un phénomène, quelle soit sa nature ; de

plus presque toutes les mesures ont une part d’erreur intrinsèque.

7



INTRODUCTION 8

Les lois de probabilités permettent de modéliser ces incertitudes et de décrire des

phénomènes physiques, biologiques, économiques,...etc.

Le domaine de la statistique permet de trouver des lois de probabilités adapté aux

phénomènes aléatoires.

Le propos de ce mémoire est donc de présenter les fonctions génératrices des

moments ses propriétés et ses applications comme une partie très importantes de

la théorie des probabilités.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Quelques notions de base de la théorie des probabilités en particulier les lois

usuelles de probabilités sont données dans le premier chapitre.

Le deuxième chapitre on entame les notions sur les fonctions génératrice des

moments et ses propriétés, en calculons on détail les fonctions génératrice des

moments des lois usuelles de probabilités.

Enfin, le dernier chapitre on donne quelques des applications de la fonction

génératrice des moments. Le mémoire se termine par une conclusion générale et

les principales références bibliographiques.



Chapitre 1

Lois des Probabilité

Définition 1.1

En théorie des probabilités et en statistique, une loi de probabilité décrit soit les

probabilités de chaque valeur d’une variable aléatoire (quand la variable aléa-

toire est discrète), soit la probabilité que la variable aléatoire appartienne à un

intervalle arbitraire (quand la variable est continue). La loi de probabilité décrit

l’ensemble des valeurs qu’une variable aléatoire peut atteindre et la probabilité

que la valeur de la variable aléatoire soit dans n’importe quel sous ensemble

(mesurable) de cet ensemble.

9
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1.1 Lois Discrètes

1.1.1 Loi Uniforme

Loi d’une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans {1, . . . , n} avec la

même probabilité :

P (X = x) =
1

n
; ∀x ∈ {1, 2, . . . n}

Moments :

E(X) =
n+ 1

2
; V (X) =

n2 − 1

12

Ex : E = « lancer d’un dé régulier » X = numéro apparaissant sur le dé X suit

une loi uniforme de probabilité 1
6

Eléments de calcul pour l’espérance et la variance :

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
;

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

1.1.2 Loi de Bernoulli

loi X ∼ B(p) :

P (X = x) = pxq1−x ; x ∈ {0, 1}
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Moments :

E(X) = p ; V (X) = pq

E : Tirage dans une urne de Bernoulli ayant une proportion p de boules rouges.

q = 1− p Fonction indicatrice de A :

FIGURE 1.1 – X = nombre de boules rouges

1A(x) =

 1 si x ∈ A

0 si x /∈ A

Rq :

X = 1A ∼ B(p(A))

1.1.3 Loi Binomiale

Loi X ∼ B(n, p) :

P (X = x) = Cx
np

xqn−x ; ∀x ∈ {0, . . . , n}
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Moments :

E(X) = np ; V (X) = npq

Propriété 1.1.1

— Si n > 50 et p < 0.1 , X ≈ P(np)

— Si n > 50 et p > 0.1 , X ≈ N (np,
√
npq)

X1 ∼ B (n1, p)

X2 ∼ B (n2, p)

X1 ⊥ X2

⇒ X1 +X2 ∼ B (n1 + n2, p)

E : n tirages avec remise dans une urne de Bernoulli ayant une proportion p de

boules rouges

FIGURE 1.2 – X = nombre de boules rouges
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Outils :

Cx
n =

n!

x!(n− x)!

n∑
x=0

Cx
np

xqn−x = 1

Cx
n =

n

x
Cx−1
n−1

1.1.4 Loi de Poisson

Loi X ∼ P(λ), λ > 0 :

P (X = x) = e−λ
λx

x!
; ∀x ∈ N

Moments :

E(X) = V (X) = λ



CHAPITRE 1. LOIS DES PROBABILITÉ 14

Propriété 1.1.2

Si λ grand , X ≈ N (λ,
√
λ)

X1 ∼ P (λ1)

X2 ∼ P (λ2)

X1 ⊥ X2

⇒ X1 +X2 ∼ P (λ1 + λ2)

Ex : nombre de personnes se présentant à l’arrêt de bus après une durée λ

Outils :
∞∑
x=0

λx

x!
= eλ

1.1.5 Loi Binomiale Négative

Loi X ∼ BN (r, p) :

P (X = x) = Cx
x+r−1p

rqx ; ∀x ∈ N
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Moments :

E(X) =
rq

p
; V (X) =

rq

p2

E : tirages avec remise dans une urne de Bernoulli ayant une proportion p de

boules rouges

FIGURE 1.3 – X = nombre de boules blanches précédent la r◦ boule rouge

Outils :
∞∑
x=0

Cx
x+r−1p

rqx = 1

1.1.6 Loi Géométrique

Loi X ∼ G(p) :

P (X = x) = pqx−1 ; ∀x ∈ N

Moments :

E(X) =
1

p
; V (X) =

q

p2
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Outils :
∞∑
x=0

px =
1

1− p

très utilisé en durée de vie et en biologie.

E = : tirages avec remise dans une urne de Bernoulli ayant une proportion p de

boules rouges

FIGURE 1.4 – X = rang de la 1◦ boule rouge
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1.1.7 Loi Hypergéométrique

Loi X ∼ H(n, N, p) :

P (X = x) =
Cx
NpC

n−x
N−Np

Cn
N

; ∀x ∈ {0, . . . , n}

Moments :

E(X) = np ; V (X) =
N − n
N − 1

npq

Propriété 1.1.3

Si N >> n(N > 10n) , X ≈ B(n, p)

E : n tirages sans remise dans une urne de Bernoulli ayant une proportion p de

boules rouges

FIGURE 1.5 – X = nombre de boules rouges
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1.2 Lois Continues

1.2.1 Loi Uniforme

Loi X ∼ U [a, b] :

f(x) =
1

b− a
1a≤x≤b =


1

b− a
a ≤ x ≤ b

0 sinon

Moments :

E(X) =
a+ b

2
; V (X) =

(b− a)2

12

Fonction de répartition :

F (x) =


0 x < a

x− a
b− a

a ≤ x ≤ b

1 x > b
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Propriété 1.2.1

X ∼ U [a, b]⇐⇒ x− a
b− a

∼ U [0, 1]

1.2.2 Loi Normale

Loi X ∼ N (µ, σ) :

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2(x−µσ )

2

; ∀x ∈ R

Moments :

E(X) = µ ; V (X) = σ2
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Propriété 1.2.2

X1 ∼ N (µ1, σ1)

X2 ∼ N (µ2, σ2)

X1 ⊥ X2

⇒ X1 +X2 ∼ N
(
µ1 + µ2,

√
σ2
1 + σ2

2

)

X ∼ N (m,σ)⇐⇒ U =
X −m
σ

∼ N (0, 1)

Propriétés d’une v.a. U de loi normale N (0, 1) :

On note Φ la fdr de U :

Φ(0) =
1

2
; Φ(x) <

1

2
⇔ x < 0
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Φ(−x) = 1− Φ(x)

P (|X| < x) = 2Φ(x)− 1

1.2.3 Loi Log-Normale

Loi X ∼ LN (µ, σ) :

Y = ln(X) ∼ N (µ, σ)

Moments :
E(X) = eµ+

σ2

2

V (X) =
(
eσ

2 − 1
)
e2µ+σ

2
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1.2.4 Loi Exponentielle

Loi X ∼ ε(λ) , λ > 0 :

f(x) = λe−λx1x≥0 =

 0 x < 0

λe−λx x ≥ 0

Moments :

E(X) =
1

λ
; V (X) =

1

λ2

Fonction de répartition :

F (x) =

 0 x < 0

1− e−λx x ≥ 0
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Loi souvent utilisée en fiabilité : durée de vie d’un composant

1.2.5 Loi Gamma

Loi X ∼ Γ(k, θ) , k > 0, θ > 0 :

f(x) =
xk−1e

x
θ

Γ(k)θk
1x≥0
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Moments :

E(X) = kθ ; V (X) = kθ2

Propriété 1.2.3

Si k = 1 , X ∼ ε(1/θ)

Si θ = 2 , X ∼ χ2(2k)

Si k entier, la loi de X s’appelle loi d’Erlang

Si Xi i.i.d. ∼ ε(1/θ)⇒ Y =
∑n

i=1Xi ∼ Γ(n, θ)

Γ(k) =

∫ ∞
0

tk−1etdt ; Γ(k + 1) = kΓ(k)
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1.2.6 Loi du Chi2

la loi du chi2 à k ddl est la loi de la somme de n variables de loi N (0, 1) :

X ∼ χ2(k) ; k ∈ N∗ ⇐⇒ X a même loi que

Z =
k∑

i=1

U2
i ; Ui i.i.d. ∼ N (0, 1)

Moments :

E(X) = k ; V (X) = 2k

Propriété 1.2.4

X à valeurs positives.

La loi de X/2 est une loi gamma(n)

Lorsque k = 2X suit E(1/2) Si k > 50 ,

X ≈ N (k,
√

2k)
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f(x) =
1

2
k
2 Γ
(
k
2

)x k2−1e−x2 1x≥0

1.2.7 Loi de Student

Loi X ∼ T (k) , k ∈ N∗ ⇐⇒ X a même loi que :

T =
U√
Z/k

; U ⊥ Z ; U ∼ N (0, 1) ; Z ∼ χ2(k)

Moments :

E(X) = 0, k > 1 ; V (X) =
k

k − 2
, k > 2
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Propriété 1.2.5

Si k > 30 alors X ≈ N (0, 1)

1.2.8 Loi de Fisher

Loi X ∼ F (n1, n2) , ni ∈ N∗ ⇐⇒ X a même loi que

F =
Z1/n1

Z2/n2

; Z1 ⊥ Z2 ; Z1 ∼ χ2 (n1) ; Z2 ∼ χ2 (n2)

Moments :

E(X) =
n2

n2 − 2
; n2 > 2

V (X) =
2n2 (n1 + n2 − 2)

n1 (n2 − 2)2 (n2 − 4)
; n2 > 4
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Propriété 1.2.6

X ∼ F (1, n2)⇐⇒ Xa même loi que

F = T 2 ; T ∼ T (n2)
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1.3 Simulations de Lois

1.3.1 Théorème d’inversion

Soit F une fonction de répartition sur R.

On note F−1(y) = inf{x ∈ R/F (x) ≥ y} l’inverse généralisé de F (vaut l’inverse

habituelle lorsque F est continue est strictement croissante). Soit U deloi uniforme

sur [0, 1]. Alors,

1. X = F−1(U) a pour fonction de répartition F

2. Si F est continue sur R et X de fdr F,U = F(X) suit une loi uniforme sur

[0, 1].

1.3.2 Simulation d’une Loi Continue

Simulation de n réalisations X de loi F :

— On simule n réalisations d’une loi uniforme sur [0, 1] (tirage au hasard de n

nombres sur cet intervalle) : u1, . . . , un

— On calcule ∀i = 1, . . . ., n, xi = F−1 (ui) . Ce sont n réalisations de X

de loi F .

1.3.3 Simulation d’une loi discrète

Soit (pi = P (X = xi))1≤i≤n la loi de probabilité discrète d’une variable

aléatoire à valeurs dans {x1, . . . , xn} . On note sk = P (X ≤ xk) =
∑N

i=1 pi

et F (u) =
∑n

k=1 sk−11Xk−1≤u<xk la fonction de répartition de cette loi en tout
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point. Soient u1, . . . , un n réalisations d’une variable de loi uniforme sur

[0, 1]. Alors

∀i = 1, . . . , n, x∗k = F−1 (ui) =
n∑
k=1

xk1sk−1≤ui<sk

Sont n réalisations d’une variable aléatoire discrète de loi F .



Chapitre 2

Fonction Génératrice des Moments

2.1 Fonction Génératrice des Moments

En théorie des probabilités et en statistique, la fonction génératrice des mo-

ments d’une variable aléatoire X est la fonction MX définie par

MX(t) = E
(
etX
)

pour tout réel t tel que cette espérance existe. Cette fonction, comme son nom

rindique, est utilisée afin d’engendrer les moments associés à la distribution de

probabilités de la variable aléatoire X

31
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Définition 2.1

Si à X est associée une densité de probabilité continue f , alors la fonction gee-

nératrice des moments est donnèe par

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etxf(x)dx

En introduisant dans cette équation le développement en série entière de l’expo-

nentielle, cette expression est équivalente à

MX(t) =

∫
R

(
1 + tx+

t2x2

2!
+ · · ·

)
f(x)dx

= 1 + tm1 +
t2m2

2!
+ · · ·

où la dernière égalité est obtenue par le théorème de convergence dominée , et où

mi est le i -ème moment de X . Si la densité de probabilité n’est pas continue, la

fonction génératrice des moments peut être obtenue par l’intégrale de Stieltjes :

MX(t) =

∫
R
etxdF (x)

oùF est la fonction de répartition deX . Les expressions précédentes s’appliquent,

à des variables, aléatoires. Dans le cas d’un vecteur aléatoire à composantes

réelles, la fonction génératrice des moments est alors définie comme suit :

MX(t) = E
(
e〈t,x〉

)
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où t est un vecteur et 〈t, x〉 est le produit scalaire

Propriété 2.1.1

— MX(−t) est la transformée bilatérale de La place de la densité de probabi-

lité f .

— SiX1, X2, . . . , Xn est une suite de variables aléatoires indépendantes (mais

non nécessairement identiquement distribuées) et Sn =
∑n

i=1 aiXi

où ai ∈ R, alors la densité de probabilité de Sn est la convolution pondérée

par les ai des densités de probabilité de chacun des Xi et la fonction de

génération des moments de Sn est donnée par

MSn(t) = MX1 (a1t)MX2 (a2t) ...MXn (ant)

— Comme son nom le suggère, la fonction génératrice des moments est liée

à la série génératrice (exponentielle) des moments. Pour que ce lien ait un

sens il faut bien sûr que les moments soient tous finis et que leur série as-

sociée ait un rayon de convergence non nul. Sous ces conditions la fonction

génératrice des moments est développable en série entière autour de 0 et

les coefficients sont reliés aux moments. Le théorème suivant précise cette

discussion.

Propriété 2.1.2

Toute fonction génératrice des moments est logarithmiquement convexe.
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Démonstration

L’inégalité de Hölder indique que

E[UV ] ≤ (E |Up|)1/p (E |V q|)1/q

pour toutes variables aléatoires U et V et nombres réels p, q tels que

1 < p ; q <∞ et
1

p
+

1

q
= 1

Soit X une variable aléatoire réelle et 0 < θ < 1. En prenant le logarithme de

l’inégalité appliquée à

U = exp ((1− θ)λ0X) ; V = exp (θλ1X) ; p =
1

1− θ
; q =

1

θ

on obtient l’inégalité de convexité

ln E [exp (((1− θ)λ0 + θλ1)X)] ≤ (1−θ) ln E [exp (λ0X)]+θ ln E [exp (λ1X)]

Lien entre fonction génératrice des moments et moments

Soit X une variable aléatoire réelle et MX sa fonction génératrice des mo-

ments. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. iI existe δ > 0 tel que MX(t) < +∞ pour tout t ∈]− δ, δ[.
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2. La variable X admet des moments de tout ordre finis et la série :

∞∑
k=0

E
[
Xk
]

k!
tk

a un rayon de convergence non nul R > 0.

De plus si l’une des 2 assertions ci-dessus est vérifiée alors

— Pour tout t ∈]−R,R [ on a :

MX(t) =
∞∑
k=0

E
[
Xk
]

k!
tk

.

— Pour tout k ≥ 0,MX est k fois dérivable en 0 et E
[
Xk
]

= M
(k)
X (0).

Démonstration

1. implique

2. Soit t ∈ [0, δ], en remarquant que et|x| ≤ etx + e−tx pour tout réel x on

déduit que :

E
[
et|X|

]
≤MX(t) +MX(−t) < +∞

En utlisant alors le développement de la fonction exponentielle en série entière

et le théorème de Fubini-Tonelli on obtient que

E
[
et|X|

]
= E

[
∞∑
k=0

|X|k

k!
tk

]
=
∞∑
k=0

E
[
|X|k

]
k!

tk < +∞

On en conclut que la série entière
∑∞

k=0

E[Xk]
k!

tk est absolument convergente sur
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[0, δ | donc possède un rayon de convergence R ≥ δ.

1. implique

2. Montrons que la série entière
∑∞

k=0

E[|X|k]
k!

tk a un rayon de convergence

R′ = R > 0. Déjà il est clair que R′ ≤ R

On remarque que pour tout k ≥ 0 :

E
[
|X|2k+1

]
= E

[
|X|2k+11|X|≤1

]
+ E

[
|X|2k+11|X|≥1

]
≤ 1 + E

[
X2k+2

]
Ainsi on a pour tout t ∈ [0, R[:

∞∑
k=0

E
[
|X|k

]
k!

tk ≤ et +
∞∑
k=0

E
[
X2k

]
(2k)!

t2k ≤ et +
∞∑
k=0

∣∣E [Xk
]∣∣

k!
tk < +∞

La dernière somme est bien convergente car on sait qu’une série entière est abso-

lument convergente dans l’intérieur de son disque de convergence. Ainsi en utili-

sant une fois de plus le théorème de Fubini-Tonelli on obtient que MX(t) < +∞.

On procède de la même manière pour t ∈]−R, 0].

2.2 Fonction Génératrice des Moments des Lois Usuelles

Nous allons maintenant donner les fonctionnes génératrice des moments des

lois déjà vues ,il faut mieux calculer la fonction génératrice des moments dans

chaque cas
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2.2.1 Fonction Génératrice de la Loi de Bernoulli

Si X suit une loi de Bernoulli X ∼ B(1, p), c’est-à-dire, si :

P (X = 1) = p ; P (X = 0) = 1− p

alors :

MX(t) =
1∑

k=0

P (X = k)tk = (1− p)t0 + pt

donc MX(t) = pt+ 1− p Nous obtenons alors :

M ′
X(t) = p ; M ′′

X(t) = 0

Nous en déduisons :

E(X) = M ′
X(1) = p

et

V (X) = M ′′
X(1) +M ′

X(1)− (M ′
X(1))

2
= 0 + p− p2 = p(1− p)

2.2.2 Fonction Génératrice de la Loi Binomiale

Si X suit une loi binomiale X ∼ B(n, p) c’est-à-dire si :

∀k ∈ [0, n] ; P (X = k) =

 n

k

 pk(1− p)n−k



CHAPITRE 2. FONCTION GÉNÉRATRICE DES MOMENTS 38

ou encore , si

X est la somme n variable de Bernoulli indépendantes X1, ..., Xn de même para-

mètre p alors :

MX(t) = MX1(t) . . .MXn(t)

donc MX(t) = (pt+ 1− p)n Nous obtenons alors :

M ′
X(t) = np(pt+ 1− p)n−1 ; M ′′

X(t) = np2(n− 1)(pt+ 1− p)n−2

On retrouve ainsi :

E(X) = M ′
X(1) = np(p+ 1− p)n−1 = np

et

V (X)−M ′′
X(1) +M ′

X(1)− (M ′
X(1))

2 − np2(n− 1)(p+ 1− p)n−2 + np− (np)2

− np2(n− 1) + np− (np)2 − np− np2 = np(1− p)

2.2.3 Fonction Génératrice de la Loi de Poisson

Si X suit une loi de Poisson X ∼ P(λ), c’est-à-dire si :

∀k ∈ N ; P (X = k) = e−λ
λk

k!
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alors :

MX(t) =
∞∑
k=0

P (X = k)tk = e−λ
∞∑
k=0

(λt)k

k!
= e−λeλt

donc MX(t) = eλ(t−1) Nous obtenons alors :

M ′
X(t) = λeλ(t−1) ; M ′′

X(t) = λ2eλ(t−1)

On retrouve ainsi :

E(X) = M ′
X(1) = λeλ(1−1) = λ

et

V (X) = M ′′
X(1) +M ′

X(1)− (M ′
X(1))

2
= λ2 + λ− λ2 = λ

2.2.4 Fonction Génératrice de la Loi Géométrique

Si X suit une loi géométrique X ∼ G(p), c’est-à-dire si :

∀k ∈ N∗ ; P (X = k) = (1− p)k−1p

alors :

MX(t) =
∞∑
k=1

P (X = k)tk =
p

1− p

∞∑
k=1

(t− pt)k =
p

1− p
t− pt

1− t+ pt
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donc MX(t) =
pt

pt− t+ 1
Nous obtenons alors :

M ′
X(t) =

p

(pt− t+ 1)2
; M ′′

X(t) =
2p(1− p)

(pt− t+ 1)3

On retrouve ainsi :

E(X) = M ′
X(1) =

1

p

et

V (X) = M ′′
X(1) +M ′

X(1)− (M ′
X(1))

2
=

2(1− p)
p2

+
1

p
−
(

1

p

)2

=
1− p
p2

2.2.5 Fonction Génératrice de la Loi Uniforme

Si X suit une loi uniforme X ∼ [1, n] c’est-à-dire si :

∀k ∈ [1, n] ; P (X = k) =
1

n

alors :

MX(t) =
n∑
k=1

P (X = k)tk =
1

n

n∑
k=1

tk

donc

MX(t) =


t

n

1− tn

1− t
si t 6= 1

1 si t = 1

Nous obtenons alors :

∀t 6= 1 M ′
X(t) =

1− (n+ 1)tn + ntn+1

n(1− t)2
donc (parcontinuite de M ′

X et à
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l’aide d’un développement limité du numérateur) M ′
X(1) =

n+ 1

2

∀t 6= 1 M ′′
X(t) =

−n(n− 1)tn+1 + 2 (n2 − 1) tn − n(n+ 1)tn−1 + 2

n(1− t)3
donc

de même, M ′′
X(1) =

n2 − 1

3
On retrouve ainsi :

E(X) = M ′
X(1) =

n+ 1

2

et

V (X) = M ′′
X(1)+M ′

X(1)−(M ′
X(1))

2
=
n2 − 1

3
+
n+ 1

2
−
(
n+ 1

2

)2

=
n2 − 1

12

2.2.6 Fonction Génératrice de la Loi Hypergéométrique

Si X suit une loi hypergéométrique X ∼ H(N, n, p), c’est-à-dire si :

∀k ∈ [0, n] ; P (X = k) =

 Np

k


 N(1− p)

n− k


 N

n


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alors :

MX(t) =
n∑
k=0

P (X = k)tk =
n∑
k=0

 Np

k


 N(1− p)

n− k


 N

n


tk

Compte tenu de l’aspect peu sympathique de cette fonction, nous arréterons là les

calculs.

2.2.7 Fonction Génératrice de la Loi Binomiale Négative

Si X suit une loi binomiale négative X ∼ J (r, p), c’est-à-dire si :

∀k ∈ N ; P (X = k) =

 k + r − 1

r − 1

 pr(1− p)k

(cette variable aléatoire donne, dans une suite d’épreuves de Bernoulii indépen-

dantes, le nombre d’échecs avant le r -ième succès), alors :

MX(t) =
∞∑
k=0

P (X = k)tk = pr
∞∑
k=0

 k + r − 1

r − 1

 (t− pt)k
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donc MX(t) =

(
p

pt− t+ 1

)r
Nous obtenons alors :

M ′
X(t) =

rpr(1− p)
(pt− t+ 1)r+1

; M ′′
X(t) =

r(r + 1)pr(1− p)2

(pt− t+ 1)r+2

On retrouve ainsi :

E(X) = M ′
X(1) =

r(1− p)
p

et

V (X) = M ′′
X(1)+M ′

X(1)−(M ′
X(1))

2
=
r(r + 1)(1− p)2

p2
+
r(1− p)

p
−
(
r(1− p)

p

)2

=
r(1− p)
p2

2.2.8 Fonction Génératrice de la Loi de Pascal

Si Y suit une loi de Pascal X ∼ P(r, p), c’est-à-dire si :

∀k ∈ [r,+∞[ ; P (Y = k) =

 k − 1

r − 1

 pr(1− p)k−r

(cette variable aléatoire donne dans une suite d’épreuves Bernoulli indépendantes

le rang d’apparition du r-ième succés)

alors Y = X + r où X suit la loi binomale négative ci-dessus Par conséquent

•MY (t) = trMX(t) =

(
pt

pt− t+ 1

)r
• E(Y ) = E(X) + r =

r

p

• V (Y ) = V (X) =
r(1− p)
p2
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2.3 Tableau des Fonctions Génératrice des Lois Usuelles

loi et symbole fonction génératrice E(tX)

Bernoulli pt+ q

Binomiale B(n, p) (pt+ q)n

Poisson P(λ) eλ(t−1)

Géométrique G(p)
pt

1− qt
HypergéométriqueH(N, n, p)

CnNq
CnN

F (−n,−Np;Nq − n+ 1; t)

Binomiale négative
(

p

1− qt

)r
Pascal

(
pt

1− qt

)r



Chapitre 3

Application

3.1 Application dans le Calcul des Probabilités

1. Soit X une variable aléatoire discréte a valeur dans N∗ tell que :

P [X = k] =
α

k!

En va calculons α :

Nous devons avoir
∑

k>0 P (X = k) = 1 condition de normalisation

Ona alors :

∑
k>0

P (X = k) = 1 ⇐⇒ α
∞∑
k=1

1

k!
= 1

⇐⇒ α[e− 1] = 1

⇐⇒ α =
1

e− 1

45
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pour la variance : E(X)

puisque X est une variable aléatoire positive on nulle , l’espérance de X

existe toujours dans [0; +∞] et par définition , nous avons

E(X) =
∑
k>0

kP [X = k]

=
+∞∑
k=1

α
k

k!
= α

+∞∑
k=0

1

k!
= α

2. Soit N le nombre de clients à l’entrée du système pendant un intervalle de

temps de 1 unité de temps. Soit X0 l’instant d’arrivée du premier client et

Xi le temps écoulé entre les instants d’arrivée des clients i et i + 1 pour

i = 1, 2, . . . Le temps total écoulé jusqu’à l’arrivée du client n est alors

Sn =
∑n

i=1Xi. Comme les Xi sont supposées iid de loi Exp (λ).

La probabilité que le nombre de clients N soit exactement n pendant un in-

tervalle d’une unité de temps est alors P [N = n] = P [Sn 6 1 < Sn+1]

On peut alors écrire que [Sn 6 1 < Sn+1] = [Sn 6 1] ∩ [1 < Sn+1] =

[Sn 6 1] ∩ [Sn+1 6 1]c = [Sn 6 1] \ [Sn+1 6 1] . Comme [Sn+1 6 1] ⊂

[Sn 6 1] et que, de maniêre générale, P (A\B) = P (A) − P (B) dès que

B ⊂ A, on a :

P [Sn 6 1 < Sn+1] = P ([Sn 6 1] \ [Sn+1 6 1])

= P [Sn 6 1]− P [Sn+1 6 1]

= Fn,λ(1)− Fn+1,λ(1)



CHAPITRE 3. APPLICATION 47

Puisque Fn,λ(x) = 1−
∑n−1

k=0 e
−λx (λx)k

k! 1[0,+∞](x) pour la loi Erlang (n, λ),

on a :

P [N = n] =

(
1−

n−1∑
k=0

e−λ
λk

k!

)
−

(
1−

n∑
k=0

e−λ
λk

k!

)
= e−λ

λn

n!

La variable aléatoire N suit donc une loi de Poisson de paramètre λ.

3.2 Application dans les Calcule des Lois

MX(t) =

 E(etk) =
∑
etkP (X = k) (loi discrète)

E(etk) =
∫ +∞
−∞ etkF (x)dx (loi continue)

3.2.1 Loi de Bernoulli

X ∼ B(p) ; X(Ω) = {0, 1} :

P (X, 0) = 1− p ; P (X = 1) = p
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MX(t) = E(etx) =
1∑
0

etxip(X = xi)

= etx0p(X = 0) + etx1p(X = 1)

= 1 · (1− p) + etp

= (1− p) + etp

MX(t) = etp+ (1− p)

E(X) = M ′
X(0)

M ′
X(t) = (etp) + (1− p)′

= etp

E(X) = M ′
X(0)

E(X) = e0p

= p

V (X) = E(X2)− E(X)2

M ′′
X(t) = (etp)′ = etp

M ′′
X(0) = p = E(X2)

V (X) = p · p2 = p(1− p)
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V (X) = p · q avec q = 1− p

3.2.2 Loi Binomiale

X ∼ B(n, p) ; x(Ω) = {0, 1, ..., n} :

P (x = k) = Ck
np

k(1− p)n−k

MX(t) =
n∑
k=0

etxP (X = k)

MX(t) =
n∑
k=0

etxCk
n(1− p)n−k

= (1− p)n + etnpn · 1

= (etp)n + (n− p)n

MX(t) =
(
etp+ (1− p)

)

E(X) = M ′
X(0)

M ′
X(t) = n

(
etp+ (1− p)

)′ (
etp+ (1− p)

)n−1
= n(etp)

(
etp+ (1− p)

)n−1
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M ′
X(0) = np(p+ 1− p)n−1

= np = E(x)

V (X) = E(X2)− E(X)2

E(X2) = M ′′
X(0)

M ′′
X(t) = (netp(etp+ (n− p))n−1)′

= (netp)′(etp+ (n− p))n−1 +
[
(etp+ (1− p))n−1

]′
netp

M ′′
X(t) = netp(etp+ (1− p))n−1 + (n− 1)(etp)(etp+ (1− p)n−2)netp

= netp
(
etp+ (1− p)

)n−1
+ (n− 1)(etp)

(
etp+ (1− p)

)n−2
= netp

(
etp+ (1− p)

)n−1
+ (n− 1)(etp)

(
etp+ (1− p)n−2

)
netp

E(X2) = M ′′
X(0) = np(1)n−1 + (n− 1)p(1)n−2np

E(X2) = np+ (n− 1)p · np
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V (X) = E(X2)− E(X)2

V (X) = np+ (n− 1)p · np− n2p2

= np[1 + (n− 1)p− np]

= np[1 + np− p− np]

= np(1− p)

donc V (X) = npq avec q = 1− p

3.2.3 Loi Continue Uniforme

X ∼M([a, b]) :

F (X) =

∫ +∞

−∞
F (X)dx =


∫ +∞
−∞

1
b−a si b < x < a

0 si non

MX(t) =

∫ b

a

etxF (X)dx

=
1

b− a

[
1

t
etx
]b
a

=
1

t(b− a)
(ebteat)
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3.2.4 Loi de Poisson

X ∼ P(λ) ; X(Ω) = N :

P (X = x) = e−λ
λx

x!

MX(t) =
∞∑
0

etxe−λ
λx

x!

= e−λ
∞∑
0

(λeλ)

x!

= e−λeλe
t

= eλ(e
t−1)

E(X) = M ′
X(t) = (−λ+ λet)e(−λ+λe

t)

E(X) = M ′
X(0) = λeλ−λ = λ

V (X) = E(X2)− E(X)2

E(X2) = M ′′
X(t)

= λet(e−λ+λe
t

) + λet(e−λ+λe
t

)λet

E(X2) = M ′′
X(0) = λ(eλ−λ) + λ(eλ−λ)λ = λ+ λ2

donc V (X) = λ+ λ2 − λ2 = λ

d’où : V (X) = E(X)



Conclusion

Les fonction génératrice des moments et ses applications jouent un rôle très

important dans la théorie des probabilités. Elle possèdent des bonnes propriétés

peuvent être utiliser dans plusieurs situations d’application et de calcul des proba-

bilités.
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