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Introduction

‘analyse fonctionnelle est I'un des domaine les plus importants et les plus actifs en

Mathématiques et cela du a ces applications dans d’autres domaines comme par

exemple la physique, I’économie, biologie, I'ingénierie et beaucoup d’autre.

L’analyse fonctionnelle représente le cadre le plus favorable pour étudier les équations

différentielles, notamment les probléemes aux limite.

Nous considérons dans ce mémoire un probléme aux limite de la forme

U'(t)=\f(t,U), 0<t<l
U)=0U(1)=0

ol A > 0 est un parametre , et

f:0,1]xR—R
&, U) — f(t,U)

est une fonction continue .

(0.1)

Ce mémoire comprend deux chapitre, dans le premier chapitre, on rappelle les notions

de base nécessaire pour la suite de notre travail. Dans le deuxiéme chapitre et a I’aide d'une

combinaison entre le théoreme d’Ascoli-Arzela et celle du point fixe de Leray-Schauder,

on établit un résultat d’existence d’'une solution non triviale pour notre probleme; a la

fin de ce chapitre on donne deux application de notre résultat.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1  Généralités sur les espaces métriques

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui nous

seront utiles dans la suite de notre travail.

Définition 1.1 (Espace métrique)

Un espace métrique (X,d) est un espace topologique X muni d’une application d :

X x X — R, appelée distance ou métrique, vérifiant :
1. Ve,ye X :d(z,y) =0 x=y.
2. Ve,y € X 1 d(x,y) = d(y,x) (la symétrie).

3. Vr,y,z € X 1 d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (I'inégalité triangulaire).

Exemple 1.1

1. Dans R, on peut considérer la distance d suivante dite; la distance naturelle de

R ou bien la distance usuelle
d([L‘,y) = |JI - y|7vx7y €R.

2. Dans R" :
doo (2, y) = max {|a; — yil}

1
n

)
dp(xay) = (Z ‘37@ — yi!p> pourp > 1
=1

3. Dans C°([a,b],R) = {f : [a,b] — R continue }, (a,b 6 R,a < b) et pour f,g €
O™l 1. B) dlf.9) = sup £ = o8] ds(r.9) = [ 1500) = o)l dofr. ) =

\/ / ))2dt
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4. On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X, en posant pour

0siz=
x,yeX;d(:v,y)z{ nrey

lsiz#y

Cette métrique dite la métrique discréte.

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé)

Soit E une espace vectoriel.

(E,||.]) est dit espace vectoriel normé sur le corps K = R ou C si I'application
|- : E — Ry vérifie :

1.VreE |z[|=0<2=0.

2. VA e K,z € E || Az|| = |A|||z|| ou |.| désigne respectivement la valeur absolue si

K = R ou le module si K = C.

3. Vz,y € E, ||z +y| <|z| + ||yl (I'inégalité triangulaire).

Si (E, | -]|) est un espace vectoriel normé, on définit la distance associée & une norme

par d)(z,y) = ||z —yl.
Exemple 1.2

1. Dans R ou C toutes les normes sont de la forme :
]l = ke, k > 0.

e FEn général, on prend k = 1.

2. Dans R" ou C"

n
lxfly = D fail
i=1

D=

n
|z, = (Z |xi|p> (lorsque p = 2 c’est la norme euclidienne)
i=1

]l = puax {lal}

3. Dans C°([a, ], R)
£l = [ 17,
171 =1 [ CFeypar,
1/llee = sup |£(8)]:

t€la,b]
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Définition 1.3

Soit E un espace vectoriel normé. Deux normes ||-||; et ||-||> de E sont dites équivalentes

s’il existe deux constante cy,co > 0 tels que, pour tout x € E :

allzlh < lzll2 < collz |l

Proposition 1.1

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Remarque 1.1

Ce résultat n’est plus valable si E est de dimension infinie.

Contre exemple en dimension infinie :

Dans C°([0, 1], R) soit f.(r) = max (1 - x,O), On a:
€
1t

€ 1
ﬁ:/ ﬁ+/
€ 0 €

£l = sup |fu(t) = sup [1_-f}::1

t€[0,1] tel0,1] €

1

t t
1- = 1-°
€ €

15 = [ 150lde= [

On voit bien que ces normes ne sont pas équivalentes dans C°([0, 1], R). Car sinon

a-<1<4

Y

o ™
ol ™

Ve>0=0<1<0=1=0 absurde.
Définition 1.4 (Boules)

Soit (X, d) un espace métrique, on définit

1. la boule ouverte de centre a et de rayon r par :

B(a,r) ={x € X | d(a,x) < r}.
2. la boule fermée de centre a et de rayon r par :

B(a,r) ={x € X | d(a,x) <7}.
3. la sphere de centre a et de rayon r par :

B(a,r) ={zx € X | d(a,z) =r}.

t21° €2
[ 26]0 ¢ 2¢€




1.1. GENERALITES SUR LES ESPACES METRIQUES 7

Définition 1.5 (Suite de Cauchy)
On dit que la suite (z,,), dans I'espace métrique (X,d) est de Cauchy si

Ve > 0,3N, > 0 tel que n,m > N, = d(z,,T,) <€

on écrit alors

d(zp,xm) — 0, quand n,m — +o0.

Remarque 1.2

e Toute suite convergente est de Cauchy.

e Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.6 (Espace métrique complet)

L’espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans X converge

dans X.

Définition 1.7 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé complet.

Exemples

e C([0,1]) muni de la norme infinie || f||o = tem[aa)lc] |f(t)].

LP(©) muni de la norme | - ||, pour 1 < p < +oo0.

I"1<p<+4o0:

+o00
* ensemble des suites u = (uy,), oy t-a. Y |un|” < +oo.
=0
—+o00 1/p "
* norme |jull, = (Z ]un]p> .
n=0
o [
* ensemble des suites u = (uy),, .y bornées.

* norme ||ulloo = sup |uy,|.
neN

— Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet (un espace de Banach).

Les espaces de Lebesgue LP([a,b],|.]|,), ou

Jully := ( / |u<x>|de)
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Exemple 1.3

Généralement un espace normé de dimension infinie peut étre complet pour une norme

mais ne ’est pas pour une autre ; 'exemple suivant met ’accent sur une telle situation.

1. L’espace C([0,1];R) muni de la norme || - |1 n’est pas complet. Pour le voir, on

peut par exemple considérer la suite (f,), -, définie par

1 site0,1/2]
fo(t) = n(1+1—t> site[ll—l—l}
A 2 n %’21 n
0 site { + - 1}
2 n’
Elle est de Cauchy au sens de la norme || - ||;1 mais ne converge pas dans

C([0,1];R).

Définition 1.8

Soit K un sous espace d’un espace métrique (X, d). On dit que K est un espace com-

pacte si de tout suite (xy) de point de K, on peut extraire une sous suite convergente.

Définition 1.9 (Ensemble relativement compact)

Une partie Y d’un espace métrique (X,d) est dite relativement compacte s’il existe

un compact K de X tel queY C K.

1.2 Opérateurs compacts

Soit T" un opérateur linéaire d’un espace de Banach E dans un autre F.

Définition 1.10

On dit que T est un opérateur compact si 'image d’un ensemble borné B(Im(B)) est

relativement compact dans F'.

Définition 1.11

L’opérateur T est dit complétement continu, s’il est compact et continu.

Définition 1.12
Un opérateur linéaire T de (E,||.|g) dans (F,|.||r) est dit borné s’il existe M > 0

telle que
1T(llr <Nl VfekE.
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Remarque 1.3

1. Un opérateur linéaire T' est continu si et seulement s’il est borné

2. Tout opérateur linéaire compact est continu

Soient (E, ||.||g) et (F,||.]|r) deux espaces vectoriels normés et 1" : E +— F une application
Définition 1.13

Soit ug € F, on dit que T est continue en uq si

lim [|T'(u) — T(uo)||r =0

U—UQ

Définition 1.14

On dit que T est lipschitzienne s’il existe une constante k > 0 telle que

IT(u) = T()||r < klu vl Yu,veE.

Si k €[0,1], T est dite contraction.

1.3 La fonction Green

Lorsqu’on résout des problemes aux limites avec une non-linéarité au second membre,
il est souvent utile d’introduire la fonction de Green. C’est ce que nous allons faire dans

cette section. Soient p, g deux fonctions vérifiant :
1. p(t) > 0 et contintiment dérivable sur U'intervalle [a, b];
2. r(t) > 0 et continue sur 'intervalle [a, b].

Ces hypotheses seront supposées tout au long du reste de ce chapitre.

Considérons 'opérateur différentiel L défini par

L[z] & jt (mwg) —r(t)z.

L’opérateur L est linéaire, c’est-a-dire
Lciz + coy] = 1 L]x] + eoL]yl.

Il vient en particulier, d’apres le théoréme 9.2.2 du chapitre 9 (avec ¢(t) = 1) du référence

[3] il s’ensuit que le probléme des valeurs propres suivant

{ L]+ Xz =0, tE€]la,b
z(a) =x(b) =0
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admet une suite de valeurs propres A;, avec 0 < A\; < Ay < .. ..

Soit ¢, 1 les solutions du problemes de Cauchy

{ Llg] = 0, € [a, ] { Liy] = 0,t € [a, ]
pla) =0,¢(a) =a#0 »(b) =0,4'(b) =B #0

Notons que 9(a) # 0 car sinon, alors 1 satisfait L[¢)] = 0 et ¥(a) = (b) = 0 et
cela signifie que 1 est une fonction propre de L avec une valeur propre A = 0, ce qui est
impossible. Bien siir, pour la méme raison, nous avons aussi ¢(b) # 0.

Considérons maintenant le Wronskian de ces deux solutions ¢, v :

t '(t
W) = p(t) 90/( )
w(t) P(t)
ou encore
W (t) = o)y (t) — ' () (1).
Alors, il vient d’apres le théoreme d’Abel que, W(t) = —C' , ou C' est une constante, ce

qui donne par définition de p, ¥
—C =W(a) = —¢'(a)ip(a) = W(b) = p(b)¥'(b) # 0.
En d’autres termes, ¢ et 1 sont linéairement indépendants. La fonction de Green de L

(avec des conditions aux limites z(a) = x(b) = 0 ) est la fonction G(¢,s) définie sur le

pavé @ = [a,b] x [a, b] par

1
——=p()d(s), ift € a, s
G(t,s) = p(li)c .
W@(S’W(t% if t € [s,0].
La fonction G est continue sur () et
_ pla)ls) )
G(a,s) = (a)C 0, G(b,s) (00 0 (1.1)

De plus, G est dérivable pour tout (¢, s) € @, s # t. De plus, pour chaque s, en supposant
_ . d
Gy (s ,t) = tl_l)ISQ %G(t,s)

et
G, (s*,t) = lim iG(t,s),

t—st dt

il est facile de vérifier que

G, (s_,t) — Gy (s+,t) = Cp(s)
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Exemple 1.4

Calculons la fonction de Green de L|x] = 2" — x dans I'intervalle [0,1]. onap=r =1

et [a,b] = [0,1]. La solution générale de

r —x=0

est

r=cel + coet.

, , 1 1

Sixz(0) =c1+cy =0et 2 (0) =c¢ —cy =1, on trouve ¢; = 5,02 =3 et on peut
prendre

1

p=3 (et — e_t) = sinh .
1
Siz(l) = cre + 2 _ (et (1) = cre — 2 _ —1, on trouve ¢y = ——,cy = ¢ ot on
e e 2e 2

peut prendre

L, e
e

1 t
-

2 e
R P R
— e
= —sinh(t — 1)

Clairement ¢, sont linéairement indépendants et

O:¢(0):i_6_1—62

— = <0
2 2 2e

ainsi
2e

Glt,s) =4 “5p

e2 —

: -sinht - sinh(s — 1), ift € [0, 5]

T sinh s -sinh(t — 1), ift € [s,1]

est la fonction de Green que nous recherchons.
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La fonction de Green de L peut étre utilisée pour transformer un probleme aux limites
en une équation intégrale.

Théoréme 1.1

Pour toute fonction continue h(t), le probleme non homogéne

{ Liz] + h(t) =0, te€[a,b]

admet une solution unique donnée par la fonction

() = / "Gt 5)h(s)ds.

Démonstration : Pour simplifier la notation, on prend p = 1. En utilisant (1.1), on trouve
b
:/ G(a,s)h(s)ds =0
a

b
2(b) = / G(b, )h(s)ds = 0
a
de sorte que b:z: satisfait les cor;)ditions aux limites souhaitées. De plus, en décomposant
t
l’intégrale/ ds en/ ds+/ ds, on aura
a a t

et

t b
_ / G(t, $)h(s)ds + /t G(t, 5)h(s)ds.

1
Puisque pour a < s < t on a G(t,s) = 5(90(5)@[)(75)), tandis que pour t < s < b on a

Gt s) =

6(@@)1/}(8)), il s’ensuit que

/‘P d+<p/¢ %) ds

Alors x(t) est dérivable et en utilisant le théoreme fondamental du Calcul, on obtient

20 =) [ EP sy Lowpna
b S S
(o) [ PR s - Zueon
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Donc 2’ est aussi dérivable et on a
2(t) =" (8) / AV s+ L' @)e)h(t)
(o) [ as - Lauon

C C
t p(s)h(s bap(s)h(s
_ir) [ gy [,
4 W 0p(t) — ¢ (0(0) ()

On note ¢/ (t)y(t) — ' (t)p(t) = W(t) = —C. Alors

tpo(s)h(s bap(s)h(s
Llx] = 2"(t) — rx = " (t) j o )C]’l( )ds—i—cp”(t)/t 4 )C}’L( )dsh(t) —rx

Alors L[p] = ¢" —ro =0et L[t)] =" — r¢p = 0, on trouve

x]:ﬂ/J(t)/: SO(S?( 1/)8)6},1 —h—rx
:rllﬁ(t) tgo(s)Ci’L /1/)8)ch ] h—rx
_rl/ s t)h /SD ds]—h—rm
—T/Gts s)ds —h—rx=rx—h—rx=—h.

Ceci prouve 'existence d’une solution de (1.2). Pour prouver l'unicité, soit 1, xs deux
solutions de (1.2). Ensuite, si on prend z = x1 — x9, alors on a L[z] = L[z1] — L[z2] =0
et z(a) = z(b) = 0.

Et par suite A = 0 n’est pas une valeur propre de L avec des conditions aux limites nulles,

il s’ensuit que z(t) = 0, ce qui donne x1(t) = x2(t) pour tout ¢ € [a, b]. [ |

Corollaire 1.1

Si f(t,x) est continue, alors

() = / "Gt 5) (5, 2(s))ds

est une solution de L[x] + f(t,z) = 0,2(a) = x(b) = 0.
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1.4 Théoreme d’Ascoli-Arzela

Ci-dessous on rappelle le théoreme d’Ascoli-Arzela qui est un outil classique et puis-
sant pour montrer qu’'une partie de ’espace des fonctions continues sur un compact est
relativement compacte.

Définition 1.15

Soit M un sous ensemble de E = C([a, b],R), M est dit équicontinu si et seulement si

Ve > 0,Vz € [a,b],35 > 0,Vy € [a, b]
llz —yll <d] = [Vf e M, |f(z)— f(y)l <e]

Exemple 1.5

Si k est un nombre réel positif, alors I’ensemble des fonctions lipschitziennes de E dans

R de rapport k est équicontinu. En effet, pour ¢ fixé, il suffit de prendre

dans la définition 1.15.

Théoréme 1.2

Soit C([a,b],R), —00 < a < b < +00, I'espace des fonctions continues définies sur le

compact [a,b] et a valeurs réelles muni de la norme

Jull = xmas [u(t)]

Une partie F de C([a, b], R) est relativement compacte dans C([a,b], R) si et seulement

si elle est uniformément borné et équicontinue.

Remarque 1.4

Le théoreme d’Ascoli-Arzela nous permet de caractériser les ensembles relativement
compacts de C (E1,K), ( avec E; un espace métrique compact, K = R ou C), ceci
n’est pas vrai pour les ensembles relativement compacts de n’importe quel espace de

Banach.

Exemple 1.6

Soient ky et ko deux réels strictement positifs. Le sous-ensemble F des fonctions réelles

continues sur [a, b], dérivables sur |a,b| qui vérifient

|[f ()] < Ky et sup |[f(£)] < ko,
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pour tout t € [a,b], est relativement compact dans C([a, b], R).
En effet, pour tout f € F, le théoreme des accroissements finis, prouve que pour tout

to,t € |a,b] il existe ¢ €]ty,t] tel que

[F(8) = f ()| = |f" ()l £ = tol .

Donc |f(t) — f (to)| < k2|t — to| . Fixons ty € |a,b]. Soit € > 0 et n = k:i’ alors
2

Vi€ a,b], [t —to| <n=[f({) = f(to)| <e.

Ce qui est exactement I’équicontinuité de F en ty. Comme nous pouvons prendre
pour ty n’importe quel point de [a,b], on en déduit que F est équi- continu.

On a |f(t)| < ki pour tout f € F ce qui implique que || f||. < k1 et partant
VfeF,feB(0,k),

ie.,

FCB(0k),

d’ou la bornitude de F.

Finalement, Comme F est borné et équicontinu, alors le théoréme d’Ascoli-Arzela

assure que JF est relativement compact.

1.5 Critere de compacité d’Ascoli-Arzéla

Soit F un espace vectoriel normé et A une partie de E'; on rappelle que A est compacte
si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge. Dans le

cas ou E est un espace de dimension finie,
A est compacte <= A est fermée bornée

et

A est relativement compacte <= A est bornée.

Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +o00. Le théoréeme de Riesz[4] nous dit
que la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé E est compacte si et seulement si
la dimension de E est finie.

On s’intéresse ici au cas F = C/([a, b],R), espace vectoriel normé de dimension infinie,

et on veut caractériser les parties relativement compactes; en particulier, étant donnée
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une suite de fonctions de E = C([a, b], R), sous quelles hypotheses peut-on en extraire une
sous-suite qui converge? Une condition nécessaire évidente est que la partie considérée
soit bornée (une partie relativement compacte est toujours bornée).

Théoréme 1.3

Soit (X, d) un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H un sous ensemble
de C(X,Y) muni de la norme sup : || - ||o. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e. Vx € X, I'ensemble {f(z) : f € H} est borné
dans Y.

2. H est équicontinu, i.e. I'ensemble

H (z9) = {f (z0), [ € H}
est équicontinu pour tout xog € H c’est a dire

Ve > 0,3V CV(x), Ve e X,Vfe Hxz eV =|f(x)— f(z)|y <e.

Remarque 1.5

Si X =la,b] Cc RetY =R H C C([a,b],R) est dit équicontinu sur I'intervalle

compact [a,b] si :

Ve > 0,30 > 0,Yf € H, Vi1, ts € [a,b] : |t1 —ta| <d=|f(t1) — f(t2)| <&

Lemme 1.1

Soit (fn)neny C C(la,b],R) une suite de fonctions vérifiant :

1. (fn)pen est uniformément bornée, i.e.
K > 0,¥n €N ||full < K
2. (fa)nen st équicontinue, i.e.
Ve > 0,36 = d(¢),Va,y € [a,b] : |z —y| <0 = |fulz) — fuly)] <e,¥Vn eN.

Alors, (fy),en admet une sous-suite convergente. (i.e. (fy), oy est relativement

compacte.)
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Corollaire 1.2
Si la suite de fonctions (f,),cy est bornée dans C'([a,b],R) (i.e. Les suites (fn)

neN

et (f,),en sont bornées dans C([a,b],R)) alors elle admet une sous-suite convergente

dans C([a,b],R). Autrement dit : C'([a,b],R) s’injecte d’une facon compacte dans
C([a, b], R).

Remarque 1.6

En général C*([a, b]) s’injecte d’une fagon compacte dans Ckl([a, b)) avec k > K.

Démonstration :
~ (fn)nen est bornée dans C([a,b]) implique que la premiére condition du lemme
(1.1) est satisfaite.
~ (f}) hen €st bornées dans C([a, b]) donne la deuxiéme condition du lemme (1.1). En

effet, pour tout z,y € [a,b], on a

|fu(@) = fu() = |fn (O] |z —yl,€ €] z,y[ et n € N

donc, il suffit de prendre § = % u




CHAPITRE 2

Existence de solution pour un

probléeme aux limites

Nous considérons dans ce chapitre le probleme aux limite suivante :

{ U’(t) :)\f(t,_U()), 0<t<1 (2.1)

ol A > 0 est un parametre , et

est une fonction continue .

2.1 Existence de solution

A Taide du théoreme d’Ascoli-Arzela on démontre que ce probleme admet au moins
une solution non triviale ( U # 0 ) dés que 0 < A < A* ou A* est une constante a
déterminer.

En fait on démontre le résultats suivant

Théoréme 2.1 ([5])

Supposons que f(t,0) # 0 et supposons qu’il existe dans L' ([0, 1]) deux fonctions non
négatives (p(t) > 0,7(t) > 0 ) telles que :

If(t, U)| < p(t).JU| +r(t) pour presque tout (t,U) € [0,1] x R (2.2)

et supposons encore qu’il existe ty € [0, 1] tel que :

p(to) # 0

Alors il existe \* > 0 tel que VO < XA < X\, le probleme aux limites (2.1) admet une
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solution non trivial (U # 0 ) dans C([0, 1]) ( I'espace des fonctions continues )

Avant de démonter ce théoréme , nous faisons appelle au lemme suivant qui sera un point
de départ pour notre preuve :
Lemme 2.1 ([5])

Soit y € X, ou X est I'espace des fonctions continues C([0, 1]) muni de la norme

1U]] = max [U(?)]

te[0,1]

Alors le probléme aux limites

{ U'(t)—y(t) =0, 0<t<]l1 23)

ol
G(t,s) =
est la fonction de Green pour le probléeme suivant :

U't)y=0, 0<t<1
U0)y=U(1)=0

(Fo)

Ainsi on remarque que si on pose y(t) = Af(t,U) alors le probleme (2.3) n’est autre que

le probleme (2.1), et par suite une solution pour le probleme (2.1) est donnée par :

v = LGt 5) f(s, U(s))ds (2.4)

et si on pose T est 'opérateur de X dans X définie par :

() = )\/01 G(t, 5)f(s, U(s))ds

VYU € X alors démontrer I'existence de U(t) qui vérifie I'équation (2.4) revient a démonter
Iexistence d’un point fixe pour l'opérateur T c’est a dire démonter 'existence d’une

fonction U € X telle que :
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Pour démontrer 'existence de ce point fixe, on utilise le Théoreme de point fixe de Leray-
Schauder
Théoréme 2.2 (de Leray-Schauder [2])

Soit X un R- espace de Banach , ) un ensemble ouvert et bornée de X , 0 € () et

T:0—X

un opérateur complétement continue, Alors :
i) ou bien il existe x € O, u > 1 tel que T'(x) = px ; (02 désigne la frontiére de

ii) ou bien il existe un point fixe x* € ) ie

T(x*) =z"

Ainsi on voit qu'une condition nécessaire pour qu’on puisse applique le théoreme de Leray-
Schauder et que T' soit complétement continue .

Une propriétés qui sera démonter par la suite a 'aide de théoreme d’Ascoli-Arzela ( la
preuve de cette propriétés sera étudier en détail dans la fin de cette section )

Supposons pour le moment que notre opérateur

) = )\/01 G(t, 5)f(s, U(s))ds

est completement continue, Alors pour démontrer I'existence du point fixe U* € X on
démontre que l'assertion (i) dans le théoréme de Leray-Schauder ne peut se produire en
aucune cas !

pour cela on raisonne par ’absurde.

Avant de commencer ce raisonnement par I’absurde, faisons la remarque suivante :
Remarque 2.1

Vt, s € [0, 1], la fonction de Green

(2.5)
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Démonstration: En effet
A Si0<t<s<1,alors G(t,s) =t(1 —s), on a deux cas
1.Sis§%:>t§s§% (1)
et Comme1>s5s>0=0<1-5<1 (2)

1 1

de (1) et (2) on déduit que t(1 —s) <1.- = —
1 1 12 2 1 1
2. 8is>-=-s<—--=0<1-s5<-, 0<t<l=t(l-s)<l-=-
SlS>2:> s < 2:>0_ 8_2,0_ <l=tl-s)< 97 9

B. Si0<t<s<1,alors G(t,s) = s(1 —t) et avec un raisonnement analogue, on

distingue deux cas :

) 1 1 . 1
1. Slt§§:>8§t§§c’estad1r65§§ (3) et comme 0 <t<1=02>
—t>-1=0<1-t<1 (4
1 1 1
2. Sit>§:>—t<—§:1—t<1—§:§etona0§s§1donconaura
1

Commengant maintenant la preuve de théoreme (2.1)

Démonstration: On a d’apres la condition (2.2) du théoréme (2.1) que
|f (&, U)| <p(t).JU| +r(t) pour presque tout (t,U) € [0,1] x R
en particulier pour U =0 on a :
£ (£, 0)] < r(D).
Or on a supposé que f(t,0) # 0 donc
|f(t,0)] >0=r(t) >0
= /0 (bt > 0 (2.6)

D’autre part; comme on a supposé l'existence ¢ty € [0,1] tel que P(ty) # 0, alors on

obtient que
/01 P(t)dt >0
En effet :
Si on pose
f'(s) = P(s) (2.7)
alors :

1 1
| Plias= [ fis)ds= 1) - 50
0 0

Ainsi il vient d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire qu'il existe t € [0, 1] tel que :

fQ@) = £(0) = f'(to)(1 - 0) (2.8)
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ott f'(to) = P(to) d’apres (2.7) et comme P(ty) # 0 par hypothese (2.8) devient :

() —£(0) #0

mais

donc
1
/ P(s)ds # 0
0
et comme P(s) est une fonction non négative (P(s) > 0) on en déduit que

/0 ' P(s)ds > 0 (2.9)

(2.9) et (2.10) impliquent que la quantité

/O Lyt
/01 P(s)ds

Considérons maintenant ’ensemble suivant :

m = > 0.

Q={U €C([0,1]) : ||U]| < m}

c’est la boule ouvert de centre "0" et de rayon m ; la fermeture de ©( ou bien ’adhérence
) qui est
Q={UeC([0,1]) : |U]| < m}

la frontiére de €}

00 = {U € ¢([0,1]) : |U]| = m}.

Dans ce qui suite, nous démontrons que (i) n’est pas vérifié dans notre situation, c’est a
dire si U € 912 tel que :
TU = pU

alors p est nécessairement inférieur a 1
ce qui nous ramené a considéré (ii) c’est a dire l'existence du point fixe
Soit donc U € 05 tel que :
TU = pU (2.10)

avec

p>1 (2.11)

alors

T = [[wU = pllU|| = pm
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D’autre part :

ITW)] = e [T 1)

— max
0<t<1

AA%MJ”@U@MS

1
=£%AOGW$W&W@WS

1
comme G(t,s) < 3 donc :

i@yl < 5 [ 1t Uts)ias

Or avec la condition (2.2) on trouve
At At
IT@) <5 [ PO +5 [ r(s)ds
2 Jo 2 Jo

A A
< — Z
) < ax VL5 [ Pls)ds+5 [ r(s)ds

donc

1 1
1T < 1015 [ Pls)ds+5 [ rispas
1

En choisissant \* = , alors quand 0 < A < \* | (2.12) devient

T
P(s)ds

[ sy
IT@)) < V] + 52— =m
/0 P(s)ds

Ainsi (2.10) et (2.13) nous donnent

wU =||T(U)|| <m = <1 contradiction avec (2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

et par conséquent il vient d’apres le théoreme de Leray-Schauder que 'opérateur T admet

un point fixe

U eQ tel que T(U*)=U*

puisque f(¢,0) # 0, on en déduit que le probléme (2.1) admet une solution U™ non triviale

V0 < A < X" avec U™ € C([0,1])
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2.2 Unicité de solution

Dans ce qui suite on présente un résultat d’unicité c’est un corollaire du théoréme
(2.1).
Corollaire 2.1

supposons que f(t,0) # 0, et qu’il existe une fonction non négative p € L'([0,1]) (p >
0) telle que :
£, U1) = f(£,U2)] < p(t)|Ur — U (2.15)

pour presque tout t € [0,1] et pour Uy, Us dans R et supposons qu’il existe ty € [0, 1]
tel que p(to) # 0.

Alors, il existe une constante \* > 0, telle que YO < A < \* le probléme aux limite

(2.1) posséde une solution unique non nulle U* dans C([0, 1], R)

Démonstration: Sans perdre en généralité, on peut supposer que Us # 0, car si non c’est

a dire si Us = 0 alors la condition (2.15) devient,

[£(t,U1) = F (&, 0)] < p(£)|U]

et par suite :

£ (&, Un)] = [f(t,Ur) = f(£,0) + (£, 0)]
< [f(6UL) = F(&0)[ + 1£(2,0)]
< P(0)|Ur = 0] + | £ (£, 0)]
P@O)|UL| + |£(t,0)]

et cela implique D'existence solution d’apres le théoreme (2.1)

Si Uy # 0, alors pour démontrer ’existence et 'unicité, il suffit de montre que 'application

1
T(U) = )\/0 G(t,5)f (s, U(s))ds

est une contraction .
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En effet :

IT(U1) = T(U2)| = f[%aﬁ(/\

1
7A/ 1£(s,U1(s)) — f(s,Us(s))]
< 2/ ‘U1 UQ(S)DdS

maX |U1(s) /
[0,1]

U2~ sl f/ P(s

/01 G(t,s)(f(s,Ui(s)) — f(s,U2(s)))ds

| /\

IN

IN

1 -1
Donc, en choisissant A < A* ou \* = (/ P(s)ds> , on obtient
0

1
I7(Uh) = T(W2)ll < 511Uy = Ue

ce qui prouve que T est en fait une contraction.

Dongc, il vient d’apres le théoréme du point fixe de Banach que notre probléeme (2.1)

admet une solution unique U* € C([0, 1], R)

2.3 Applications

Dans cette section on donne deux applications de notre résultat

2.3.1 Application 1

considérons le probleme aux limite de deuxiéme ordre suivant :

1+
y(0) = y(1) = 0.

tsin(t
y”:)\<y. Sln()+t(1+t)>,0<t<1
(%

D’apres le théoreme (2.1) , on a

el = oD

tsin(t
, o)
1+t

+t(1+t)|

+t(1+1)

—t2|y| +t(1+1)
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t
ainsi, on remarque que P(t) := e donc :
1 ! Lot oo oro2t -1
N = (/ P(s)ds) _ (/ dt) _ [/ dt} .
0 o 1412 2Jo 1+1t2
Or
11 2t log 2

1 911

d’ou \* = et par suite VO < A <
log 2 log 2
le probleme %*) admet une solution non nulle U* € C([0, 1], R)

2.3.2 Applications 2

Une deuxieéme application est donnée par :

1+t
//:)\ 't
Y (ye * log(2 + )

y(0) =y(1) =0

(P ) 0<t<1

Pour appliqué le théoreme (2.1), il faut que notre probleéme (P,) vérifié les conditions du

théoreme (2.1)

Si on pose : f(t,y) b+ 1+¢ alors
ion : =y.e' + ——— alors :
P =Y log(2 +t)
1+ ¢
t = |yt + ———
(£, y)] ‘ye +1Og(2+t)‘
1+¢
<lylet+ — 1" telo1
Ainsi ,
1+1
t)=¢ et r(t)= ———
) =< et r(t) = o
, . 1+ A
Les deux fonctions e et ————— sont non négative Vt € [0, 1].
log(2 +t)
1 1
Il existe ty € [0, 1] (to = 2) tel que p(ro) =e2 #0
70 = g v o
" log(2 4+ 1) ’
comme les conditions du théoreme (2.1) sont vérifiées alors il existe \* € R | \* = —4———
/ p(t)dt
0

tel que VYA €]0, \*], le probleme (p,) admet une solution non trivial.
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Le calcule \*

)\*: = = — =

1
Donc V) € ]0, 1] , le probleme py, admet une solution non trivial
6 _—




Conclusion

ous présentons dans ce mémoire une des applications du théoreme d’Ascoli-Arzela

dans la théorie des opérateurs. (c’est un outil efficace pour démontrer qu'un opé-

rateur est complétement continu). Autre que ce théoréme ; le théoréeme de Leray-Schauder
représente aussi un résultat treés important en analyse fonctionnelle et surtout lorsqu’on
traite des probléemes aux limite ; dans ce mémoire on investisse ces théoremes pour prouver

I’existence d’une solution non triviale pour notre probleme.
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