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0.1 Introduction

En mathématique, la géométrie différentielle est I’application des outils du calcul différentiel
a I’étude de la géométrie. Les objets d’étude de base sont les variétés différentielles, en-
sembles ayant une régularité suffisante pour envisager la notion de dérivation, et les fonc-
tions définies sur ces variétés. La géométrie différentielle trouve sa principale application
physique dans la théorie de la relativité générale ou elle permet une modélisation d’une
courbure de I’espace-temps.

En mathématiques, les variétés différentiables sont les objets de base de la topologie
différentielle et de la géométrie différentielle. Il s’agit de variétés sur les quelles il est
possible d’effectuer les opérations du calcul différentiel et intégral.

Une variété différentiable de dimension n se définit d’abord par la donnée d’une variété to-
pologique, espace topologique localement homéomorphe a I’espace R". Les homéomorphismes
locaux sont appelés cartes et définissent des systemes de coordonnées locales. La struc-
ture différentielle est définie en exigeant certaines propriétés de régularité des applications
de transition entre les cartes. Cette structure permet par exemple de donner une définition
globale de la notion d’application différentiable.

La géométrie Riemannienne est une branche de la géométrie différentielle nommée en
I’honneur du mathématicien Bernhard Riemann, qui a introduit le concept fondateur de
variété géométrique. Elle étend les méthodes de la géométrie analytique en utilisant des
coordonnées locales pour effectuer 1’étude d’espaces courbes sur lesquels existent des
notions d’angle et de longueur.

Plus généralement, la géométrie Riemannienne a pour but 1’étude locale et globale des
variétés Riemanniennes. En mathématiques, et plus précisément en géométrie, une variété

Riemannienne est une variété différentiable ayant une structure supplémentaire (une métrique



Riemannienne) permettant de définir la longueur d’un chemin entre deux points de la
variété c’est-a-dire les variétés différentiables munies d’une métrique Riemannienne.

Le travail présenté ici est consacré a 1’étude de quelques proprietés des Variétés rieman-
niennes et qui est réparti comme suit

Dans le premier chapitre, on rappelle la notion de variétés différentiable qui est par
définition un espace topologique séparé M muni d’une structure différentiable, c’est la
donnée d’un atlas sur M, ie : il existe un recouvremenr ouvert {U;},., de M et des
homéomorphismes de transitions {¢;},., définis de U; dans ¢; (U;) ouverts de R", telle
que Iapplication ¢; o ¢; : ¢; (U; NU;) — ¢; (U; N U;) soit un C*-difféomorphisme.
Ensuite, dans la deuxiémme chapitre, on donne des définitions et des propriétés de base
des variétés Riemanniennes

Le troisiéme chapitre consiste a définir quelques opérateurs sur les variétés riemannienne

a savoir I’opéateur gradient, I’opérateur de divergence et I’opérateur de Laplace.



Chapitre

Variétés Différentielles

1.1 Rappels de topologie

Définition 1.1.1 Un espace topologique est un ensemble M muni d’une famille de sous-

ensembles de M, appelés ouverts, telle que :
1. O et M sont des ouverts.
2. Uintersection (), U,, d’un nombre fini d’ouverts est un ensemble ouvert.

3. Uunion | J, U,, d’ouverts est un ensemble ouvert.

Toplogie de M est la famille d’ensembles choisis comme ouverts.

un ensemble est fermé si son complément est ouvert.

Remarque 1.1.1 .
() et M sont des ouverts et fermés au méme temps .
M est separé, si pour tous les points distincts « et 3 de M il existe des voisinages U, et

Us qui ne s’intersectent pas, i.e. U, [Ug = O.



variété différentielles

1.2 Notion de variété

Définition 1.2.1 (homéomorphisme)

Soit 1 : M — N une application entre deux espaces topologiques, on dit que |1 est
continue si pour tout ouvert V. C N limage réciproque p~*(U) C M est un ou-
vert.’application continue ;1 : M — N est un homéomorphisme si elle est inversible

et u=t: N — M est continue.

Définition 1.2.2 (la carte) Une carte de dimension n sur M est un couple (U, p) vérifier

les conditions suivantes :
1. UnouvertU C M;

2. Un homéomorphisme o : U — p(U) C R™

Lensemble ouvert U est le domaine de la carte.Pour p € U, p(p) = (z'(p),...,z™(p)) €
R™ : ¢ est appelée la fonction coordonnées.

Un point de M peut appartenir a deux domaines différents corespondant a deux cartes

(U, @) et (V,9) .

Définition 1.2.3 Soit les deux cartes (U, ) et (V1)) sur M ont dit qu’elles compatible si
Uintersection de U et V égale O ou si o o1p~1 est un difféomorphisme entre les ouverts de

R™ s’appelle application de transition.



variété différentielles

Définition 1.2.4 (Atlas)
La famille de carte A = (U;, j1;),c; de dimension n de M est différentiable de dimension

n est un atlas différentiable de dimension n si elle vérifiées les trois conditions suivantes :
1. M=, Us
2. Vi € I(U;, ;) est une carte de dimension n .

3. Vi, j € I(U;, i) et (Vi,1p;) sont compatibles.

Remarque 1.2.1 1. On dit q’un atlas est de classe C* si tous les changements de

cartes sont des difféomorphismes de classe C*.
2. Deux atlas A et A’ sont dit Ck-compatibe si leurs union est un atlas de classe C.

3. Deux atlas A et A" sont dit équivalents si ils sont compatible.

Proposition 1.2.1 (Atlas maximal)
Si M est un espace toplogique séparé,et A un atlas sur M alors il existe un unique atlas
maximale A,,q. contenant A sur M définit par

Amax = {(U, @) carte sur M compatible avec A}.

1.3 Variétés Différentiables

Définition 1.3.1 (Variétés)
Une variété différentiable de n dimension est un espace topologique séparé M muni d’un
atlas différentiable A de dimension n, notons par le couple (M, A). on note dans le cas
général :

1. atl(M) = Ay Uatlas maximal de M.

2. atl(M,z) ={(U, ) € Amax,* € A}.

10



variété différentielles

Exemples 1.3.1 .
1. RP est une varieté de dimension p munie de I’atlas A = (RP, [dRP)

2. Tout espace vectoriel de dimension p est une varieté de dimension p muni de l’atlas

A={(E,I)} telque :

oi (e1,...,ep,) est une base de £

3. La sphere S = {(x,y) € R* 2? 4+ y*> = 1} est une variété de dimension 1 munie

des projections suivantes :

oy :US ={(z,y) e SHy>0} =] -1, 1[CR
(z,y) — x
()| -~y
v (5 T)
o, U, ={(z,y) e Shy<0} =] -11CR

(z,y) =z
(gpg)_l :} -1,1[— U;

T — (x, —V1— a:2>

11



variété différentielles

of U ={(z,y) € S >0} =] -1, 1[CR
(,y) =y
(ei) |~ Uy
y ( 1—y2,y)
¢, Uy ={(z,y) € Sz <0} =] -1, 1[CR

x

(z,y) =y

(¢0) |~ 11— U7
y*—>(— 1—y? y)
Ona:
a)S'=UfUU, UUSUU,
b)yurnuU, #0, UfnU; #0

c)
ot o () :] 0,1 —]0,1]

21 =22
est un difféomorphisme de classe C*.
on montre que o, N @) o () et ©, © ()" sont des difféomorphismes
de classe C*.Donc S est une variété de dimension 1 muni de Uatlas : A =
{(UF,0)) (U 0,) (UF00), (Us,02) )
4. Soit U'application f : I C R — R une fonction de classe C*, Alors le graphe

[ = {(z, f(x)) € R* x € I} est une variété de dimension 1 munie de atlas U =

{(T',0)} ot

p:(zy) el = plr,y)=xvel

Définition 1.3.2 Une structure différentiable de n dimension sur M est une classe d’équivalence

d’atlas de dimension n de M

12



variété différentielles

Exemple 1.3.1 le cercle S* C R?, muni de la topologie induite, est une variété de dimen-
sion 1; mais ce n’est pas homéomorphe & R (Car S* est compact). Une carte ne suffit pas

pour créer un atlas. On définit deux cartes (U, p1) et (U, 2);

Ur = SN\{(1,0)}
pr: U —]0,2n]
(cos 0, sin 6) — 0
Uy = S™\{(-1,0)}
pa: Uy —]—m7]

(cosf,sinf) — 6

Le cercle recouvré par les domaines de ces cartes : Uy U Uy = S'. plus pr005" est un
difféomorphisme,et montrant que les deux cartes sont compatibles. Alors {(Uy, ¢1) , (Ua, v2)}

est un atlas définit une structure différentiable sur S*.

13



variété différentielles

Exemple 1.3.2 (Projection stéréographique).
Soient S = {(x,y) e R%: 22 +y> = 1} et = {(Uy, 1), (Us, p2)} tels que Uy = S* —

{<O’ 1>}’ Uy = St — {(O’ _1)}’

Q01ZU1—>R

gpl_l:]R—>U1

. 2z 22—-1
z S ———
1422714 22

SOQ:U2—>R

xr
1+y

(z,y) —

14



variété différentielles

X=g(x)

FIGURE 1.1 — (projection stéréographique)

Exemple 1.3.3 (Projection stéréographique de S™ )Dans le cas général

soient S™ = {(zg,...,x,) € R™H 3" (2?2 =1} et = {(Ur, 1), (U2, 2)}

tels que Uy = S™ — {(0,...,0,1)},Uy = 5" — {(0,...,0,—1)}

o U1 — R"
Zo Tn—1
(LTJ(), ,Z‘n) (1_1:”7 ’]_—In)
1 :R" — U1
21 2y lyl* -1
(yla"'ayn)'_)( yee e , ,
1+ ||3/H2 L+ lyll>" 1+l
2
9 -z, l+4+uz,
[ Zyz q _xn)Q =T
U2 — R"
Zo Tp—1
('T07 uxn) (1+mn7 '''' ) 1+$n>
(p21 R® — Ug
21 2yn  1—|lyl”
(yl,---,yn)H( e : :
L+ ly|]? L+ lyll>" 14yl
x? 1—x
2 _ _ n

w20¢I1:R3—>R2

Y1 Yn
(yl,...,yn)r—>( e )
yll? [yl1?

15




variété différentielles

1.4 Applications Différentiables

Définition 1.4.1 Soient les deux variétés (N, atl(N),(M™, atl(M))) de dimension n
et m respectivement, Une application f : M — N est dite différentiable de classe C*
(resp C*°) si pour tout x € M ,s’ il existe une carte locale (U, p) € atl(M,x) autour
de x,de classe C¥, et une carte locale (V,1)) € atl(N, f(z)), de classe C* , telles que
F(U) C VetioFop!soitde classe C* .

Alors,pour définir la dérivabilité d’une telle application, il est obligé de comparer a la

fois a gauche et a droite par les homéomorphismes définissants les cartes locales.

Remarque 1.4.1 Si f : M — N est une application différentiable ; Alors pour tout x €
M, il existe une carte (V, 1)) € atl(N, f(x)) et (W, ) € atl(M, z) tels que :

1. f(W)cCV.
2. o foptio(W)— (V) est différentiable.

Conséquence 1.4.1 Une application f : (M, atl(M)) — R™ est différentiable de classe
C* (resp C*) si et seulement si pour toute carte (U, p) € atl(M) la fonction f o @ :
©(U) — R™ est différentiable de classe C* (resp C*) .

Notation 1.4.1 .
e C®(M) ={f: M — R, fest de classe C*}.

16



variété différentielles

Exemple 1.4.1 Toute fonction différentiable f : R™ — R™ est diférentiable entre les
variétés (R™, (R", Idgn)) et (R™, (R™, Idgm)).

Définition 1.4.2 On dit que ’application F : M — N est difféomorphisme de M sur N
Si:
1. F est une bijection.

2. F et F~! sont différentiables.
Alors on a dim M = dim N.

On note le couple (U, ¢), tels que U un ouvert de M, (U, ¢) est une carte de la variété si

et seulement si ¢ est un difféomorphisme de U sur p(U) C R™.

1.5 Rang d’une application

Rappel :
Soit I’application dérivable en point x € R™ définit par : f : R* — RF .
le rang de f en x est défini comme le rang de I’application linéaire D f(z).

Soient F': M — N une application différentiable et p € M.

Proposition 1.5.1 Le rang de 1yoFop~"' en o(p) ne dépend pas des cartes (V,1)) de N et
(U, ) de M telles que p € U et F(p) € V. appelée le rang de F en p noté par rg,F.

17
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Preuve. Soient (U’, ¢') et (V/,4)’) d’autres cartes. Sur I’intersection des domaines :
o FOQ ™ = ('O¢™") o (voFOp™") o (¢ 0 ™)
et donc
D (¢ o Fop'™") (z) = D ('oy™") oD (voFop™") oD (¢op™") (z)
Comme D (¢/op™!) et D (¢’op™") sont des isomorphismes, alors on obtient
rgD (V'oFog'™") (¢'(p)) = rgD (YoFop™") (¢(p)).
Lire le coordonnée locales, I’application F' devient :
Fev (xl,...,a:m) = (Fl (xl,...,xm) s FT (xl,...,:cm))

et le rang de F en p est correspond a la matrice jacobienne

ort . OF!
ozl ox™
ork . 9Fk
ozt o™

z(p)

Le rang permet de caractériser les difféomorphismes.

Définition 1.5.1 Une application F : M — N est une immersion si F' est différentiable

et rgF" = dim M en tout point de M .alors dim M < dim N.

Définition 1.5.2 On dit que ’application F' : M — N est une submersion si F est

différentiable et rgF = dim N en tout point de M , Dans ce cas on a alors :dim M >

dim N.

Remarque 1.5.1 Une immersion n’est pas nécessairement injective.

18



variété différentielles

1.6 Espaces tangent

Définition 1.6.1 (Courbes Paramétrées sur une Variété)
Soit une application T : R — M de domaine I C R est une courbe paramétrée sur M .

Dans une carte p : U — R™ son expression locale est la courbe :

Yy=poy:I — R”
t = =) =F"0),. ., 7") = (= (v(@), .., 2™ (v (1))

La courbe Y est réguliere ent € I(xz = Y(t) € M), si pour toute carte p : U — R™
telle que U contient le point P, son expression locale T = ©0Y est une courbe réguliere

en t, ségnifié comme suite :
3 dY —
Tt)=—-(t)# 0

Remarque 1.6.1 Si T est une courbe reguliere en x, on peut toujours changer sa pa-
ramétrisation pour avoir T(O) = x. Localement, autour de x, nous pouvons choisir une
carte p telle que o(x) = (0,...,0) = T € R™. donc on avoir une courbe locale
T : R — R™ reguliere en T(0) = 7.

1.6.1 vecteur tangent

Considérons une variété différentiable M et un point x de M. On s’intéresse aux courbes

dans M qui sont différentiables et qui passent par x.

T:]—¢€e— M avecY(0)=uzx
t— Y(t)

19



variété différentielles

FIGURE 1.2

Définition 1.6.2 Deux courbes Y, et o sont tangente au ponit x s’il existe une carte

locale (U, p) telle que x € U et

& (002) (0) = 3 (922) 0)

La définition ne dépendent pas de la carte choisie.

En effet si (V, ¢) est une autre carte autour de =, on a :

% (¥oT1) (0) = % [(Yop™) 0 (poT1)] (0)

Ainsi,on considére une relation d’équivalenceEl sur I’ensemble des courbes passent par
x @ T1 ~ Ty sielles sont tangentes en x. Cela signifie que cette relation défini deux
courbes T, et To comme €quivalentes si elles ont meme vecteur tangent en 0 dans X sur

n’importe quelle carte locale.

1. relation d’équivalence est une relation transitive,symétrique et réflexive

20
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(x0v)(0)

Hll

FIGURE 1.3

1.6.2 La Dérivation

Définition 1.6.3 On appele la dérivation en x est I’application linéaire D, : C1(M) — R
qui vérifie la regle de Leibniz.
une autre définition, D, est une dérivation si, pour tous réels « et [3, et toutes fonctions

f, g dans CL(M),
1. D, - (af + Bg) = aD, - f + 8D, - g (linéarité)

2D, (f9) = g(x)Ds - f + f(2)Ds - g (Leibnic)

Exemple 1.6.1 M =R" Si T = (Yy,..,T,) : I — R™ est une courbe lisse et T'(t) =
(Yy(¢),..., YL (t) € R™ est la dérivé de Y au point p, alors

Tof = (FoX)(t) = F(p)Y' (1) =T'(t)- V(D).
géneralement, I’application T, satisfait a

l/Tt(af +bg) = ath + thg
2/T:(fg) = g(p)Tef + f(p)Teg

Pour tout f,g € C®(p) et a,b € R. ¥, est une dérivation.

21



variété différentielles

Définition 1.6.4 [’espace tangent en x a M, T, M, est I’espace vectoriel des dérivations
sur CL(M).

Définition 1.6.5 Un vecteur tangent a M en x est une classe d’équivalence de courbe

tangentes en .

On note I’espace tangent a M en x par T, M, qui est ’ensemble des vecteurs tangents a
M en x. défini par :
T.M = {[Y] classe d’équivalence : T € C(M,T), avec Y(0) = z} = C(M,Y)/r

I’espace quotient.

Définition 1.6.6 (Fibré tangent)

Un fibré tangent a M, noté par TM, est la réunion de tous les espaces tangents T, M

TM = U T,M

zeM

On peut identifié chaque élément de T M a un couple (z, X,), oix € M et X, € T, M.

22
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FIGURE 1.4

Définition 1.6.7 (Fibré cotangent)
On définit le fibré cotangent par :
o1*M = UyenTM a M.

1.6.3 Application tangente linéaire

Définition 1.6.8 Soit f : M — N une application différentiable, M et N deux variété

différentiable I’application tangente linéaire de f en x € M est

df T.M — Tf(a;)N

v df(2) = S (Fo1)(0)

ou Y est une courbe passant par x et Y'(0) = x

1.6.4 Structures différentielles de 7'M et de T*M

Soient (M, 2 = (U;, ¢;);.;) une variété différentiable de dimension n et de classe C*
avec k > 1.. Soit T'M le fibré tangent a M.V (U;, ¢;) € 2, on pose

ﬁi =71 (Uz) = {(ZE,X;C) eTM | W({E,Xx) = c Uz}
et, soit ; : [71 — ¢; (U;) x R™, définie par :
pi (2, Xo) = (@ilx), d (9i), (Xa))
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On vérifier que <ﬁz, {0}) est un atlas de

iel
classe C*~1. Alors, ona :

23
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1. les applications ¢; sont des bijections, la bijection réciproque de ¢; est :

2 H(y,0) = (077 (), [d (9i),] 7 (v)

c(Bieds ) (yv) = ((g@l o@; ') (y),d (gio (p;l)y v) donc on a bien que la famille

(ﬁi’ ¢Z> i€l

est un atlas de classe C*~! qui donne au fibré tangent T'A/ une structure de variété

différentiable de dimension 2n et de classe C*~!. On pose

gij(x) = d (g; 0 90;1)%(1) ;

nous vérifions les relations suivantes :
1. gi; = tdgn.
2. g;; est une application différentiable de classe C* de U;NU; a valeurs dans le groupe
linéaire Gl(n, R).
3. gij()gji(x) = gu(x) pourtous i, j,l € I etz € U;U; U,

Alors, les applications g;; définissent un cocycle différentiable sur M a valeurs dans le
groupe linéaire GI(n, R) subordonné au recouvrement (U;), .
On définit la structure canonique de variété différentiable sur le fibré cotangent de méme
maniere

T°M = | T;M = {(z,w,) |z € M etw, € T,M}
zeM
nous désignions par 7 : T*M — M la projection canonique :

(W) =

V (Ui, i) € 2, notons par Uy =71 (U;) et par @; : U, — v; (U;) x R™, I’application

définie par :
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‘:51' (x>wx) = (901'(3:)7 ((701'_1)* (wx))
or (o7") (wy) =w,0d (90;_1) pi(w) = we 0 [deps ()]
T R () T* M,

donc on note v; = (41, ..., Tip) ,we = ardxy(z) + ... + apdry,(x) on

apourtoutj(j =1,...,n):

(e () ) = () oy ) ) = ( () ) =

aZL‘Z‘j

Donc :

i (x,ardzy () + ...+ apdry,(x) = (wi(T), a1, ..., an) .

Ainsi nous vérifions que la famille (f]z, @) définit un atlas de classe C*~! qui donne
iel
au fibré tangent 7'M uns structure de variété différentiable de dimension 2n et de classe

chL

1.7 Champs de vecteurs

Considérons une variété de M de dimension m.

Définition 1.7.1 Soit I’application différentiable X : M — T'M Un champ de vecteurs
différentiable sur M a un point x € M, associe un couple formé de x et d’un vecteur

tangent a M en x : X (x) = (x, X,). En d’autre termes, moX = idy;.

On note I’ensemble de tous les champs de vecteurs sur M par I'(T'M).

un vecteur tangent en x définit une dérivation sur I’ensemble des germes C'*°(x).

un champ de vecteur définit une dérivation sur I’ensemble C*°(M) des fonctions de M
dans dans R de classe C'*°, En effet :

C*(M) — C™(M)
g — X-g,tqX -g(x)=X,-g

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la regle de Leibniz. L’ensemble
['(T'M) s’identifiera donc avec 1’espace vectoriel de dimension infinie des dérivations sur

O (M).

25



variété différentielles

Remarque 1.7.1 La base de T, M est donné par {a%l(x)} et (x1,...,1,) les co-
1<i<n

ordonnées au voisinage de x

=dmT,M =dimM =n

= i 6 convention i a
v M X, eT,M= X, = X! = X!
ve ’ < ZZI "Eaxz If)xz

X' M—>R

Avec :

r e X!

1.7.1 Fonction coordonnées du champ de vecteur.

la base deT;f M {dx;} ,, ‘est un espace Dual deT, M.

i=1,...,

T M : est appelé un espace cotongent a M au point z.
T:M = { forme linéaire sur 7, M }.

T, M etTrM : R-espace vectoriel telque dim 7 M = dim 7T, M.

Définition 1.7.2 Soient X un champ de vecteurs sur M et F' : M — N une application
difféeomorphisme .Alors le transport de X par F, noté F, X, est le champ de vecteurs sur
N défini par :

F.X =dF(X)oF "' ou F.X(q) = dFp-14) (X (F(q)))

1.8 Crochet de Lie

Dans cette section on définit quelque notions sur les champs de veceteurs appelé le crochet
de Lie qui sera utilisé dans les sections suivantes du deuxiéme chapitre pour définir les

concepts de torsion et courbure d’une connexion linéaire.

Définition 1.8.1 soit ’application [,| : T(T'M) x I'(T'M) — T'(T'M) définit le crochet
de Lie telque :
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(X, Y]of = Xo(VS) = Ya(X[), VfeC®(M),zeM
Les champs de vecteurs X et Y commutent si[X,Y] = 0.

Le crochet de Lie mesure la non commutativité entre les champs de vecteurs.

1.8.1 Coordonnées locales de crochet de Lie

En coordonnées locales,le crochet de Lie prend la forme :

—~ (oY’ . 0X' .\ 0
X Y] = Z (8953' X i YJ) dx?

i,j=1

Propriété 1.8.1 1. R-linéaire :Na, 5 € R

aX +bY, Z] = a[X, Z] + BY, Z]
Z,aX +bY] = o[Z, X] + B[Z,Y]

2. Antisymétrie :

(X, V] = -[¥, X]
3. La somme cyclique est nulle (identité de jacobi) :
XY 2 + Y, [Z2, X][ + [Z,[X, Y]] =0

Le crochet de Lie n’est pas C*°(M)-linéaire,Car [f X, gY| # fg[X,Y].

Nous avons
X, gY] = folX. Y]+ [(Xg)Y —g(Yy) X, Vg, [e€C(M)

Exemple 1.8.1 Considérons sur R? les champs de vecteurs X = 0,,Y = x'0,, appelé
les champs de vecteurs Grushin. Alors|X,Y| = 0y # 0, et done X et Y ne commutent

pas.
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1.9 Formes différetielles

On définit La différentiel d’une fonction f € C>° (M) en tout point x par
(df)s : T,M — R

(df)z(v) = v(f) Vv eT,M.

En coordonnées locales (7', ...,2™) prend la forme df = Y, 2L.dx?, ou {dz'} la base
duale de {%} de T, M, on écrit :

i Of
ol ¢;; est le symbole de Kronecker. L’éspace engendré par {dx', ..., dz™} appelé I’éspace

cotangentde M en z, notée 1y M. Les éléments de 1) M appelés covecteurs. La différentiel
df estun exemple de 1-forme. En général, une forme différentielle w sur une variété M est
une application qui assigne a chaque point x € M un élément w, € 7.’ M. une 1-forme a

une coordonnées locales comme :
n
w = E w;dx’
i=1

82,.) est le i éme coordonnée de la forme par rapport a la base {dz’} L’en-

semble des 1-formes sur la variété M notée : I (T*M).

ol w; = w (

1.10 Tenseurs

Soient T, M I’espace tangent et 1); M 1’espace cotangent de M au point z. Nous utilisons

les notations suivantes :

(T*M) =T*M x ... x T*M, (TeM)* =T,M x ... x T,M .

-~ ~~
s foix r foix
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Définition 1.10.1 On appele la fonction C*°(M )-multilinéaire
T (T,M) x (T*M)* — R
Un tenseur de type (r, s) en un point x € M.

Définition 1.10.2 Un champ de tenseur T de type (r, s) est une application différentiable,

qui a tout point © € M associé un tenseur de type (v, s)T, sur M au point x.

et {dz"' ® -+ @ da’"} sont des bases des es-

9 o)
Comme {azzl ® e ® Oxts }’Ll<<ls

paces vectoriels (T, M)" et (T M)®, relativement, le champ de tenseur 7 écrit a 1’aide

j1<---<j'r'

des coordonnées locales

D
7-:7-1112...”_@_“@

itiaesis G o'

Rdr’ ® - ® da’

ol ” ®” le produit tensoriel . Cela signifie que 7 agit sur les » champs vecteurs et les s

1-formes

9
T (w . W' Xy, LX) :77112.;?;31’“% (W

=T X X Pw) W)

11...15s r

(wr) ®d$j1 (Xl) ® ...®dxjs (Xs)

oxir

(]

Le tenseur 7 est r covariant et s contra-variant. on intéressé par les exemples particuliers

de tenseurs suivants :

1. Tout 1-forme w est un champ de tenseur de type (0, 1). pour tout champ de vecteur
X

fr . i = . ? J_—_ = . g
w(X) = wide'(X) = widx (X 8xj) w;i X

En particulier, la différentielle, df, est champ de tenseur de type (0, 1);

2. Tout champ de vecteurs X est un champ de tenseur de type (1,0) sur M, avec
X(w) =w(X) =wX" Vw;

3. Une s - forme différentielle est un champ de tenseur antisymétrique de type (0, s).
En particulier, une 2-forme est un champ de tenseur €2 2-covariant dans les coor-

données satisfait :
Q= —Q;
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aprés la démonstration que 7 est un champ de tenseur,en pratique, nous vérifions la
C>(M)-linéarité pour chaque controverse. Par exemple, si, 7 est 2-covariant, ainsi on
montre que Vf1, fo € C°°(M) est de champs de vecteures X7, Xo, Y7, Y5

nous avons :

T(f1X17f2X2) = flfQT(X17X2)
T(Xi+Y1,X0) =T (X1, Xo) + T (Y1, Xo)
T (X1, Xo+Y2) =T (X1, Xo) + T (X1, Y3)

Si le champ de tenseur 7 (X,Y) = T (Y, X) est symétrique, il est obligé de montrer les
relations antérieures que dans le premier controverse. Si nous avons montrer qu’ un champ
de tenseur, ou une expression tensorielle nulle, alors. il suffit de montrer qu’il est nulle

dans un systeme de coordonnées.
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Chapitre 2

Variétés Riemanniennes

2.1 Meétrique Riemannienne sur une variété différentiable

Définition 2.1.1 Une métrique Riemannienne g sur une variété différentiable M est une

application
g:T(TM) xT(TM) — C*(M)

, de champ de tenseur de type (0,2) , telque
1. g est C*°(M)-bilinéaire.

2. g est définie positive : g(U,U) > 0,VU € I'(TM).
3. g application symétrique : g(U, V') = g(V,U)VU,V € I'(TM).

4. gnon dégénérée : g(U, V') = 0, pour tout V€ I'(TM) = U = Op(ru).

Remarque 2.1.1 Soit une carte (U, p) € A, (U, x1,22,...,2,) systéme de coordonées

de X et <U ) %). Le repére de I’espace tangent et dx; la base de I’espace dual.

1. onnote g;; = g (%, %). la matrice associée a g, comme g est symétrique :

o o 0
gZ] - gj’l - g axl7 ax]
2. g est définie positive i,e det (g;;) > 0.
3. g est non dégénérée i, e det (g;;) # 0.
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Exemple 2.1.1 Sur M = R3, on pose g = dz @ dv + dy @ dy + dz ® dz = (dz)? +
1 00
(dy)? + (dz)* La matrice associea gest: g;; = | 0 1 0

0 01
1- g est bilinéaire. car : soient Uy, Uy, V1, Vo € T'(TM), et f,h € C®(M)

g (fU, + hU,, V) (dz)? (fUy + hUy, V) + (dy)* (fUy + hUs, V) + (d2)? (fUy + hUy, V)
dz (fUy + hU) de(V) + dy (fUy + hUs) de(V) + dz (fUy + hUs) dz(V)
= fdx (Ur)dz(V) + hdz (Uz) de(V) + fdy (Ur) dy(V)

+ hdy (Uz) dy(V) + fdz (X1) dz(V) + hdz (Uz) dz(V')

fg (U, V) 4+ hg Uz, V) g (U, fV1 + hVa)

(dz)? + (dy)® (U, fVi + hVa) + (d2)? (U, fVi + hVy)

= Jg(UW)+hg(UV2)

2-det (gi;) = 1 # 0 alors g est non dégénérée.
3-g12 = g21 = 0 et 13 = g31 = 0 et gog = g32 = 0 alors g est symétrique.

4- det (gi;) = 1 > 0 alors g est définie positive.

Donc g est une métrique Riemannienne sur R3.

Exemple 2.1.2 Soit g = o*(dx)* (dz)?. est-elle métrique riemannienne.

_|_
La matrice associe a g est g;; = (
1. g est bilinéaire.
2. g est non dégénérée.
3. g est symétrique.

4. det (g;;) = a® > 0si « > 0 donc g est définie positive si o > 0.

Alors g est une métrique Riemannienne si et seulemet si o > 0.
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2.2 Variétés Riemanniennes

Définition 2.2.1 Soit M une variété différentiable et g une métrique Riemannienne, Une

variété Riemannienne est le couple (M, g).

Exemple 2.2.1 (R3, go) , R? muni de la métrique g = (dx)*+(dy)?+(dz)? est une variété

Riemannienne.

2.3 Connexion linéaire

Définition 2.3.1 Une connexion linéaire sur M est une application

YV I(TM) xT(TM) — T(TM)
U, V) = VyV

telle que, pour tout U,V,Z € T'(TM) et f € C>(M).
1. ViV =fVyV.
22.Vo(V+2)=VyV+VyZ

3. Vyv(2)=VyZ+VyZ.

4. Vu(fV)=U(f)V + fVyV.

Remarque 2.3.1 Soit V une connexion linéaire sur une variété différentiable M. Dans
un systéme de coordonnées (') sur M,V est completement définie par les symboles de

Christoffel Ffj définis par :

0 p O
Viow = iggh
En effet, si
)
X =X"—
ox’
et 9
Y =Y/ —
oxJ
alors : 5 5
Y =X =Y 4+TrY7 | —.
Vay =X (vt ) oL
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Vu (V) est appelée dérivation du champ de vecteur V' dans la direction du vecteur tangent
U.

Définition 2.3.2 Soient (N™, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M™ une variété

différentiable, de dimension m, et f : M — N une immersion. Alors :
ffh:T(TM)xT'(TM) — C>*(M)
définie pour tout U,V € I'( TM ) et v € M par :

est une métrique sur M, appelée métrique inverse.

Remarque 2.3.2 Soient (U, ) une carte de M de base associée (327, -+ , 5% ) et (V1)
une carte de N de base associée <%, cee %), alors :
Y Y
~ 91 0f°
oxt OxJ

a,f=1

(Fh), = (has o f).

Oﬂf“:y“ogpetha5:h<ay%,%>.

Proposition 2.3.1 Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable M.
L’application
g:T(T"M)) — I'(TM),

définie par :
9w, V) = w(V),

pour tout w € I' (TM*)) et V € I'(T'M), est un isomorphisme C*(M)-linéaire.

Remarque 2.3.3 Localement, si w = w;dz’ et g = g;;dz’ @ da?, ona :
= gYw; —
#w =g wim

ou (") désigne la matrice inverse de (g;;).

34



variétés Riemanniennes

Définition 2.3.3 une section V€ I'(T'M) est dite paralléle par rapport a la connexion

Vsi:
VxV =0

pour tout X € T'(T'M).

2.4 Torsion de la variétés Différentiables :

Définition 2.4.1 Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire sur M.

La torsion de V est une application C> (M)

T :T(TM) x D(TM) — T(TM),
définie par :

TU,V)=VyV =VyU - [U,V]

pour tous U,V € I'(T'M). La connexion V est dite sans torsion si T = 0.

2.4.1 Expression en coordonnées locale de T

9

_ 775t 0 —1J
U—Ua—mi,V—Vfazj

TwY) = Yo, jé‘% VoV |V ja%}
- Vf’iivjé‘%)_vj (V%Uiai)
REY ST
= UN(V) V. aij +Uia‘i (Vjaix)
— Vi (UY) vaijaii _vja%j (Uiai) _Uiai (Vja%) Ly
- (UVI -V a"iia%
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Remarque 2.4.1 .

1. T est un champ de tenseur de type (1,2).

2. T(U,V)==T(V,U) pour tout U,V € I'(TM) (T est antisymétrique).

2.5 Notion de la connexion Riemannienne

Soit(M, g) une variété Riemannienne.

Définition 2.5.1 Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable M,

alors V est dite compatible avec la métrique g si :
X(g(V,W)) = g(VuV, W) +g(V,VuW),
pour tout V.W,U € T'(TM).

Théoreme 2.5.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, I’application
V : I(TM) x D(TM) — T(TM)
définie par la formule de Koszul

29 (VuV, 2) =U(g(V, 2)) + V(9(2,U)) = Z(9(U,V))
+g(Z, [Uv V]) + g(M [27 U]) - g(Uv [V7 Z])

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita.

Théoreme 2.5.2 ( Théoreme fondamental de la géométrie Riemannienne )
Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est ['unique

connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.
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Théoreme 2.5.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne, il existe une connexion unique

V sur M telle que :
1. V est symétrique. (i.e : [U, V] =VyV = VU VU,V € I'(TM)).

2. 'V est compatible avec g.

La connexion V est appellée la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g.
Dans les coordonnées locales (x4, za, . .., x,),
les symboles Christoffel pour cette connexion sont :
E _ 1 m kl 8_(]]'1 % o 8gij NI ) . N
=32 Yo g (—awi + de, ~ ou )» OU Gij sont les coordonneés de g relativement a la
iq —1 . .
carte (u, ) et (g7) = (g;;) " est la matrice inverse de g;;.

Preuve. .
1-OonaT (2,52 ) = (T~ T%) ;2 =0,
En effet
a 0 9, 0 g 0
T — ) = = =
(8:@’ &Ej) Vazz ox; vfh dx; {89017 ax]}
0 0
B Vaxza_x] a vﬂw Ox; ( [8@ 8xj] )
= (F]-“. — I"‘f) 0 . telle que V 2= = 'f‘»i
I Gy 8x] by T 0y,

Donc la connexion V est la torsion 7" nulle.
2-Vyg=0,YU € I(TM).
Soit U,V,Z e T'(TM).ona

U(g(V,2)) =g (VuV.Z) +g(V.VuZ)...... (1)
V(g(U, 2)) = g(VvU, Z) + g(U,VvZ)...... (2)
Z(g(U V) = g(VLUV)+g(UNLV)...... (3)

1H-=2)+B) = g(VuV, 2)+9(V,VuyZ) —g(VvU, Z)—g(UVyZ)
= g(VuV =VWU,2)+g(UNzV =VvZ)+29(V,VzU)+g(V,VyZ - VzU)

Car2g (V,VzU) +g(V,VuZ =VzU) =g (V,VyZ)+g(VU,V)
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Et comme g symétrique on a :

par suite :
29 (vZU7 V) = U(g(v7 Z>>_V(9(U7 Z))+Z(9(U7 V))_g([U7 V]v Z)_9<U7 [27 V])—Q(V; [Ua Z])

Alors

g(VzU V) = %(U(Q(M 2)=V(g9U, 2))+Z(g(U,V))=g([U, V], 2)=g(U,[2,V])—g(V,[U, Z]))

Donc on a montré 1’existence et 1’unicité de V.

On déterminent les symboles de Christoffel associées a la connexion Riemannienne V :

v, 9\ _ (2 (2 9N 9 (9 9N, O (I O
g( fﬁiﬁxj’axk)> B 2(8:cjg(6xk’8xi) 9y <8xj’8xi>+8xig(8xj’8xk)
g 0 9] o [o 0 o [0 0
= oo g o) o (o o)) 2 (o o)

(o oo
2 8951-9’“ 8xkgﬂ 8xigjk '

car
10 9N _ (9 (9 O\_ (2 |92 9 _0
g Ox;’ Oxy | Ox; g dx;’ | Ox; Oy, g Ox;’ | Oxy O -
_ y 8g;i gk
Done I'l;gi = 3 (%gki - %gﬂ + a%gjk) =Tl = s (%i’}l - ai«k + agxi >
4) m
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Exemple 2.5.1 trouver les symboles de christoffel de : g = sin® p(df)? + (dp)>.

.2
sin 0
La matrice de g s’écrit donc : g = ( 7 > elle est bilinéaire symétrique, définie
0
positive et non dégénérée.
( pour x1 = 0 et x5 = ) on obtient :
=1
1 _ 1,11 (0911 _ 9g11 9911\ _ 1 (@in2 )L 8 2
I =39 <<9x1 Fron 8:61> =5 (sin ) gsin® ¢
1l _
Iy =T5% =0

Dl = 30" (32 - 32+ 52 ) = L (sin?p) ' 2 (—sin’y)
I, = 3cosep

Iy =T, =4 cose.

=2

['?, = —sin g cos p.

[, =T% =T%,=0.

La formule (1) donne T'}; = cos @ T2 — SIN ¢ €OS ¢ '
CoS 0 0 0

2.6 Les courbures

2.6.1 Tenseur de courbure

Définition 2.6.1 Soit M une variété différentiable muni d’ une connexion linéaire V. On

définit le tenseur de courbure

R:T(TM)xI(TM)xT'(TM) — T'(TM)
associé a V, par :

R(U, V)X =VyVyX = VyVyX = VX,
pour tout U, V., X € T'(TM).

Proposition 2.6.1 .

1. courbure R est C*°(M) — 3 linéaire.
2. R(U, V)X = —=R(V,U)X pour tout U,V, X € I'(T M) (antisymétrique ).
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Définition 2.6.2 Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de la
connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne. Le tenseur de

courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :
R(9;,0;) 0, = Z R0,

ou (0;) est une base locale de champs de vecteurs sur M.

i=1..n

Proposition 2.6.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rie-

mannienne R a les propriétés suivantes :

1. Identité de Bianchi : R(U,V,Z,W) + R(V, Z,U,W) + R(Z,U,V,W) = 0.
2. Anti-symétrie en (U, V) : R(U,V,Z W)= —-R(V,U, Z,W).
3. Anti-symétrieen (Z, W) : R(X,Y,Z, W)= —-RR(Y, X, W, Z).

4. Symétrie dans les couples (U, V') et (Z,W), R(U,V,Z, W) = —R(Z, W,U, V).

Preuve. . 1.

R(U,V,Z, W)+ R(V,Z,UW) + R(Z,U,V,W) =g(R(U,V)Z,W)) + g(R(V, Z)U, W))
g(R(Z,U)V,W))
—g(R(U,V)Z + R(V, Z)U + R(Z,U)V,W) = 0

2. ROV, Z,W) = g(R(U,V)Z,W)) = g(— R(V, U)Z,W)) = =R(V,U, Z,W).
3. RUV,Z,Z)=0.=)R(U,V,Z,Z) =

nous avons
RUV,Z+W,Z+W)=0< R(U,V,Z W)+ R(U,V,W,Z) = 0.

<) En utilisant le fait que la connexion de Levi-Civita est compatible avec le métrique,

nous avons
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Ug(VvZ,Z)=g(NuVvZ,Z)+ g(VvZ,VuZ) et U V).g(Z,Z) =29 (Vv Z, Z)
RWU,V,Z,Z) = g(R(U,V)Z,Z))

=g(VuVWvZ,2) — g(VNvVuZ,Z) — g (Vv Z, Z)
=U-9(VWZ,2)—g(VvZ,NuZ)=V.g(VuZ,Z)+ g(VuZ,NvZ)— U V] g(Z, Z)
=3U-(Vg(Z,2)) -3V (Ug(Z,2)) - 5U,V]-9(Z, Z)

= %[U, V]-9(Z,7) — %[V, V]-9(Z,Z) =0

d’aprés (1) on obtient

R(U,V,Z,W)
R(V,Z,W.U)
R(Z,W,U,V)
R(W,U,V, Z)

+R(V,Z,U,W)+ R(Z,U,V,W) =0
+ R(Z,W,V,U)+ R(W,V,Z,U) =0
+ R(W,U,Z,V)+ R(U,Z,W,V) =0
+R(U,V,W,Z)+ R(V,W,U,Z) =0

En ajoutant ceux-ci et en utilisant (3), on a
R(Z,U,V,W)+ R(W,V,Z,U) + R(U, Z,W,V) + R(V,W,U, Z) = 0
D’aprés (2) et (3) on trouve

2R(Z,U,V,W) —2R(V,W, Z,U) =0

2.6.2 [Expression en coordonnées locale de R

Soit x € M et (x1, s, ..., 2,) un systtme de coordonnées locales de
YU = U0,V =V3id;, W = W9, et Z = Z%0,

R(U,V)Z = R(U'9;,V19;) V¥,

= U'VIZ* (V,V,01 — Vo,Va,0;)

= UVIZY (Vo Tk 0 — Vo, 0,

= U'VIZE (DT (9n)) + T5iT,00 = ;1% (9n)) — TRLY,,01)

— UWVIZE [(BT7 = O;T1) O + (DT, =TT ) )]

= XYIZF [(9T, — OTY, + Tl —Tort Y]

= (R,;U'VIZ¥) 0y, avec R}, = 0; (T,) — 8; (Th) + >om_y (DLt —T0HT,)

kij kij
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Exemple 2.6.1 le méme exemple préceédent : g = sin® p(df)? + (dp)>.

- Onva calcule R..,, pouri,j, k.1 = 1,2 telle que ka 0; (Fék) — 0, (Fi ) + 15, T —

ijk? imt jk
Tl T
Pourl =1
Rl =0 (Th) — o (T}) + (T}yy) — (T4HT) = 0= Ry =0
Ry = 01 (T1y) — 01 (Ty) + (T} I'1y) — (T1T,) =0 = Rij, =0
Rigy = 01 (T'y;) — 0o (T'1y) + (M1 T5;) — (T3 T1) = O ( (cos @)) =0= Riy =0
Riy = 01 (Ty) — 02 (T,) + (T'}11'35) — (T3 T1,)
= —0y (%(cos <p)) — (%(cos go))2
= 5 (0’ ) = (3lcos )" = it = Rl = 555
Ry = 02 (T1y) — 01 (Tyy) + (T3 Tyy) — (T14T3) = a1 (3c089) =0= Ry, =0
Ry = 02 (T'ly) — 01 (Ty) + (T3 T1p) — (T1hT'50) = —Rip = _i;igsisp
Ry = 02 (I'y) = 02 (T1) + (T3uT31) — (T3uT31) = 0= Ry =0
Rjgpy = 02 (T35) — 05 (Tg) + (I3 T31) — (T31T%1) = 0= R3pp =0
Pourl =2
R}y =01 (') — 00 (T]) + (T, T}) — (T, I'1,) = 0. = Ry, =0
Rijp =01 (T%,) — 01 (T,) + (T1I'1,) — (THT,) = 0= R, =0
R%m =0 (131) — 0, (Fgl) + (F%F%l) - (Fglrh)

= —o(—sin g cos p) + (—sin pcos ) (5 cos )

= cos 2¢ = R, = cos2¢p.

Rgn =0y (F%) — 0 (Fgl) (Fglrh) - (F%IF%I)

= Oy(—sin @ cos @) — (—sin p cos p) ( cos 4,0) —R2,, = R3,, = —cos2p

Riyy = 01 (I'3;) — 05 (T1y) + (T5T35) — (T5,I'13) = 0. = Rip =0
Rglz =0 (F%) — O (ng) (Fglrb) (F%F%z) 122 =0

R3yy = 02 (T%;) — 0o (T5) + (T5,1'3,) — (T5,T5;) =0 = Ry =0
Ry = 05 (I'3,) — 02 (T'3,) + (Fmréz) (T5:032) = 0. = R3y, = 0.
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Propriété 2.6.1 .
1) R est bilinéaire dans T'(TM) x T'(TM) — T'(T'M)

R(fU,+gUs,V)Z = fR(U1,V)Z + gR (U, V) Z
Et
R(U, fVi+gV2) Z = fR(U,V1) Z+gR (U, V3) Z,YUy, Uy, V1, V3,V € I(TM),Vf, g, h € C%(M)
2)VU,V € (T M), Uoperateur R(U, V') : T'(TM) — T'(T'M) est linéaire.
R(U,VY(Z +W) = R(U,V)Z + R(U, V)W
3)RU, V) fZ)= fR(UV)Z.

Preuve. .

1) R est bilinéairé, car :

R(fUL+ 49U, V) Z =V, 0. YvZ = VvV i Z = Va1 Z
(Viu, + V) VvZ = Vv (Viv, + Vo) Z = [V viZ — gV w1 Z
=f (VUIVVZ - VvV, Z — V[Ul,V]Z) +g (VUQVVZ - VvV, 2 — V[UQ,V}Z)
=fR(U,V)Z 4+ gR(V,, V) Z.

2)
RU VI Z+W)=VyVy(Z+W)=VyVu(Z+W)—=Vuyv(Z+W)

= VuVvZ + VyVyW = Vy Yy Z = VoW = Vi Z — Vign Z
= VuVvZ — Vv VuZ = VunZ + VuVyW = Ve VoW — Vg Z
— R(U,V)Z + R(U, V)W

3)Ona
VvVu(fZ) = Vv (fVuZ +(Uf)Z) = [VvNuZ+(V ) (NuZ)+(Uf) (Vv Z)+(V(Uf)Z)
Et tant que

VvVu(f2) = VuVv(fZ) = f(VvVy =VuVy) Z+ (VU -UV)f)Z
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Alors

2.6.3 La 2i°me jdentité de Bianchi sur une variété Riemannienne

(VuR) (V,Z) + (VyR) (Z,U) + (VzR) (U,V) = 0,YU,V, Z € T(TM)

ou

VyV :T(TM) x T(TM) x D(TM) — T(TM)
(UV.Z) = (VuR)(V,Z,W)

définie par :

(VuR) (V,2)) (W) = Vu(R(V, 2))(W))—(R(VuV, Z)) (W)= (R(V,VuZ)) (W)—
R(V,Z)(VyW)

i) ViV est C°°(M)-trilinéaire : (evident).

Montrons la 2™ identité de Bianchi

(VuR)(V,Z)+ (VvR) (Z,U)+ (VzR) (U,V) =0

Preuve. On a

(VuR)(V,Z)(W) = Vuy(R(Y,Z)(W)) = (R(VyV, 2)) (W)

— (R(V,Vy2)) (W) = R(V,Z) (VuW))....(4)
(VvR) (Z,U)(W) = Vv(R(Z,U)(W) = (R(VvZ,U)) (W)
- (R(2,VvU)) (W) = R(Z,U) (Vv W))... (5)
(VzR) (U, V)W) = Vz(R(U,V))(W) = (R(VzV,V)) (W)
— (R(U,VZV)) (W) = R(U,V)(VW)...(6)
) +6)+6) = Vu(R(V,Z2)W))+ Vv (R(Z,U)W)) + Vz(RU,V)(W))

+ R(VyU=VuV,2) (W) + R(VyZ — VU, V) (W)
+ R(V,V —VuZ,U) (W)= R(V,Z) (VW)
— R(Z,U) (VyW) = R(U,V) (VW) ... .(%)
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*
I
<

(Vv (VZW)) = Vi (V2 (VW) = Vi (VW) + Vy (V2 (Vo W)
(Vu (VW) = VyVizuW +Vz (Vu (VyW)) = V2 (Vy (VW)
— V2 (VW) + R(V, U, Z)(W) + R([U, Z), V)(W) + R([Z,U],V)(W)
— Vv (V2 (VoW) + V2 (Vy (VoW) + Vg (VoW) =V (Vo (VW) + Vi (Vz (Ve W)
+ Vv (VyW) = Vi (Vv (V2W)) + Vv (Vi (V2W)) + Vg (VZWV)
= —Vu (VW) = Vv (Vizo)W) = Vz (VW) + Vi (VW) = Vz (Vo W)
— (VvorzW) + Viz (VW) = Vv (VW) = VigzyW + Vizy (VoIV)
— Vo (VizrW) = (VizvoW) + Vivz (VoW) + Vizo (Ve W) + Vg, (VW)
= ~VivugaW = VipzavW = VizvioW = Vv z+(v.21v1+(zvinW =0

U

|
<
<

]
Cela on utilise la définition de tenseur de courbure R , on faite 7' = 0 de la connexion
Riemannienne

ie: VyU - ViV =[U,V]

2.6.4 Expression en coordonnées locale de deuxiéme identité
de Bianchi

(VuR)(V,Z)+ (VvR) (Z,U)+ (VzR) R(U,V) =L (@Ffm) — I (&;F;?m) + Iy (@Ffm)

- Sur la variété Riemannienne on a

= 000, — O, + FSkF r;krg?m
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Avec 9 5 5 5
= axiaaj = a_xjval: _7am: 5.

0;

Et

m

V= Vai,Vj = Vaj,vl = Val etV,, = Vj

2.6.5 Courbure de Ricci
Définition 2.6.3 La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M,,, g) de dimension
m est un tenseur de type (0;2) défini par :

Ric(U,V) = trace R(x, U)V = Y_ g (R (e, U) V. e;)

i=1

YU,V € (T M), oit (e;) est une base orthonormée locale sur M, et

R(xU)V :T(TM) — T(TM)
U — RZ UV
posant :
Ric : T(TM) x I(TM) = R
(U, V) = Ric(U, V)

La courbure de Ricci, Ric est bilinéaire symétrique, en effet

Ric(U; V) g(R(ei,U) V., e)

I

=1

g(R(V,ei)e;, U)

Il

I
3

g (R <6i> V) U7 ei)

1

Ric(V,U)

~.
I
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Relativement a la base (%)i:l .» les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par
o 0
Ric ;j = Ric | —, —
il (&vl " Oxd

0 0
= tl"aceR <*’ %) %

o 0 o 0
_ K 9 o\ 9 o
—9 g(R (8xk’8xi) 8$j’8xl>

= gy 91s
= RF

kij

Définition 2.6.4 Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M™, g), est un tenseur

de type (1, 1), défini par

m

Ricci(U) = Z R(U,e;)e;

i=1

VX e I'(TM), ou (€;);,_, ,, est une base orthonormée locale sur M.

Remarque 2.6.1 Soit (M™, g) une variété Riemannienne, de dimension m. YU,V €
I(TM) on a Ric(U,V) = g(Ricci(U), V)

2.6.6 Courbure scalaire

Définition 2.6.5 . On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (M™, g) la

fonction définie sur M par

S = trace 4 Ric = Z g (R (ei,e;)e;, e;)

3,j=1

on (€;),_, ,, une base orthonormée locale sur M.
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Proposition 2.6.3 Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante

K si et seulement si le tenseur de courbure vérifie I’équation :
pour tout U,V et Z € I'(T'M)

Corollaire 2.6.1 Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante

K, alorsVU,V € I'(TM) on a
1. Ricci (U) = (m —1)KU,

2. Ricci(U,V) = (m — 1)Kg(U, V),

3. S=m(im—-1)K

Exemple 2.6.2 L’espace euclidien R™ muni du repére canonique 0; = %,
du produit scalaire euclidien g = g;;dx; © dxj, ont g;; = 0;;.
- ko I
On vérifie que I';; = 0, R, ;;, = 0
donc R = 0.

En particulier, la courbure sectionnelle de (R™, go) est nulle.

Exemple 2.6.3 (la sphére S?)
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FIGURE 2.1 — la sphere S?

Soit M = S™ onva calculer sa courbure scalaire, premiérement on va passé par le tenseur
de Ricci qui est calculé a partir du tenseur de Riemann, et cela dépend des symboles de
Christoffel

Figp = —sinfcosf

cos
¢ =
® sin 6

La métrique pour une sphere est
ds* = r*df? + r? sin® Od¢p*
ou r est le rayon constant de la sphere, donc

2
oo = T

Gos = 72sin’@

donc on a trouver le tenseur Ryqp4 ,calculée a partir de

Ry = Ol — Ol + 10T — T3y
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nous avons
_ i
R@ga@go - g@iR@&p
_ 0
- ge@chHgo

0 0 0
— 2 (aerw — 0, 5, + T80,

_1¥1?
F9<PF<PSO

— 2 (— cos20 —0+0— F&Ffw)

= r? (sin2 0 — cos? 0 + cos? 9)
= r2gin? 0

on conclus que le tenseur de Ricci est

R;; = gabRaibj

Puisque la métrique est diagonale et g% est I’inverse de ¢q;, nous avons

1 1
00 _
g _W p
gsw:i_ 1

g?®  r2sin®(0)

la métrique est diagonale et g? est ’inverse de g,;,alors nous avons

999—%*—2
g T
gszw:i_ 1

donc on utilisant les symétriques

Ree = 9" Ragre
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Nous pouvons obtenir la version du tenseur de Ricci a 1’étage supérieur :

06 0i_0;
R™ = g"g” R;

= g% 4" Ryo
=
R¥% = gswgwawp
B 1
~ rdsin? g
Le courbure scalaire est
R = ginij
1
2 4 2 . 2
= r"—+7r +r7sin®0————
r4 rdsin’ 6
B 2
- 9r

donc la courbure d’une sphere diminue a mesure que son rayon augmente.
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Chapitre 3

Opérateurs sur une variété Riemannienne

3.1 L’opérateur gradient sur une variété Riemannienne

Définition 3.1.1 (L’opérateur gradient)

Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit I’ opérateur gradient par

grad : C*°(M) — I'(T'M)
f > grad f = tdf

ou df est la différentielle de la fonction f.

Proposition 3.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (U, ) une

1S o o
carte sur M avec les champs de base associée 35, . . ., 5, alors pour tout | € C>®(M)
ona
m
yOf 0

1,j=1
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Preuve. Appliquont la définition de I’application f , et la définition de la différentielle la

fonction f € C°°(M) relativement a (U, ¢) sur M, on a

df Z axz

H#df = Z g7 (df)’ m
2,7=1
9,
_ 'L]
Z 9 &Iﬂ ox
ou dz', ..., dz™ estlabase duale.

Propriété 3.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*(

1. grad(f 4+ h) = grad f + grad h

2. grad(fh) = hgrad f + fgradh

3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

M)ona

3.2 L’opérateur Divergence sur les champs de vecteur

Divergence d’un champ de vecteurs

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteur sur une variété Riemannienne (M, g) ,on a

VX :T(TM) — T(TM)
7w VX

est une application C* linéaire

sixz € M, alors

(VX), : T,M — T(TM)
v = (Vo X).
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est une application linéaire d’espace vectoriel .

Définition 3.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un champ de

vecteurs X € I'(TM), notée par div X est une fonction sur M définie par
div X = try(VX)

on a pour tout v € M :
(div X)(z) = try (VX))

En coordoonée locale , on a

div X = dz’ (vix)

ozt
y 0
— g Y 2
9“9 (V;; ) a%,j)
Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a

divX =g (VeiXa ei)

Divergence d’une forme differentielle
Soitw € I' (T* M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

Vw: T(TM) — T (T*M)

Zf—>va

est une application C'*°(M) linéaire ( Vw est un tenseur de type (0, 2) ).

six € M, alors
(Vw), : T,M — T: M

v— (Vyw),
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est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 3.2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une 1-forme w €

[ (T*M), notée div(w) est une fonction sur M définie par
div(w) = try(Vw)
pour tout x € M, on a
(div(w))(z) = try (Vw)e)

on obtient localement

m

divw = Z (Vew) (es)

=1
-2 (v29) (55)

dans le cas d’un tenseur de type (0, p) Si 7" est champ de tenseur de type (0, ), on défini

sa divergence par :

(divT) (X1,..., X,) = try (Z — (V2T) (X1,.... X,)).

Expression locale de la divergence

Définition 3.2.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne.
la divergence sur un champ de vecteur X, noté div (X,) est une fonction sur M définie
par div (X,) = trace VX,.

Proposition 3.2.1 Premiere expression locale de la divergence

0X? o
divX, = [ —= + X'I'".
1v (&Ei + X, ”>

Avec X, = Xi% e T, M.

55



Opérateurs sur une variété Riemannienne

Preuve. Sur une carte locale sur M

. — Xi 9 0 _1k_0 .
ona.Xx_anxi,Va%axj = 1 5, donc :

div X, = dz; (v

= dx; (vaxgi>
Oz 8xj

Propriété 3.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1. div (X, +Y,) =divX, +divY,

2. div(aX,) =adivX,, VXY € T,M et o« € R.

Preuve. On applique la définition du divergence, on a :

v div (X, +Y,) = da; (v% (X, + Yx))
= du; (v% (X$)> + da; (V@% (Yx))
= div X, + div Y,

2)

div (aX,) = dz; <V‘6 (OéXz))

i (Lo a(v 1)

oz,

0
= dri5 X, (a) + adr, (v " (X))

= X,(a) + adiv X,
= adiv X,
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Lemme 3.2.1 Une aure expression locale de la divergence est :

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors on a :

9,
8_:L*k( det (gij)) = /det (gi) T

Proposition 3.2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1
div X, = 88 (, /det (gi;) Xj;) VX e T,M
\/ det (g2]) Lk

Preuve. D’apres Lemme (2.7.1),on a:

Xz'
div X, = % + XIrt.

T T ij

d’aprés la proposition (2.7.3) on trouve :
0X! , .
(x/det gija—‘r + X7\/det gijl“;)
X
1 0X! 0
= — (\/det gija—x + X;a \/detgzj)

~ Jdetg, (axﬂde””X )

d’aprés la convention d’einstein, on déduit que :

1
divX, = —— \/det ZXl
/det gi; (axz s >
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3.2.1 La Hessienne d’une fonction

Définition 3.2.4 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C°°(M).On appele La
Hessienne de la fonction f noté Hess (f), une application C*°(M)-bilinéaire, définie

par:

Hess(f) :T(TM) x T'(TM) — C*(M)
(X7 Y) =9 (VX grad(f)? Y)

Proposition 3.2.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C(M). Hess (f), est

une application symetrique.

Preuve. on considére que le tenseur de torsion associé a la métrique ¢ est nul, on obtient :

Hess(f)(X,Y) = g (Vx grad(f),Y)
= X(g(grad(f),Y)) — g (grad(f), VxY')
= X(Y(f)) = VxY([)
= [X, Y]+ Y(X(f)) = VxY ()
=Y (X(f)) - Vy X(f)
=Y (g(grad(f), X)) — g (grad(f), Vy X)
= g(Vy grad(f), X)
= Hess(f) (Y, X)

3.3 L’opérateur Laplacien sur une variété Riemannienne

Définition 3.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit I’opérateur laplacien

noté A, sur M par :

A: C*°M) — C°(M)
f = A(f) =div(grad f)
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Propriété 3.3.1 Soir (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1. A(f+h)=A(f)+ A(h)
2. div(hgrad(f)) = hAf + g(grad h, grad f)

3. A(f.h) = hA(f) + fA(R) + 2g(grad f; grad h),Vf, h € C>*(M).

Preuve. 1) Soit f,h € C(M), utilisant les propriétés des opérateurs div et grad et le
fait que X, (f) = ¢ (grad f, X,), on obtient :

A(f + h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f) + div(grad h)
= A(f) +A(h)
2)
div(h grad(f)) = hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= hAf + g(grad h, grad f)

3)
A(fh) = div(grad(fh))

= div(f grad h + hgrad f)

= div(f grad h) + div(hgrad f)

= fdiv(grad h) + (grad h)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= fA(h) + hA(f) + 2g(grad f, grad h)

Proposition 3.3.1 Premiere expression locale de Laplacien
Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

f . Of

axiﬁxj ija_xk

A(f) = g ( ) f e Cx(M)
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Preuve. Soit f € C*°(M), alors

A(f) = div(grad f)

= gijg (Vaa%. grad f, a%)

J
g”(a

0 0
f)xig (gfadfa 8_%> -9 <gradf’v£i8_xj))
(0 af i 0
17 7 _ % -

(axi (ax) b <grad 4 a))

g P Of
g axlax] ”3xk ’

I
Q

Proposition 3.3.2 autre expression locale de Laplacien est

Soit (M, g) une variété Riemannienne et f € C*(M), alors :

1o for
5 = gyon (Vi o )

J

La preuve est déduite de la proposition (4.1.9).

Exemple 3.3.1 R" muni de la métrique euclidienne.
SifeC®R"), VX, = (X!,...,X) € T,R" ~RAlors :

x1)

0 0
grad(f) = (8_1{1”8%) e .M

div (X,) = S, 2%

=1 Bxl

A(f) =X, 54

Exemple 3.3.2 Soient S? la sphére muni de la métrique gs> = sin® o(df)? + (dp)? en

coordonnées sphériques et f : S* — R une application de classe C*™, on a :

g1 =sin* @, g2 = go1 = 0, 9o = 1

I, =T} =T3,=0,I', = —cosfsinf
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Opérateurs sur une variété Riemannienne

En utilisant la formule de la proposition (2.7.5) on obtient :

oy 9f w Of
A(f) =g” ((9%31‘]- _Fija_xk>

2f 1 f 1. of
= ~ qin 20 2L
007 smZpo07 T2y

61



Bibliographie

[1] Azzouz Awane., Cours de géométrie différentielle, DEA.200162005 a la
faculté des Sciences Ben M’sik. Casablanca. Maroc,2005, pp.214. cel-
00277648

[2] BOUKHEIRA Yamina., Etude de quelques Propriétés sur les Variétés Rie-
manniennes et Applications,Universit€ Ahmed Draia D’ Adrar,mémoire

master .

[3] BOUAZIZ Amina., Variété pseudo Riemanniennes,centre Université Salhi

Ahmed-Naama-,mémoire master .

[4] BAKROU Siham., Géodésique sur les variétés de Walker de dimension

3,Université Dr Tahar Moulay-Saida,mémoire master.

[5] DJAA Mostapha.,Géométrie différentielle-1 variétés
différentielles,Publication du Centre Universitaire Ahmed Zabana
Relizane 2017-2018

[6] DEKICH Aicha., Variétés Statistiques,Universit¢é Dr Tahar Moulay-

Saida,mémoire master .

[7] DJEBBARI Oumelaid., Principe de probléme de Yamabe,centre Univer-

sité Salhi Ahmed-Naiama-,mémoire master .

[8] Kobayashi S. and Nomizu K., Fondation of Diferential Geometry ,vol.l.

Intersciense, New York-London 1963 .

[9] Yano K. and Kon M., Structures on Manifolds, Series in Pure Math., Vol
3, World Sci., 1984

[10] ZAGANE Abderrahim., Métriques Naturelles et Connexion

Linéaires,Université Oranl Ahmed Ben Bella ,mémoire master .

62



	Introduction
	Variétés Différentielles
	Rappels de topologie
	Notion de variété
	Variétés Différentiables
	Applications Différentiables
	Rang d'une application
	Espaces tangent 
	vecteur tangent
	La Dérivation
	Application tangente linéaire
	Structures différentielles de T M et de T* M

	Champs de vecteurs
	Fonction coordonnées du champ de vecteur.

	Crochet de Lie
	Coordonnées locales de crochet de Lie 

	Formes différetielles
	Tenseurs

	Variétés Riemanniennes
	 Métrique Riemannienne sur une variété différentiable
	 Variétés Riemanniennes
	 Connexion linéaire
	Torsion de la variétés Différentiables:
	Expression en coordonnées locale de T

	Notion de la connexion Riemannienne
	Les courbures
	Tenseur de courbure
	Expression en coordonnées locale de R 
	La 2iéme  identité de Bianchi sur une variété Riemannienne
	Expression en coordonnées locale de deuxiéme identité de Bianchi
	 Courbure de Ricci
	 Courbure scalaire


	Opérateurs sur une variété Riemannienne 
	L'opérateur gradient sur une variété Riemannienne
	L'opérateur Divergence sur les champs de vecteur
	La Hessienne d'une fonction

	 L'opérateur Laplacien sur une variété Riemannienne


