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0.1 Introduction

En mathématique, la géométrie différentielle est l’application des outils du calcul différentiel

à l’étude de la géométrie. Les objets d’étude de base sont les variétés différentielles, en-

sembles ayant une régularité suffisante pour envisager la notion de dérivation, et les fonc-

tions définies sur ces variétés. La géométrie différentielle trouve sa principale application

physique dans la théorie de la relativité générale où elle permet une modélisation d’une

courbure de l’espace-temps.

En mathématiques, les variétés différentiables sont les objets de base de la topologie

différentielle et de la géométrie différentielle. Il s’agit de variétés sur les quelles il est

possible d’effectuer les opérations du calcul différentiel et intégral.

Une variété différentiable de dimension n se définit d’abord par la donnée d’une variété to-

pologique, espace topologique localement homéomorphe à l’espace Rn. Les homéomorphismes

locaux sont appelés cartes et définissent des systèmes de coordonnées locales. La struc-

ture différentielle est définie en exigeant certaines propriétés de régularité des applications

de transition entre les cartes. Cette structure permet par exemple de donner une définition

globale de la notion d’application différentiable.

La géométrie Riemannienne est une branche de la géométrie différentielle nommée en

l’honneur du mathématicien Bernhard Riemann, qui a introduit le concept fondateur de

variété géométrique. Elle étend les méthodes de la géométrie analytique en utilisant des

coordonnées locales pour effectuer l’étude d’espaces courbes sur lesquels existent des

notions d’angle et de longueur.

Plus généralement, la géométrie Riemannienne a pour but l’étude locale et globale des

variétés Riemanniennes. En mathématiques, et plus précisément en géométrie, une variété

Riemannienne est une variété différentiable ayant une structure supplémentaire (une métrique
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Riemannienne) permettant de définir la longueur d’un chemin entre deux points de la

variété c’est-à-dire les variétés différentiables munies d’une métrique Riemannienne.

Le travail présenté ici est consacré à l’étude de quelques proprietés des Variétés rieman-

niennes et qui est réparti comme suit

Dans le premier chapitre, on rappelle la notion de variétés différentiable qui est par

définition un espace topologique séparé M muni d’une structure différentiable, c’est la

donnée d’un atlas sur M , ie : il existe un recouvremenr ouvert {Ui}i∈I de M et des

homéomorphismes de transitions {ϕi}i∈I définis de Ui dans ϕi (Ui) ouverts de Rn, telle

que l’application ϕj ◦ ϕi : ϕi (Ui ∩ Uj)→ ϕj (Ui ∩ Uj) soit un Ck-difféomorphisme.

Ensuite, dans la deuxiémme chapitre, on donne des définitions et des propriétés de base

des variétés Riemanniennes

Le troisiéme chapitre consiste à définir quelques opérateurs sur les variétés riemannienne

à savoir l’opéateur gradient, l’opérateur de divergence et l’opérateur de Laplace.
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Chapitre 1
Variétés Différentielles

1.1 Rappels de topologie

Définition 1.1.1 Un espace topologique est un ensemble M muni d’une famille de sous-

ensembles de M , appelés ouverts, telle que :

1. Ø et M sont des ouverts.

2. l’intersection
⋂
n Un d’un nombre fini d’ouverts est un ensemble ouvert.

3. l’union
⋃
n Un d’ouverts est un ensemble ouvert.

Toplogie de M est la famille d’ensembles choisis comme ouverts.

un ensemble est fermé si son complément est ouvert.

Remarque 1.1.1 .

Ø et M sont des ouverts et fermés au même temps .

M est separé, si pour tous les points distincts α et β de M il existe des voisinages Uα et

Uβ qui ne s’intersectent pas, i.e. Uα
⋂
Uβ = Ø.
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variété différentielles

1.2 Notion de variété

Définition 1.2.1 (homéomorphisme)

Soit µ : M → N une application entre deux espaces topologiques, on dit que µ est

continue si pour tout ouvert V ⊂ N l’image réciproque µ−1(U) ⊂ M est un ou-

vert.l’application continue µ : M → N est un homéomorphisme si elle est inversible

et µ−1 : N →M est continue.

Définition 1.2.2 (la carte) Une carte de dimension n sur M est un couple (U, µ) vérifier

les conditions suivantes :

1. Un ouvert U ⊂M ;

2. Un homéomorphisme φ : U −→ φ(U) ⊂ Rm

Lensemble ouvert U est le domaine de la carte.Pour p ∈ U,φ(p) = (x1(p), . . . , xm(p)) ∈

Rm : φ est appelée la fonction coordonnées.

Un point de M peut appartenir à deux domaines différents corespondant à deux cartes

(U,φ) et (V, ψ) .

Définition 1.2.3 Soit les deux cartes (U,φ) et (V, ψ) sur M ont dit qu’elles compatible si

l’intersection de U et V égale Ø ou si φ ◦ψ−1 est un difféomorphisme entre les ouverts de

Rn s’appelle application de transition.
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variété différentielles

Définition 1.2.4 (Atlas)

La famille de carte A = (Ui, µi)i∈I de dimension n de M est différentiable de dimension

n est un atlas différentiable de dimension n si elle vérifiées les trois conditions suivantes :

1. M =
⋃
i∈I Ui

2. ∀i ∈ I(Ui, φj) est une carte de dimension n .

3. ∀i, j ∈ I(Ui, φi) et (Vi, ψj) sont compatibles.

Remarque 1.2.1 1. On dit q’un atlas est de classe Ck si tous les changements de

cartes sont des difféomorphismes de classe Ck.

2. Deux atlas A et A
′

sont dit Ck-compatibe si leurs union est un atlas de classe Ck.

3. Deux atlas A et A
′

sont dit équivalents si ils sont compatible.

Proposition 1.2.1 (Atlas maximal)

Si M est un espace toploqique séparé,et A un atlas sur M alors il existe un unique atlas

maximale Amax contenant A sur M définit par

Amax = {(U,φ) carte sur M compatible avec A}.

1.3 Variétés Différentiables

Définition 1.3.1 (Variétés)

Une variété différentiable de n dimension est un espace topologique séparé M muni d’un

atlas différentiable A de dimension n, notons par le couple (M,A). on note dans le cas

général :

1. atl(M) = Amax l’atlas maximal de M .

2. atl(M,x) = {(U,φ) ∈ Amax, x ∈ A}.
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variété différentielles

Exemples 1.3.1 .

1. Rp est une varieté de dimension p munie de l’atlas A = (Rp, IdRp)

2. Tout espace vectoriel de dimension p est une varieté de dimension p muni de l’atlas

A = {(E, I)} telque :

I−1 : Rp −→ E

(x1, . . . , xp) −→
p∑
i=1

xiei

où (e1, . . . , ep) est une base de E

3. La sphère S1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1} est une variété de dimension 1 munie

des projections suivantes :

φ+
y : U+

y =
{
(x, y) ∈ S1; y > 0

}
→]− 1, 1[⊂ R

(x, y) 7→ x(
φ+
y

)−1
:
]
− 1, 1[→ U+

y

x 7→
(
x,
√
1− x2

)
φ−
y : U−

y =
{
(x, y) ∈ S1; y < 0

}
→]− 1, 1[⊂ R

(x, y) 7→ x(
φ−
y

)−1
:
]
− 1, 1[→ U−

y

x 7→
(
x,−
√
1− x2

)
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variété différentielles

φ+
x : U+

x =
{
(x, y) ∈ S1;x > 0

}
→]− 1, 1[⊂ R

(x, y) 7→ y(
φ+
x

)−1
:
]
− 1, 1[→ U+

x

y 7→
(√

1− y2, y
)

φ−
x : U−

x =
{
(x, y) ∈ S1;x < 0

}
→]− 1, 1[⊂ R

(x, y) 7→ y

(
φ−
x

)−1
:
]
− 1, 1[→ U−

x

y 7→
(
−
√

1− y2 , y
)

On a :

a) S1 = U+
y ∪ U−

y ∪ U+
x ∪ U−

x

b) U+
y ∩ U−

y ̸= ∅, U+
x ∩ U−

x ̸= ∅

c)

φ+
y ◦
(
φ+
x

)−1
:
]
0, 1[→]0, 1[

z 7→
√
1− z2

est un difféomorphisme de classe C∞.

on montre que φ−
y ◦(φ+

x )
−1
, φ+

y ◦(φ−
x )

−1 et φ−
y ◦(φ+

x )
−1 sont des difféomorphismes

de classe C∞.Donc S1 est une variété de dimension 1 muni de l’atlas : A ={(
U+
y , φ

+
y

)
,
(
U−
y , φ

−
y

)
, (U+

x , φ
+
x ) , (U

−
x , φ

−
x )
}

4. Soit l’application f : I ⊂ R → R une fonction de classe C∞, Alors le graphe

Γ = {(x, f(x)) ∈ R2;x ∈ I} est une variété de dimension 1 munie de l’atlas U =

{(Γ, φ)} où

φ : (x, y) ∈ Γ→ φ(x, y) = x ∈ I

Définition 1.3.2 Une structure différentiable de n dimension surM est une classe d’équivalence

d’atlas de dimension n de M
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variété différentielles

Exemple 1.3.1 le cercle S1 ⊂ R2, muni de la topologie induite, est une variété de dimen-

sion 1; mais ce n’est pas homéomorphe à R (Car S1 est compact). Une carte ne suffit pas

pour créer un atlas. On définit deux cartes (U1, φ1) et (U2, φ2) ;

U1 = S1\{(1, 0)}

φ1 : U1 −→] 0, 2π[

(cos θ, sin θ) 7−→ θ

U2 = S1\{(−1, 0)}

φ2 : U2 −→]− π, π[

(cos θ, sin θ) 7−→ θ

Le cercle recouvré par les domaines de ces cartes : U1 ∪ U2 = S1. plus φ1oφ
−1
2 est un

difféomorphisme,et montrant que les deux cartes sont compatibles. Alors {(U1, φ1) , (U2, φ2)}

est un atlas définit une structure différentiable sur S1.
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variété différentielles

Exemple 1.3.2 (Projection stéréographique).

Soient S1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1} et U = {(U1, φ1) , (U2, φ2)} tels que U1 = S1 −

{(0, 1)}, U2 = S1 − {(0,−1)},

φ1 : U1 → R

(x, y) 7→ x

1− y

φ−1
1 : R→ U1

z 7→
(

2z

1 + z2
,
z2 − 1

1 + z2

)
.

φ2 : U2 → R

(x, y) 7→ x

1 + y

φ2 ◦ φ−1
1 : R∗ → R∗

z 7→ 1

z
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variété différentielles

FIGURE 1.1 – (projection stéréographique)

Exemple 1.3.3 (Projection stéréographique de Sn )Dans le cas général

soient Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1;
∑n

i=0 x
2
i = 1} et U = {(U1, φ1) , (U2, φ2)}

tels que U1 = Sn − {(0, . . . , 0, 1)}, U2 = Sn − {(0, . . . , 0,−1)}

φ1 : U1 → Rn

(x0, . . . , xn) 7→
(

x0
1− xn

, . . . ,
xn−1

1− xn

)
φ−1
1 : Rn → U1

(y1, . . . , yn) 7→
(

2y1
1 + ∥y∥2

, . . . . . . ,
2yn

1 + ∥y∥2
,
∥y∥2 − 1

1 + ∥y∥2

)
∥y∥2 =

n∑
i=1

y2i =
1− x2n

(1− xn)2
=

1 + xn
1− xn

.

φ2 : U2 → Rn

(x0, . . . , xn) 7→
(

x0
1 + xn

, . . . . . . ,
xn−1

1 + xn

)
φ−1
2 : Rn → U2

(y1, . . . , yn) 7→
(

2y1
1 + ∥y∥2

, . . . . . . ,
2yn

1 + ∥y∥2
,
1− ∥y∥2

1 + ∥y∥2

)

∥y∥2 =
n∑
i=1

y2i =
1− x2n

(1 + xn)
2 =

1− xn
1 + xn

φ2 ◦ φ−1
1 : Rn

∗ → Rn
∗

(y1, . . . , yn) 7→
(

y1
∥y∥2

, . . . .,
yn
∥y∥2

)
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variété différentielles

1.4 Applications Différentiables

Définition 1.4.1 Soient les deux variétés ((Nn, atl(N), (Mm, atl(M))) de dimension n

et m respectivement, Une application f : M → N est dite différentiable de classe Ck

(resp C∞) si pour tout x ∈ M ,s’ il existe une carte locale (U,φ) ∈ atl(M,x) autour

de x,de classe Ck, et une carte locale (V, ψ) ∈ atl(N, f(x)), de classe Ck , telles que

F (U) ⊂ V et ψ ◦ F ◦ φ−1 soit de classe Ck .

Alors,pour définir la dérivabilité d’une telle application, il est obligé de comparer à la

fois à gauche et à droite par les homéomorphismes définissants les cartes locales.

Remarque 1.4.1 Si f : M → N est une application différentiable ; Alors pour tout x ∈
M, il existe une carte (V, ψ) ∈ atl(N, f(x)) et (W,φ) ∈ atl(M,x) tels que :

1. f(W ) ⊂ V.

2. ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(W )→ ψ(V ) est différentiable.

Conséquence 1.4.1 Une application f : (M,atl(M)) → Rn est différentiable de classe

Ck (resp C∞) si et seulement si pour toute carte (U,φ) ∈ atl(M) la fonction f ◦ φ−1 :

φ(U)→ Rn est différentiable de classe Ck (resp C∞) .

Notation 1.4.1 .
• C∞(M) = {f :M → R, f est de classe C∞}.
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variété différentielles

Exemple 1.4.1 Toute fonction différentiable f : Rn → Rm est diférentiable entre les

variétés (Rn, (Rn, IdRn)) et (Rm, (Rm, IdRm)).

Définition 1.4.2 On dit que l’application F : M → N est difféomorphisme de M sur N

si :

1. F est une bijection.

2. F et F−1 sont différentiables.

Alors on a dimM = dimN .

On note le couple (U,φ), tels que U un ouvert de M , (U,φ) est une carte de la variété si

et seulement si φ est un difféomorphisme de U sur φ(U) ⊂ Rn.

1.5 Rang d’une application

Rappel :

Soit l’application dérivable en point x ∈ Rn définit par : f : Rn −→ Rk .

le rang de f en x est défini comme le rang de l’application linéaire Df(x).

Soient F :M −→ N une application différentiable et p ∈M .

Proposition 1.5.1 Le rang de ψoFoφ−1 en φ(p) ne dépend pas des cartes (V, ψ) de N et

(U,φ) de M telles que p ∈ U et F (p) ∈ V . appelée le rang de F en p noté par rgpF .

17



variété différentielles

Preuve. Soient (U ′, φ′) et (V ′, ψ′) d’autres cartes. Sur l’intersection des domaines :

ψ′ ◦ FOφ′−1 =
(
ψ′Oψ−1

)
o
(
ψoFOφ−1

)
o
(
φ′ ◦ φ−1

)
et donc

D
(
ψ′ ◦ Foφ′−1

)
(x) = D

(
ψ′oψ−1

)
oD
(
ψoFoφ−1

)
oD
(
φ′oφ−1

)
(x)

Comme D (ψ′oψ−1) et D (φ′oφ−1) sont des isomorphismes, alors on obtient

rgD
(
ψ′oFoφ′−1

)
(φ′(p)) = rgD

(
ψoFoφ−1

)
(φ(p)).

Lire le coordonnée locales, l’application F devient :

Fφψ
(
x1, . . . , xm

)
=
(
F 1
(
x1, . . . , xm

)
, . . . , F n

(
x1, . . . , xm

))
et le rang de F en p est correspond à la matrice jacobienne

∂F 1

∂x1
· · · ∂F 1

∂xn

... . . . ...
∂Fk

∂x1
· · · ∂Fk

∂xn


x(p)

Le rang permet de caractériser les difféomorphismes.

Définition 1.5.1 Une application F :M −→ N est une immersion si F est différentiable

et rgF = dimM en tout point de M .alors dimM ≤ dimN .

Définition 1.5.2 On dit que l’application F : M −→ N est une submersion si F est

différentiable et rgF = dimN en tout point de M , Dans ce cas on a alors :dimM ≥
dimN .

Remarque 1.5.1 Une immersion n’est pas nécessairement injective.
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1.6 Espaces tangent

Définition 1.6.1 (Courbes Paramétrées sur une Variété)

Soit une application Υ : R → M de domaine I ⊂ R est une courbe paramétrée sur M .

Dans une carte φ : U → Rm son expression locale est la courbe :

γ̃ = φ ◦ γ : I → Rm

t 7→ ≈ (t) = (γ̃m(t), . . . , γ̃m(t)) =
(
x1(γ(t)), . . . , xm(γ(t))

)
La courbe Υ est régulière en t ∈ I(x = Υ(t) ∈ M), si pour toute carte φ : U → Rm

telle que U contient le point P , son expression locale Υ̃ = φ0Υ est une courbe régulière

en t, ségnifié comme suite :
˙̃Υ(t) =

dΥ⃗

dt
(t) ̸= −→0

.

Remarque 1.6.1 Si Υ est une courbe regulière en x, on peut toujours changer sa pa-

ramétrisation pour avoir Υ(0) = x. Localement, autour de x, nous pouvons choisir une

carte φ telle que φ(x) = (0, . . . , 0) ≡ −→0 ∈ Rm. donc on avoir une courbe locale

Υ̃ : R→ Rm regulière en Υ̃(0) =
−→
0 .

1.6.1 vecteur tangent

Considérons une variété différentiable M et un point x de M . On s’intéresse aux courbes

dans M qui sont différentiables et qui passent par x.

Υ :]− ϵ, ϵ[ −→M avec Υ(0) = x

t 7−→ Υ(t)
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FIGURE 1.2

Définition 1.6.2 Deux courbes Υ1 et Υ2 sont tangente au ponit x s’il existe une carte

locale (U,φ) telle que x ∈ U et

d

dt
(φoΥ1) (0) =

d

dt
(φoγ2) (0)

La définition ne dépendent pas de la carte choisie.

En effet si (V, ψ) est une autre carte autour de x, on a :

d

dt
(ψoΥ1) (0) =

d

dt

[(
ψoφ−1

)
o (φoΥ1)

]
(0)

= D
(
ψoφ−1

)
o
d

dt
(φoΥ1) (0)

= D
(
ψoφ−1

)
o
d

dt
(φoΥ2) (0)

=
d

dt
(ψoΥ2) (0)

Ainsi,on considére une relation d’équivalence 1 sur l’ensemble des courbes passent par

x : Υ1 ∼ Υ2 si elles sont tangentes en x. Cela signifie que cette relation défini deux

courbes Υ1 et Υ2 comme équivalentes si elles ont meme vecteur tangent en 0 dans ⋉ sur

n’importe quelle carte locale.

1. relation d’équivalence est une relation transitive,symétrique et réflexive
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FIGURE 1.3

1.6.2 La Dérivation

Définition 1.6.3 On appele la dérivation en x est l’application linéaireDx : C
1
x(M)→ R

qui vérifie la règle de Leibniz.

une autre définition, Dx est une dérivation si, pour tous réels α et β, et toutes fonctions

f̃ , g̃ dans C1
x(M),

1. Dx · (αf + βg) = αDx · f + βDx · g (linéarité)

2. Dx · (f · g) = g(x)Dx · f + f(x)Dx · g (Leibniz)

Exemple 1.6.1 M = Rn. Si Υ = (Υ1, ..,Υn) : I → Rn est une courbe lisse et Υ′(t) =

(Υ′
1(t), . . . ,Υ

′
n(t)) ∈ Rn est la dérivé de Υ au point p, alors

Υ̇tf = (f ◦Υ)′(t) = f ′(p)Υ′(t) = Υ′(t) · ∇f(p).

génèralement, l’application Υ̇t satisfait à

1/Υ̇t(af + bg) = aΥ̇tf + bΥ̇tg

2/Υ̇t(fg) = g(p)Υ̇tf + f(p)Υ̇tg

Pour tout f, g ∈ C∞(p) et a, b ∈ R. γ̇t est une dérivation.
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Définition 1.6.4 l’espace tangent en x à M,TxM , est l’espace vectoriel des dérivations

sur C1
x(M).

Définition 1.6.5 Un vecteur tangent à M en x est une classe d’équivalence de courbe

tangentes en x.

On note l’espace tangent à M en x par TxM , qui est l’ensemble des vecteurs tangents à

M en x. défini par :

TxM = {[Υ] classe d’équivalence : Υ ∈ C(M,Υ), avec Υ(0) = x} = C(M,Υ)/R

l’espace quotient.

Définition 1.6.6 (Fibré tangent)
Un fibré tangent à M, noté par TM, est la réunion de tous les espaces tangents TxM

TM =
⋃
x∈M

TxM

On peut identifié chaque élément de TM à un couple (x,Xx), où x ∈M et Xx ∈ TxM .
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FIGURE 1.4

Définition 1.6.7 (Fibré cotangent)
On définit le fibré cotangent par :

•T ∗M = ∪x∈MT ∗
xM à M .

1.6.3 Application tangente linéaire

Définition 1.6.8 Soit f : M −→ N une application différentiable, M et N deux variété

différentiable l’application tangente linéaire de f en x ∈M est

df :TxM −→ Tf(x)N

x 7−→ df(x) =
d

dt
(f ◦Υ)(0)

ou Υ est une courbe passant par x et Υ′(0) = x

1.6.4 Structures différentielles de TM et de T ∗M

Soient
(
M,A = (Ui, φi)i∈I

)
une variété différentiable de dimension n et de classe Ck

avec k ≥ 1.. Soit TM le fibré tangent à M . ∀ (Ui, φi) ∈ A, on pose

Ũi = π−1 (Ui) = {(x,Xx) ∈ TM | π (x,Xx) = x ∈ Ui}
et, soit φ̃i : Ũi −→ φi (Ui)× Rn, définie par :

φ̃i (x,Xx) = (φi(x), d (φi)x (Xx)) ,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On vérifier que
(
Ũi, φ̃i

)
i∈I

est un atlas de

classe Ck−1. Alors, ona :
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1. les applications φ̃i sont des bijections, la bijection réciproque de φ̃i est :

φ̃−1
i (y, v) =

(
φ−1
i (y), [d (φi)x]

−1 (v)
)

2.
⋃
i∈I Ũi = TM

3.
(
φ̃i ◦ φ̃−1

j

)
(y, v) =

((
φi ◦ φ−1

j

)
(y), d

(
φi ◦ φ−1

j

)
y
v
)

donc on a bien que la famille(
Ũi, φ̃i

)
i∈I

est un atlas de classe Ck−1 qui donne au fibré tangent TM une structure de variété

différentiable de dimension 2n et de classe Ck−1. On pose

gij(x) = d
(
φi ◦ φ−1

j

)
φj(x)

,

nous vérifions les relations suivantes :

1. gii = idRn .

2. gij est une application différentiable de classeCk de Ui∩Uj à valeurs dans le groupe

linéaire Gl(n,R).

3. gij(x)gjl(x) = gil(x) pour tous i, j, l ∈ I et x ∈ Ui
⋂
Uj
⋂
Ul.

Alors, les applications gij définissent un cocycle différentiable sur M à valeurs dans le

groupe linéaire Gl(n,R) subordonné au recouvrement (Ui)i∈I .

On définit la structure canonique de variété différentiable sur le fibré cotangent de même

manière

T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗
xM = {(x, ωx) | x ∈M et ωx ∈ TxM}

nous désignions par π : T ∗M −→M la projection canonique :

π (x, ωx) = x

∀ (Ui, φi) ∈ A, notons par Ũi = π−1 (Ui) et par φ̃i : Ũi −→ φi (Ui) × Rn, l’application

définie par :

24



variété différentielles

φ̃i (x, ωx) =
(
φi(x),

(
φ−1
i

)∗
(ωx)

)
or
(
φ−1
i

)∗
(ωx) = ωx ◦ d

(
φ−1
i

)
φi(x) = ωx ◦ [dφi(x)]−1 :

T ∗
φi(x)

Rn
(φ−1

i )
∗

←− T ∗
xM,

donc on note φi = (xi1, . . . , xin) , ωx = a1dxi1(x) + . . .+ andxin(x) on

a pour tout j(j = 1, . . . , n) :

〈
ej,
(
φ−1
i

)∗
(ωx)

〉
=
〈
d
(
φ−1
i

)
φi(x)

(ej) , ωx

〉
=

〈(
∂

∂xij

)
, ωx

〉
= aj

Donc :

φ̃i (x, a1dxi1(x) + . . .+ andxin(x)) = (φi(x), a1, . . . , an) .

Ainsi nous vérifions que la famille
(
Ũi, φ̃i

)
i∈I

définit un atlas de classe Ck−1 qui donne

au fibré tangent TM uns structure de variété différentiable de dimension 2n et de classe

Ck−1 .

1.7 Champs de vecteurs

Considérons une variété de M de dimension m.

Définition 1.7.1 Soit l’application différentiable X : M → TM Un champ de vecteurs

différentiable sur M à un point x ∈ M , associe un couple formé de x et d’un vecteur

tangent à M en x : X(x) = (x,Xx). En d’autre termes, πoX = idM .

On note l’ensemble de tous les champs de vecteurs sur M par Γ(TM).

un vecteur tangent en x définit une dérivation sur l’ensemble des germes C∞(x).

un champ de vecteur définit une dérivation sur l’ensemble C∞(M) des fonctions de M

dans dans R de classe C∞, En effet :

C∞(M) −→ C∞(M)

g 7−→ X · g, t.q.X · g(x) = Xx · g

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la règle de Leibniz. L’ensemble

Γ(TM) s’identifiera donc avec l’espace vectoriel de dimension infinie des dérivations sur

C∞(M).
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Remarque 1.7.1 La base de TxM est donné par :
{

∂
∂pi

(x)
}

1≤i≤n
et (x1, . . . , xn) les co-

ordonnées au voisinage de x

∀x ∈M,Xx ∈ TxM ⇒ Xx =
n∑
i=1

X i
x

∂

∂xi

convention
= X i

x

∂

∂xi
⇒ dimTxM = dimM = n

X i :M → R

Avec :

x 7→ X i
x

1.7.1 Fonction coordonnées du champ de vecteur.

la base deT ∗
xM {dxi}i=1,...,n :est un espace Dual deTxM .

T ∗
xM : est appelé un espace cotongent à M au point x.

T ∗
xM = { forme linéaire sur TxM}.

TxM et T ∗
xM : R-espace vectoriel telque dimT ∗

xM = dimTxM .

Définition 1.7.2 Soient X un champ de vecteurs sur M et F :M −→ N une application

difféomorphisme .Alors le transport de X par F , noté F∗X , est le champ de vecteurs sur

N défini par :

F∗X = dF (X)oF−1 ou F∗X(q) = dFF−1(q) (X (F−1(q)))

1.8 Crochet de Lie

Dans cette section on définit quelque notions sur les champs de veceteurs appelé le crochet

de Lie qui sera utilisé dans les sections suivantes du deuxiéme chapitre pour définir les

concepts de torsion et courbure d’une connexion linéaire.

Définition 1.8.1 soit l’application [, ] : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM) définit le crochet

de Lie telque :
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[X, Y ]xf = Xx(Y f)− Yx(Xf), ∀f ∈ C∞(M), x ∈M

Les champs de vecteurs X et Y commutent si[X, Y ] = 0.

Le crochet de Lie mesure la non commutativité entre les champs de vecteurs.

1.8.1 Coordonnées locales de crochet de Lie

En coordonnées locales,le crochet de Lie prend la forme :

[X, Y ] =
n∑

i,j=1

(
∂Y i

∂xj
Xj − ∂X i

∂xj
Y j

)
∂

∂xi

Propriété 1.8.1 1. R-linéaire :∀α, β ∈ R

[aX + bY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z]

[Z, aX + bY ] = α[Z,X] + β[Z, Y ]

2. Antisymétrie :

[X, Y ] = −[Y,X]

3. La somme cyclique est nulle (identité de jacobi) :

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

Le crochet de Lie n’est pas C∞(M)-linéaire,Car [fX, gY ] ̸= fg[X, Y ].

Nous avons

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f (Xg)Y − g (Yf )X, ∀g, f ∈ C∞(M)

Exemple 1.8.1 Considérons sur R2 les champs de vecteurs X = ∂1, Y = x1∂2, appelé

les champs de vecteurs Grushin. Alors[X, Y ] = ∂2 ̸= 0, et done X et Y ne commutent

pas.
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1.9 Formes différetielles

On définit La différentiel d’une fonction f ∈ C∞(M) en tout point x par

(df)x : TxM −→ R

(df)x(v) = v(f) ∀v ∈ TxM.

En coordonnées locales (x1, . . . , xm) prend la forme df =
∑

i
∂f
∂xi
dxi, où {dxi} la base

duale de
{

∂
∂xi

}
de TxM , on écrit :

dxi
(
∂f

∂xj

)
= δij

où δij est le symbole de Kronecker. L’éspace engendré par {dx1, . . . , dxn} appelé l’éspace

cotangent deM en x, notée T ∗
xM . Les éléments de T ∗

xM appelés covecteurs. La différentiel

df est un exemple de 1-forme. En général, une forme différentielle ω sur une variétéM est

une application qui assigne à chaque point x ∈ M un élément ωx ∈ T ∗
xM . une 1-forme a

une coordonnées locales comme :

ω =
n∑
i=1

ωidx
i

où ωi = ω
(
∂
∂xi

)
est le i éme coordonnée de la forme par rapport à la base {dxi} L’en-

semble des 1-formes sur la variété M notée : Γ (T ∗M).

1.10 Tenseurs

Soient TxM l’espace tangent et T ∗
xM l’espace cotangent de M au point x. Nous utilisons

les notations suivantes :

(T ∗
xM)r = T ∗

xM × . . .× T ∗
xM︸ ︷︷ ︸

s foix

, (TxM)s = TxM × . . .× TxM︸ ︷︷ ︸
r foix

.
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Définition 1.10.1 On appele la fonction C∞(M)-multilinéaire

T : (TxM)r × (T ∗
xM)s −→ R

Un tenseur de type (r, s) en un point x ∈M .

Définition 1.10.2 Un champ de tenseur T de type (r, s) est une application différentiable,

qui a tout point x ∈M associé un tenseur de type (r, s)Tx sur M au point x.

Comme
{

∂
∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xis

}
i1<...<is

et {dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjr}j1<...<jr sont des bases des es-

paces vectoriels (TxM)r et (T ∗
xM)s, relativement, le champ de tenseur T écrit à l’aide

des coordonnées locales

T = T i1i2...iri1i2...is

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

où ” ⊗” le produit tensoriel . Cela signifie que T agit sur les r champs vecteurs et les s

1-formes

T
(
ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs

)
= T i1i2...iri1i2...is

∂

∂xi1

(
ω1
)
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xiri
(ωr)⊗ dxj1 (X1)⊗ · · · ⊗ dxjs (Xs)

= T i1...iri1...is
Xj1

1 . . . Xjs
s ω

1
i1
. . . ωrir .

Le tenseur T est r covariant et s contra-variant. on intéressé par les exemples particuliers

de tenseurs suivants :

1. Tout 1-forme ω est un champ de tenseur de type (0, 1). pour tout champ de vecteur

X

ω(X) = ωidx
i(X) = ωidx

i

(
Xj ∂

∂xj

)
= ωiX

i

En particulier, la différentielle, df , est champ de tenseur de type (0, 1) ;

2. Tout champ de vecteurs X est un champ de tenseur de type (1, 0) sur M , avec

X(ω) = ω(X) = ωiX
i, ∀ω;

3. Une s - forme différentielle est un champ de tenseur antisymétrique de type (0, s).

En particulier, une 2-forme est un champ de tenseur Ω 2-covariant dans les coor-

données satisfait :

Ωij = −Ωji
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aprés la démonstration que T est un champ de tenseur,en pratique, nous vérifions la

C∞(M)-linéarité pour chaque controverse. Par exemple, si, T est 2-covariant, ainsi on

montre que ∀f1, f2 ∈ C∞(M) est de champs de vecteures X1, X2, Y1, Y2

nous avons :
T (f1X1, f2X2) = f1f2T (X1, X2)

T (X1 + Y1, X2) = T (X1, X2) + T (Y1, X2)

T (X1, X2 + Y2) = T (X1, X2) + T (X1, Y2)

Si le champ de tenseur T (X, Y ) = T (Y,X) est symétrique, il est obligé de montrer les

relations antérieures que dans le premièr controverse. Si nous avons montrer qu’un champ

de tenseur, ou une expression tensorielle nulle, alors. il suffit de montrer qu’il est nulle

dans un système de coordonnées.
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Chapitre 2
Variétés Riemanniennes

2.1 Métrique Riemannienne sur une variété différentiable

Définition 2.1.1 Une métrique Riemannienne g sur une variété différentiable M est une

application

g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

, de champ de tenseur de type (0, 2) , telque

1. g est C∞(M)-bilinéaire.

2. g est définie positive : g(U,U) ≥ 0,∀U ∈ Γ(TM).

3. g application symétrique : g(U, V ) = g(V, U)∀U, V ∈ Γ(TM).

4. g non dégénérée : g(U, V ) = 0, pour tout V ∈ Γ(TM)⇒ U = 0Γ(TM).

Remarque 2.1.1 Soit une carte (U,φ) ∈ A, (U, x1, x2, . . . , xn) système de coordonées

de X et
(
U, ∂

∂xi

)
. Le repère de l’espace tangent et dxi la base de l’espace dual.

1. on note gij = g
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
. la matrice associée à g, comme g est symétrique :

gij = gji = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

2. g est définie positive i,e det (gij) > 0.

3. g est non dégénérée i, e det (gij) ̸= 0.
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Exemple 2.1.1 Sur M = R3, on pose g = dx ⊗ dx + dy ⊗ dy + dz ⊗ dz = (dx)2 +

(dy)2 + (dz)2. La matrice associe à g est : gij =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


1- g est bilinéaire. car : soient U1, U2, V1, V2 ∈ Γ(TM), et f, h ∈ C∞(M)

g (fU1 + hU2, V ) = (dx)2 (fU1 + hU2, V ) + (dy)2 (fU1 + hU2, V ) + (dz)2 (fU1 + hU2, V )

= dx (fU1 + hU2) dx(V ) + dy (fU1 + hU2) dx(V ) + dz (fU1 + hU2) dz(V )

= fdx (U1) dx(V ) + hdx (U2) dx(V ) + fdy (U1) dy(V )

+ hdy (U2) dy(V ) + fdz (X1) dz(V ) + hdz (U2) dz(V )

= fg (U1, V ) + hg (U2, V ) g (U, fV1 + hV2)

= (dx)2 + (dy)2 (U, fV1 + hV2) + (dz)2 (U, fV1 + hV2)

= fg (U, V1) + hg (U, V2)

2-det (gij) = 1 ̸= 0 alors g est non dégénérée.

3-g12 = g21 = 0 et g13 = g31 = 0 et g23 = g32 = 0 alors g est symétrique.

4- det (gij) = 1 > 0 alors g est définie positive.

Donc g est une métrique Riemannienne sur R3.

Exemple 2.1.2 Soit g = α2(dx)2 + α(dy)2 + (dz)2. est-elle métrique riemannienne.

La matrice associe à g est gij =


α2 0 0

0 α 0

0 0 1

.

1. g est bilinéaire.

2. g est non dégénérée.

3. g est symétrique.

4. det (gij) = α3 > 0 si α > 0 donc g est définie positive si α > 0.

Alors g est une métrique Riemannienne si et seulemet si α > 0.
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2.2 Variétés Riemanniennes

Définition 2.2.1 Soit M une variété différentiable et g une métrique Riemannienne, Une

variété Riemannienne est le couple (M, g).

Exemple 2.2.1 (R3, g0) ,R3 muni de la métrique g = (dx)2+(dy)2+(dz)2 est une variété

Riemannienne.

2.3 Connexion linéaire

Définition 2.3.1 Une connexion linéaire sur M est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(U, V ) → ∇UV

telle que, pour tout U, V, Z ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

1. ∇fUV = f∇UV .

2. ∇U(V + Z) = ∇UV +∇UZ.

3. ∇U+V (Z) = ∇UZ +∇VZ.

4. ∇U(fV ) = U(f)V + f∇UV .

Remarque 2.3.1 Soit ∇ une connexion linéaire sur une variété différentiable M . Dans

un système de coordonnées (xi) sur M,∇ est complètement définie par les symboles de

Christoffel Γkij définis par :

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.

En effet, si

X = X i ∂

∂xi

et

Y = Y j ∂

∂xj

alors :

∇XY = X i

(
∂

∂xi
Y k + ΓkijY

j

)
∂

∂xk
.
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∇U(V ) est appelée dérivation du champ de vecteur V dans la direction du vecteur tangent

U .

Définition 2.3.2 Soient (Nn, h) une variété Riemannienne, de dimension n,Mm une variété

différentiable, de dimension m, et f :M −→ N une immersion. Alors :

f ∗h : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

définie pour tout U, V ∈ Γ( TM ) et x ∈M par :

f ∗h(U, V )x = hf(x) (dxf (Ux) , dxf (Vx))

est une métrique sur M , appelée métrique inverse.

Remarque 2.3.2 Soient (U,φ) une carte deM de base associée
(

∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xm

)
et (V, ψ)

une carte de N de base associée
(

∂
∂y1
, · · · , ∂

∂yn

)
, alors :

(f ∗h)ij =
n∑

α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
(hαβ ◦ f) .

Où fα = yα ◦ φ et hαβ = h
(

∂
∂yα

, ∂
∂yβ

)
.

Proposition 2.3.1 Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable M.

L’application

♯ : Γ (T ∗M)) −→ Γ(TM),

définie par :

g(♯ω, V ) = ω(V ),

pour tout ω ∈ Γ (TM∗)) et V ∈ Γ(TM), est un isomorphisme C∞(M)-linéaire.

Remarque 2.3.3 Localement, si ω = ωidx
i et g = gijdx

i ⊗ dxj , on a :

#ω = gijωi
∂

∂xj
,

où (gij) désigne la matrice inverse de (gij).

34



variétés Riemanniennes

Définition 2.3.3 une section V ∈ Γ(TM) est dite parallèle par rapport a la connexion

∇ si :

∇XV = 0

pour tout X ∈ Γ(TM).

2.4 Torsion de la variétés Différentiables :

Définition 2.4.1 Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire sur M .

La torsion de∇ est une application C∞(M)

T : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM),

définie par :

T (U, V ) = ∇UV −∇VU − [U, V ]

pour tous U, V ∈ Γ(TM). La connexion∇ est dite sans torsion si T = 0.

2.4.1 Expression en coordonnées locale de T

U = U i ∂
∂xi
, V = V j ∂

∂xj

T (U, V ) = ∇U i

∂

∂xi
V j ∂

∂xj
−∇V j ∂

∂xj

U i ∂

∂xi
−
[
U i ∂

∂xi
, Y j ∂

∂xj

]
= U i

(
∇ ∂

∂xi

V j ∂

∂xj

)
− V j

(
∇ ∂

∂xj

U i ∂

∂xi

)
− U i ∂

∂xi

(
Y j ∂

∂xj

)
+ V j ∂

∂xj

(
U i ∂

∂xi

)
= U i

(
V j
)
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+ U i ∂

∂xi

(
V j ∂

∂xj

)
− V j

(
U i
)
∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
− V j ∂

∂xj

(
U i ∂

∂xi

)
− U i ∂

∂xi

(
V j ∂

∂xj

)
+ V j ∂

∂xj

(
U i ∂

∂xi

)
=

(
U iV j − V iU j

)
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
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Remarque 2.4.1 .

1. T est un champ de tenseur de type (1, 2).

2. T (U, V ) = −T (V, U) pour tout U, V ∈ Γ(TM) (T est antisymétrique).

2.5 Notion de la connexion Riemannienne

Soit(M, g) une variété Riemannienne.

Définition 2.5.1 Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable M ,

alors∇ est dite compatible avec la métrique g si :

X(g(V,W )) = g (∇UV,W ) + g (V,∇UW ) ,

pour tout V,W,U ∈ Γ(TM).

Théorème 2.5.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

définie par la formule de Koszul

2g (∇UV, Z) =U(g(V, Z)) + V (g(Z,U))− Z(g(U, V ))

+ g(Z, [U, V ]) + g(V, [Z,U ])− g(U, [V, Z])

est une connexion linéaire sur M , appelée connexion de Levi-Civita.

Théorème 2.5.2 ( Théorème fondamental de la géométrie Riemannienne )

Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est l’unique

connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

36



variétés Riemanniennes

Théorème 2.5.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne, il existe une connexion unique

∇ sur M telle que :

1. ∇ est symétrique. (i.e : [U, V ] = ∇UV −∇VU,∀U, V ∈ Γ(TM)).

2. ∇ est compatible avec g.

La connexion ∇ est appellée la connexion de Levi-Civita associée à la métrique g.

Dans les coordonnées locales (x1, x2, . . . , xn),

les symboles Christoffel pour cette connexion sont :

Γkij =
1
2

∑m
l=1 g

kl
(
∂gjl
∂xi

+ ∂gil
∂xj
− ∂gij

∂xl

)
, où gij sont les coordonneés de g relativement à la

carte (u, φ) et (gij) = (gij)
−1 est la matrice inverse de gij .

Preuve. .

1- On a T
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
=
(
Γkij − Γkji

)
∂
∂xk

= 0.

En effet

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−
[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

(
car

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0

)
=

(
Γkij − Γkji

) ∂

∂xk
. telle que∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= 0⇒ Γkij − Γkji = 0,

(
car

∂

∂xk
̸= 0

)
⇒ Γkij = Γkji

Donc la connexion ∇ est la torsion T nulle.

2- ∇Ug = 0,∀U ∈ Γ(TM).

Soit U, V, Z ∈ Γ(TM). on a

U(g(V, Z)) = g (∇UV, Z) + g (V,∇UZ) . . . . . . (1)

V (g(U,Z)) = g (∇VU,Z) + g (U,∇VZ) . . . . . . (2)

Z(g(U, V )) = g (∇ZU, V ) + g (U,∇ZV ) . . . . . . (3)

(1)− (2) + (3) = g (∇UV, Z) + g (V,∇UZ)− g (∇VU,Z)− g (U,∇VZ)

+ g (∇ZU, V ) + g (U,∇ZV )

= g (∇UV −∇VU,Z) + g (U,∇ZV −∇VZ) + 2g (V,∇ZU) + g (V,∇UZ −∇ZU)

Car 2g (V,∇ZU) + g (V,∇UZ −∇ZU) = g (V,∇UZ) + g (∇ZU, V )
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Et comme g symétrique on a :

(1)-(2)+(3) = g([U, V ], Z) + g(U, [Z, V ]) + 2g (V,∇ZU) + g(V, [U,Z]).

par suite :

2g (∇ZU, V ) = U(g(V, Z))−V (g(U,Z))+Z(g(U, V ))−g([U, V ], Z)−g(U, [Z, V ])−g(V, [U,Z])

Alors

g (∇ZU, V ) =
1

2
(U(g(V, Z))−V (g(U,Z))+Z(g(U, V ))−g([U, V ], Z)−g(U, [Z, V ])−g(V, [U,Z]))

Donc on a montré l’existence et l’unicité de∇.

On déterminent les symboles de Christoffel associées à la connexion Riemannienne∇ :

On a :

g

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
) =

1

2

(
∂

∂xj
g

(
∂

∂xk
,
∂

∂xi

)
− ∂

∂xk
g

(
∂

∂xj
,
∂

∂xi

)
+

∂

∂xi
g

(
∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
− g

([
∂

∂xj
,
∂

∂xk

]
,
∂

∂xi

)
− g

(
∂

∂xj
,

[
∂

∂xi
,
∂

∂xk

])
− g

(
∂

∂xj
,

[
∂

∂xk
,
∂

∂xi

]))
=

1

2

(
∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gji +

∂

∂xi
gjk

)
.

car(
−g
([

∂

∂xj
,
∂

∂xk

]
,
∂

∂xi

)
− g

(
∂

∂xj
,

[
∂

∂xi
,
∂

∂xk

])
− g

(
∂

∂xj
,

[
∂

∂xk
,
∂

∂xi

]))
= 0

Donc Γlijglk = 1
2

(
∂
∂xj
gki − ∂

∂xk
gji +

∂
∂xi
gjk

)
⇒ Γlij = 1

2
g−1
lk ·

(
∂gki
∂xj
− ∂gji

∂xk
+

∂gjk
∂xi

)
. . . .

(4)
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Exemple 2.5.1 trouver les symboles de christoffel de : g = sin2 φ(dθ)2 + (dφ)2.

La matrice de g s’écrit donc : g =

(
sin2 φ 0

0 1

)
elle est bilinéaire symétrique, définie

positive et non dégénérée.

( pour x1 = θ et x2 = φ ) on obtient :

l = 1

Γ1
11 =

1
2
g11
(
∂g11
∂x1
− ∂g11

∂x1
+ ∂g11

∂x1

)
= 1

2

(
sin2 φ

)−1 ∂
∂θ

sin2 φ

Γ1
11 = Γ1

22 = 0

Γ1
12 =

1
2
g11
(
∂g11
∂x2
− ∂g21

∂x1
+ ∂g21

∂x1

)
= 1

2

(
sin2 φ

)−1 ∂
∂φ

(
− sin2 φ

)
Γ1
12 =

1
2
cosφ

Γ1
21 = Γ1

12 =
1
2
cosφ.

l = 2

Γ2
11 = − sinφ cosφ.

Γ2
12 = Γ2

21 = Γ2
22 = 0.

La formule (1) donne Γ1
ij =

(
0 cosφ

cosφ 0

)
,Γ2

ij =

(
− sinφ cosφ 0

0 0

)
.

2.6 Les courbures

2.6.1 Tenseur de courbure

Définition 2.6.1 Soit M une variété différentiable muni d’ une connexion linéaire∇. On

définit le tenseur de courbure

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

associé à∇, par :

R(U, V )X = ∇U∇VX −∇V∇UX −∇[U,V ]X,

pour tout U, V,X ∈ Γ(TM).

Proposition 2.6.1 .

1. courbure R est C∞(M)− 3 linéaire.

2. R(U, V )X = −R(V, U)X pour tout U, V,X ∈ Γ(TM) (antisymétrique ).
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Définition 2.6.2 Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de la

connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne. Le tenseur de

courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :

R (∂i, ∂j) ∂k =
n∑
l=1

Rl
ijk∂l,

Rl
ijk = ∂i

(
Γljk
)
− ∂j

(
Γlik
)
+

n∑
m=1

{
ΓlimΓ

m
jk − ΓljmΓ

m
ik

}
où (∂i)i=1..n est une base locale de champs de vecteurs sur M .

Proposition 2.6.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rie-

mannienne R a les propriétés suivantes :

1. Identité de Bianchi : R(U, V, Z,W ) +R(V, Z, U,W ) +R(Z,U, V,W ) = 0.

2. Anti-symétrie en (U, V ) : R(U, V, Z,W ) = −R(V, U, Z,W ).

3. Anti-symétrie en (Z,W ) : R(X, Y, Z,W ) = −RR(Y,X,W,Z).

4. Symétrie dans les couples (U, V ) et (Z,W ), R(U, V, Z,W ) = −R(Z,W,U, V ).

Preuve. . 1.

R(U, V, Z,W ) +R(V, Z, U,W ) +R(Z,U, V,W ) =g(R(U, V )Z,W )) + g(R(V, Z)U,W ))

+ g(R(Z,U)V,W ))

=g(R(U, V )Z +R(V, Z)U +R(Z,U)V,W ) = 0

2. R(U, V, Z,W ) = g(R(U, V )Z,W )) = g(−R(V, U)Z,W )) = −R(V, U, Z,W ).

3.⇔ R(U, V, Z, Z) = 0.⇒)R(U, V, Z, Z) = 0,

nous avons

R(U, V, Z +W,Z +W ) = 0⇔ R(U, V, Z,W ) +R(U, V,W,Z) = 0.

⇐) En utilisant le fait que la connexion de Levi-Civita est compatible avec le métrique,

nous avons
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U.g (∇VZ,Z) = g (∇U∇VZ,Z) + g (∇VZ,∇UZ) et [U, V ].g(Z,Z) = 2g
(
∇[U,V ]Z,Z

)
R̃(U, V, Z, Z) = g(R(U, V )Z,Z))

= g (∇U∇VZ,Z)− g (∇V∇UZ,Z)− g
(
∇[U,V ]Z,Z

)
= U · g (∇VZ,Z)− g (∇VZ,∇UZ)− V.g (∇UZ,Z) + g (∇UZ,∇VZ)− 1

2
[U, V ] · g(Z,Z)

= 1
2
U · (V.g(Z,Z))− 1

2
V.(U.g(Z,Z))− 1

2
[U, V ] · g(Z,Z)

= 1
2
[U, V ] · g(Z,Z)− 1

2
[V, V ] · g(Z,Z) = 0

d’aprés (1) on obtient

R(U, V, Z,W ) +R(V, Z, U,W ) +R(Z,U, V,W ) = 0

R(V, Z,W,U) +R(Z,W, V, U) +R(W,V, Z, U) = 0

R(Z,W,U, V ) +R(W,U,Z, V ) +R(U,Z,W, V ) = 0

R(W,U, V, Z) +R(U, V,W,Z) +R(V,W,U, Z) = 0

En ajoutant ceux-ci et en utilisant (3), on a

R(Z,U, V,W ) +R(W,V, Z, U) +R(U,Z,W, V ) +R(V,W,U, Z) = 0

D’aprés (2) et (3) on trouve

2R(Z,U, V,W )− 2R(V,W,Z, U) = 0

2.6.2 Expression en coordonnées locale de R

Soit x ∈M et (x1, x2, . . . , xn) un système de coordonnées locales de x

∀U = U i∂i, V = V j∂j,W = W l∂l et Z = Zk∂k

R(U, V )Z = R (U i∂i, V
j∂j)V

k∂k

= U iV jZk
(
∇∂i∇∂j∂k −∇∂j∇∂i∂k

)
= U iV jZk

(
∇∂iΓ

m
jk∂m −∇∂jΓ

m
ik∂m

)
= U iV jZk

(
∂iΓ

m
jk (∂m)

)
+ ΓmjkΓ

l
im∂l − ∂jΓmik (∂m)

)
− ΓmikΓ

l
jm∂l

)
= U iV jZk

[(
∂iΓ

m
jk − ∂jΓmik

)
∂m +

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
∂l
]

= X iY jZk
[(
∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik + ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
∂l
]

=
(
Rl
kijU

iV jZk
)
∂l, avec Rl

kij = ∂i
(
Γljk
)
− ∂j

(
Γlik
)
+
∑n

m=1

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
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Exemple 2.6.1 le méme exemple précèdent : g = sin2 φ(dθ)2 + (dφ)2.

- On va calcule Rl
ijk, pour i, j, k, l = 1, 2 telle que Rl

ijk = ∂i
(
Γljk
)
−∂j

(
Γlik
)
+ΓlimΓ

m
jk−

ΓljmΓ
m
ik

Pour l = 1

R1
111 = ∂1 (Γ

1
11)− ∂1 (Γ1

11) + (Γ1
11Γ

1
11)− (Γ1

11Γ
1
11) = 0⇒ R1

111 = 0

R1
112 = ∂1 (Γ

1
12)− ∂1 (Γ1

12) + (Γ1
11Γ

1
12)− (Γ1

11Γ
1
12) = 0⇒ R1

112 = 0

R1
121 = ∂1 (Γ

1
21)− ∂2 (Γ1

11) + (Γ1
11Γ

1
21)− (Γ1

21Γ
1
11) = ∂1

(
1
2
(cosφ)

)
= 0⇒ R1

121 = 0

R1
122 = ∂1 (Γ

1
22)− ∂2 (Γ1

12) + (Γ1
11Γ

1
22)− (Γ1

21Γ
1
12)

= −∂2
(
1
2
(cosφ)

)
−
(
1
2
(cosφ)

)2
= 1

2

(
sin2 φ

)
−
(
1
2
(cosφ)

)2
= 2−cos2 φ

4 sin2 φ
⇒ R1

122 =
2−cos2 φ
4 sin2 φ

R1
211 = ∂2 (Γ

1
11)− ∂1 (Γ1

21) + (Γ1
21Γ

1
11)− (Γ1

11Γ
1
21) = −∂1

(
1
2
cosφ

)
= 0⇒ R1

211 = 0

R1
212 = ∂2 (Γ

1
12)− ∂1 (Γ1

22) + (Γ1
21Γ

1
12)− (Γ1

11Γ
1
22) = −R1

122 =
−2+cos2 φ
4 sin2 φ

R1
221 = ∂2 (Γ

1
21)− ∂2 (Γ1

21) + (Γ1
21Γ

1
21)− (Γ1

21Γ
1
21) = 0⇒ R1

221 = 0

R1
222 = ∂2 (Γ

1
22)− ∂2 (Γ1

22) + (Γ1
21Γ

1
21)− (Γ1

21Γ
1
21) = 0⇒ R1

222 = 0

Pour l = 2

R2
111 = ∂1 (Γ

2
11)− ∂1 (Γ2

11) + (Γ2
11Γ

1
11)− (Γ2

11Γ
1
11) = 0.⇒ R2

111 = 0

R2
112 = ∂1 (Γ

2
12)− ∂1 (Γ2

12) + (Γ2
11Γ

1
12)− (Γ2

11Γ
1
12) = 0⇒ R2

112 = 0

R2
121 = ∂1 (Γ

2
21)− ∂2 (Γ2

11) + (Γ2
11Γ

1
21)− (Γ2

21Γ
1
11)

= −∂2(− sinφ cosφ) + (− sinφ cosφ)
(
1
2
cosφ

)
= cos 2φ⇒ R2

121 = cos 2φ.

R2
211 = ∂2 (Γ

2
11)− ∂1 (Γ2

21) + (Γ2
21Γ

1
11)− (Γ2

11Γ
1
21)

= ∂2(− sinφ cosφ)− (− sinφ cosφ)
(
1
2
cosφ

)
= −R2

121 ⇒ R2
211 = − cos 2φ

R2
122 = ∂1 (Γ

2
22)− ∂2 (Γ2

12) + (Γ2
11Γ

1
22)− (Γ2

21Γ
1
12) = 0.⇒ R2

122 = 0

R2
212 = ∂2 (Γ

2
12)− ∂1 (Γ2

22) + (Γ2
21Γ

1
12)− (Γ2

11Γ
1
22) = −R2

122 = 0

R2
221 = ∂2 (Γ

2
21)− ∂2 (Γ2

21) + (Γ2
21Γ

1
21)− (Γ2

21Γ
1
21) = 0⇒ R2

221 = 0

R2
222 = ∂2 (Γ

2
22)− ∂2 (Γ2

22) + (Γ2
21Γ

1
22)− (Γ2

21Γ
1
22) = 0.⇒ R2

222 = 0.
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Propriété 2.6.1 .

1) R est bilinéaire dans Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

R (fU1 + gU2, V )Z = fR (U1, V )Z + gR (U2, V )Z

Et

R (U, fV1 + gV2)Z = fR (U, V1)Z+gR (U, V2)Z, ∀U1, U2, V1, V2, V ∈ Γ(TM),∀f, g, h ∈ C∞(M)

2) ∀U, V ∈ Γ(TM), l’operateur R(U, V ) : Γ(TM)→ Γ(TM) est linéaire.

R(U, V )(Z +W ) = R(U, V )Z +R(U, V )W

3) R(U, V )(fZ) = fR(U, V )Z.

Preuve. .

1) R est bilinéairé, car :

R (fU1 + gU2, V )Z =∇fU1+gU2
∇VZ −∇V∇fU1+gU2

Z −∇[fx1+gU2,V ]Z

(∇fU1 +∇gU2)∇VZ −∇V

(
(∇fU1 +∇gU2)Z − f∇[U1,V ]Z − g∇[U2,V ]Z

=f
(
∇U1∇VZ −∇V∇U1Z −∇[U1,V ]Z

)
+ g

(
∇U2∇VZ −∇V∇U2Z −∇[U2,V ]Z

)
=fR (U1, V )Z + gR (V2, V )Z.

2)

R(U, V )(Z +W ) = ∇U∇V (Z +W )−∇V∇U(Z +W )−∇[U,V ](Z +W )

= ∇U∇VZ +∇U∇VW −∇V∇UZ −∇U∇VW −∇[U,V ]Z −∇[U,V ]Z

= ∇U∇VZ −∇V∇UZ −∇U,V ]Z +∇U∇VW −∇U∇VW −∇[U,V ]Z

= R(U, V )Z +R(U, V )W

3) On a

∇V∇U(fZ) = ∇V (f∇UZ + (Uf)Z) = f∇V∇UZ+(V f) (∇UZ)+(Uf) (∇VZ)+(V (Uf)Z)

Et tant que

∇V∇U(fZ)−∇U∇V (fZ) = f (∇V∇U −∇U∇V )Z + ((V U − UV )f)Z
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Alors

R(U, V )(fZ) = f∇U∇VZ−f∇V∇UV+([V, U ]f)Z−f∇[U,V ]Z+([U, V ]f)Z = fR(U, V )Z.

2.6.3 La 2iéme identité de Bianchi sur une variété Riemannienne

(∇UR) (V, Z) + (∇VR) (Z,U) + (∇ZR) (U, V ) = 0,∀U, V, Z ∈ Γ(TM)

où

∇UV : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(U, V, Z) 7→ (∇UR) (V, Z,W )

définie par :

((∇UR) (V, Z)) (W ) = ∇U(R(V, Z))(W ))−(R (∇UV, Z)) (W )−(R (V,∇UZ)) (W )−
R(V, Z) (∇UW )

i)∇UV est C∞(M)-trilinéaire : (evident).

Montrons la 2iéme identité de Bianchi

(∇UR) (V, Z) + (∇VR) (Z,U) + (∇ZR) (U, V ) = 0

Preuve. On a

(∇UR) (V, Z)(W ) = ∇U(R(Y, Z)(W ))− (R (∇UV, Z)) (W )

− (R (V,∇UZ)) (W )−R(V, Z) (∇UW )) . . . .(4)

(∇VR) (Z,U)(W ) = ∇V (R(Z,U))(W )− (R (∇VZ,U)) (W )

− (R (Z,∇VU)) (W )−R(Z,U) (∇VW )) . . . (5)

(∇ZR) (U, V )(W ) = ∇Z(R(U, V ))(W )− (R (∇ZV, V )) (W )

− (R (U,∇ZV )) (W )−R(U, V ) (∇ZW ) . . . (6)

(4) + (5) + (6) = ∇U(R(V, Z)(W )) +∇V (R(Z,U)(W )) +∇Z(R(U, V )(W ))

+ R (∇VU −∇UV, Z) (W ) +R (∇UZ −∇ZU, V ) (W )

+ R (∇ZV −∇UZ,U) (W )−R(V, Z) (∇UW )

− R(Z,U) (∇VW )−R(U, V ) (∇ZW ) . . . ..(∗)

44



variétés Riemanniennes

∗ = ∇U (∇V (∇ZW ))−∇U (∇Z (∇VW ))−∇U

(
∇[V,Z]W

)
+∇V (∇Z (∇UW ))

− ∇V (∇U (∇ZW ))−∇V∇[Z,U ]W +∇Z (∇U (∇VW ))−∇Z (∇V (∇UW ))

− ∇Z

((
∇[U,V ]W

))
+R([V, U ], Z)(W ) +R([U,Z], V )(W ) +R([Z,U ], V )(W )

− ∇V (∇Z (∇UW )) +∇Z (∇V (∇UW )) +∇[V,Z] (∇UW )−∇Z (∇U (∇VW )) +∇U (∇Z (∇VW ))

+ ∇[Z,V ] (∇VW )−∇U (∇V (∇ZW )) +∇V (∇U (∇ZW )) +∇[U,V ] (∇ZW )

= −∇U

(
∇[V,Z]W

)
−∇V

(
∇[Z,U ]W

)
−∇Z

(
∇[U,V ]W

)
+∇[V,U ] (∇ZW )−∇Z

(
∇[V,U ]W

)
−

(
∇[[V,U ],Z]W

)
+∇[U,Z] (∇VW )−∇V

(
∇[U,Z]W

)
−∇[[U,Z],V ]W +∇[Z,V ] (∇UW )

− ∇U

(
∇[Z,V ]W

)
−
(
∇[[Z,V ],U ]W

)
+∇[V,Z] (∇UW ) +∇[Z,U ] (∇VW ) +∇[U,V ] (∇ZW )

= −∇[[V,U ],Z]W −∇[[U,Z],V ]W −∇[[Z,V ],U ]W =[ −∇[[V,U ],Z]+[[U,Z],V ]+[[Z,V ],U ]W = 0

Cela on utilise la définition de tenseur de courbure R , on faite T = 0 de la connexion

Riemannienne

i.e : ∇VU −∇UV = [U, V ]

2.6.4 Expression en coordonnées locale de deuxiéme identité
de Bianchi

(∇UR) (V, Z) + (∇VR) (Z,U) + (∇ZR)R(U, V ) =Γsjk
(
∂iΓ

k
lm

)
− Γslk

(
∂iΓ

k
jm

)
+ Γslk

(
∂jΓ

k
im

)
− Γsik

(
∂jΓ

k
lm

)
+ Γsik

(
∂lΓ

k
jm

)
− Γsjk

(
∂lΓ

k
lm

)
- Sur la variété Riemannienne on a

Rs
ilm = ∂jΓ

s
lm − ∂lΓsjm + ΓsjkΓ

k
lm − ΓslkΓ

k
jm
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Avec

∂i =
∂

∂xi
, ∂j =

∂

∂xj
, ∂l =

∂

∂xl
, ∂m =

∂

∂xm

Et

∇i = ∇∂i ,∇j = ∇∂j ,∇l = ∇∂l et∇m = ∇∂m

2.6.5 Courbure de Ricci

Définition 2.6.3 La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g) de dimension

m est un tenseur de type (0; 2) défini par :

Ric(U, V ) = traceR(∗, U)V =
m∑
i=1

g ((R (ei, U)V, ei)

∀U ;V ∈ Γ(TM), où (ei) est une base orthonormée locale sur M , et

R (∗;U)V : Γ(TM) → Γ(TM)

U 7→ R(Z,U)V

posant :
Ric : Γ(TM)× Γ(TM)→ R

(U, V ) 7→ Ric(U, V )

La courbure de Ricci, Ric est bilinéaire symétrique, en effet

Ric(U ;V ) =
m∑
i=1

g (R (ei, U)V, ei)

=
m∑
i=1

g (R (V, ei) ei, U)

=
i=m∑
i=1

g (R (ei, V )U, ei)

= Ric(V, U)
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Relativement à la base
(
∂
∂xi

)
i=1...m

, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

Ric ij = Ric

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= traceR

(
∗, ∂

∂xi

)
∂

∂xj

= gklg

(
R

(
∂

∂xk
,
∂

∂xi

)
∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
= gklR

s
kijgls

= δksR
s
kij

= Rk
kij

Définition 2.6.4 Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g), est un tenseur

de type (1, 1), défini par

Ricci(U) =
m∑
i=1

R (U, ei) ei

∀X ∈ Γ(TM), où (ei)i=1..m est une base orthonormée locale sur M .

Remarque 2.6.1 Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimension m. ∀U, V ∈
Γ(TM) on a Ric(U, V ) = g(Ricci(U), V )

2.6.6 Courbure scalaire

Définition 2.6.5 . On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (Mm, g) la

fonction définie sur M par

S = trace g Ric =
m∑

i,j=1

g (R (ei, ej) ej, ei)

où (ei)i=1...m une base orthonormée locale sur M .
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Proposition 2.6.3 Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante

K si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R(U, V )Z = K(g(V, Z)U − g(U,Z)V ).

pour tout U, V et Z ∈ Γ(TM)

Corollaire 2.6.1 Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante

K, alors ∀U, V ∈ Γ(TM) on a

1. Ricci (U) = (m− 1)KU ,

2. Ricci(U, V ) = (m− 1)Kg(U, V ),

3. S = m(m− 1)K

Exemple 2.6.2 L’espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i = ∂
∂xi

,

du produit scalaire euclidien g = gijdxi ⊕ dxj , où gij = δij .

On vérifie que Γkij = 0, Rl
ijk = 0

donc R = 0.

En particulier, la courbure sectionnelle de (Rn, g0) est nulle.

Exemple 2.6.3 (la sphère S2)
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FIGURE 2.1 – la sphère S2

SoitM = Sn on va calculer sa courbure scalaire, premiérement on va passé par le tenseur

de Ricci qui est calculé à partir du tenseur de Riemann, et cela dépend des symboles de

Christoffel

Γθφφ = − sin θ cos θ

Γθφθ =
cos θ

sin θ

La métrique pour une sphère est

ds2 = r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

où r est le rayon constant de la sphère, donc

gθθ = r2

gϕϕ = r2 sin2 θ

donc on a trouver le tenseur Rθϕθϕ ,calculée à partir de

Ri
jlm = ∂lΓ

i
mj − ∂mΓilj + ΓkmjΓ

i
lk − ΓkljΓ

i
km
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nous avons
Rθφθφ = gθiR

i
φθφ

= gθθR
θ
φθφ

= r2
(
∂θΓ

θ
φφ − ∂φΓθθφφ + ΓφφφΓ

θ
φθ − ΓφθφΓ

θ
φφ

)
= r2

(
− cos 2θ − 0 + 0− ΓφθφΓ

θ
φφ

)
= r2

(
sin2 θ − cos2 θ + cos2 θ

)
= r2 sin2 θ

on conclus que le tenseur de Ricci est

Rij = gabRaibj

Puisque la métrique est diagonale et gab est l’inverse de gab, nous avons

gθθ =
1

gθθ
=

1

r2

gφφ =
1

gφφ
=

1

r2 sin2(θ)

la métrique est diagonale et gab est l’inverse de gab,alors nous avons

gθθ =
1

gθθ
=

1

r2

gφφ =
1

gφφ
=

1

r2 sin2(θ)

donc on utilisant les symétriques

Rθθ = gabRaθbθ

= gφφRφθφθ

=
1

r2 sin2 θ
r2 sin 2θ

= 1

= Rθθ = gabRaφbφ

= gθθRθφθφ

= sin2 θ

= Rθφ = Rφθ = 0

50



variétés Riemanniennes

Nous pouvons obtenir la version du tenseur de Ricci à l’étage supérieur :

Rθθ = gθigθjRij

= gθθgθθRθθ

=
1

r4

Rφφ = gφφgφφRφφ

=
1

r4 sin2 θ

Le courbure scalaire est

R = gijR
ij

= r2
1

r4
+ r4 + r2 sin2 θ

1

r4 sin2 θ

=
2

2r

donc la courbure d’une sphère diminue à mesure que son rayon augmente.
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Chapitre 3
Opérateurs sur une variété Riemannienne

3.1 L’opérateur gradient sur une variété Riemannienne

Définition 3.1.1 (L’opérateur gradient)
Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur gradient par

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad f = ♯df

où df est la différentielle de la fonction f .

Proposition 3.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (U,φ) une

carte sur M avec les champs de base associée ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xm
, alors pour tout f ∈ C∞(M)

on a

(grad f)|U =
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
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Preuve. Appliquont la définition de l’application ♯ , et la définition de la différentielle la

fonction f ∈ C∞(M) relativement à (U,φ) sur M, on a

df =
m∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

#df =
m∑

i,j=1

gij(df)i
∂

∂xj

=
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj

où dx1, . . . , dxm est la base duale.

Propriété 3.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a

1. grad(f + h) = grad f + gradh

2. grad(fh) = h grad f + f gradh

3. (grad f)(h) = (gradh)(f)

3.2 L’opérateur Divergence sur les champs de vecteur

Divergence d’un champ de vecteurs

Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteur sur une variété Riemannienne (M, g) ,on a

∇X : Γ(TM) → Γ(TM)

Z 7→ ∇ZX

est une application C∞ linéaire

si x ∈M , alors

(∇X)x : TxM → Γ(TM)

υ → (∇υX)x
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est une application linéaire d’espace vectoriel .

Définition 3.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un champ de

vecteurs X ∈ Γ(TM), notée par div X est une fonction sur M définie par

divX = trg(∇X)

on a pour tout x ∈M :

(divX)(x) = trg ((∇X)x)

En coordoonée locale , on a

divX = dxi
(
∇ ∂

∂xi
X
)

= gijg

(
∇ ∂

∂xi
X,

∂

∂xj

)
Si (ei) est une base orthonormée locale sur M on a

divX = g (∇eiX, ei)

Divergence d’une forme differentielle

Soit ω ∈ Γ (T ∗M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

∇ω : Γ(TM) −→ Γ (T ∗M)

Z 7−→ ∇Zω

est une application C∞(M) linéaire (∇ω est un tenseur de type (0, 2) ).

si x ∈M , alors
(∇ω)x : TxM −→ T ∗

xM

v 7−→ (∇vω)x
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est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 3.2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une 1-forme ω ∈
Γ (T ∗M), notée div(ω) est une fonction sur M définie par

div(ω) = trg(∇ω)

pour tout x ∈M , on a

(div(ω))(x) = trg ((∇ω)x)

on obtient localement

divω =
m∑
i=1

(∇eiω) (ei)

=
m∑

i,j=1

gij
(
∇ ∂

∂xi
ω
)( ∂

∂xj

)
dans le cas d’un tenseur de type (0,p) Si T est champ de tenseur de type (0, r), on défini

sa divergence par :

(div T ) (X1, . . . , Xr) = trg (Z 7−→ (∇ZT ) (X1, . . . , Xr)) .

Expression locale de la divergence

Définition 3.2.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne.

la divergence sur un champ de vecteur Xx noté div (Xx) est une fonction sur M définie

par div (Xx) = trace∇Xx.

Proposition 3.2.1 Première expression locale de la divergence

divXx =

(
∂X i

x

∂xi
+X i

xΓ
i
ij

)
Avec Xx = X i ∂

∂xi
∈ TxM .
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Preuve. Sur une carte locale sur M

on a : Xx = X i
x
∂
∂xi
,∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= Γkij
∂
∂xk

. donc :

divXx = dxi

(
∇ ∂

∂xi

Xx

)
= dxi

(
∇ ∂

∂xi

Xj
x

∂

∂xj

)
= dxi

(
∂Xj

x

∂xi

∂

∂xj
+Xj

xΓ
k
ij

∂

∂xk

)
=

(
∂X i

x

∂xi
+Xj

xΓ
i
ij

)
.

Propriété 3.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1. div (Xx + Yx) = divXx + div Yx

2. div (αXx) = α divXx,∀X, Y ∈ TxM et α ∈ R.

Preuve. On applique la définition du divergence, on a :

1)
div (Xx + Yx) = dxi

(
∇ ∂

∂xi

(Xx + Yx)
)

= dxi

(
∇ ∂

∂xi

(Xx)
)
+ dxi

(
∇ ∂

∂xi

(Yx)
)

= divXx + div Yx

2)

div (αXx) = dxi

(
∇ ∂

∂xi

(αXx)
)

= dxi

(
∂

∂xi
Xx(α) + α

(
∇ ∂

∂xi

(Xα)
))

= dxi
∂

∂xi
Xx(α) + αdxi

(
∇ ∂

∂xi

(Xx)
)

= Xx(α) + α divXx

= α divXx
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Lemme 3.2.1 Une aure expression locale de la divergence est :

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors on a :

∂

∂xk

(√
det (gij)

)
=
√
det (gij)Γ

l
lk

Proposition 3.2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

divXx =
1√

det
(
gij)

∂

∂xk

(√
det
(
gij)X

k
x

)
,∀X ∈ TxM

Preuve. D’après Lemme (2.7.1), on a :

divXx =
∂X i

x

∂xi
+Xj

xΓ
i
ij

d’aprés la proposition (2.7.3) on trouve :

divXx =
1√

det gij

(√
det gij

∂X i
x

∂xi
+Xj

x

√
det gijΓ

i
ij

)
=

1√
det gij

(√
det gij

∂X i
x

∂xi
+Xj

x

∂

∂xj

√
det gij

)
=

1√
det gij

(
∂

∂xi

√
det gijX

i
x

)
d’aprés la convention d’einstein, on déduit que :

divXx =
1√

det gij

(
∂

∂xi

√
det gijX

i
x

)
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3.2.1 La Hessienne d’une fonction

Définition 3.2.4 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M).On appele La

Hessienne de la fonction f noté Hess (f), une application C∞(M)-bilinéaire, définie

par :
Hess(f) : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(X, Y ) 7−→ g (∇X grad(f), Y )

Proposition 3.2.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M). Hess (f), est

une application symetrique.

Preuve. on considére que le tenseur de torsion associé à la métrique g est nul, on obtient :

Hess(f)(X, Y ) = g (∇X grad(f), Y )

= X(g(grad(f), Y ))− g (grad(f),∇XY )

= X(Y (f))−∇XY (f)

= [X, Y ] + Y (X(f))−∇XY (f)

= Y (X(f))−∇YX(f)

= Y (g(grad(f), X))− g (grad(f),∇YX)

= g (∇Y grad(f), X)

= Hess(f)(Y,X)

3.3 L’opérateur Laplacien sur une variété Riemannienne

Définition 3.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur laplacien

noté ∆, sur M par :

∆ : C∞(M) → C∞(M)

f 7→ ∆(f) = div(grad f)
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Opérateurs sur une variété Riemannienne

Propriété 3.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1. ∆(f + h) = ∆(f) + ∆(h)

2. div(h grad(f)) = h∆f + g(gradh, grad f)

3. ∆(f.h) = h∆(f) + f∆(h) + 2g(grad f ; gradh),∀f, h ∈ C∞(M).

Preuve. 1) Soit f, h ∈ C∞(M), utilisant les propriétés des opérateurs div et grad et le

fait que Xx(f) = g (grad f,Xx), on obtient :

∆(f + h) = div(grad(f + h))

= div(grad f + gradh)

= div(grad f) + div(gradh)

= ∆(f) + ∆(h)

2)
div(h grad(f)) = h div(grad f) + (grad f)(h)

= h∆f + g(gradh, grad f)

3)
∆(fh) = div(grad(fh))

= div(f gradh+ h grad f)

= div(f gradh) + div(h grad f)

= f div(gradh) + (gradh)(f) + h div(grad f) + (grad f)(h)

= f∆(h) + h∆(f) + 2g(grad f, gradh)

Proposition 3.3.1 Première expression locale de Laplacien

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

∆(f) = gij
(

∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)
,∀f ∈ C∞(M)
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Preuve. Soit f ∈ C∞(M), alors

∆(f) = div(grad f)

= gijg

(
∇ ∂

∂xi

grad f,
∂

∂xj

)
= gij

(
∂

∂xi
g

(
grad f,

∂

∂xj

)
− g

(
grad f,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

))
= gij

(
∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
− Γkij

(
grad f,

∂

∂xk

))
= gij

(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)
.

Proposition 3.3.2 autre expression locale de Laplacien est

Soit (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M), alors :

∆f =
1√

det (gij)

∂

∂xi

(√
det
(
gij)

∂f

∂xj

)
La preuve est déduite de la proposition (4.1.9).

Exemple 3.3.1 Rn muni de la métrique euclidienne.

Si f ∈ C∞ (Rn) ,∀Xx =
(
X1
x1
, . . . , Xn

xn

)
∈ TxRn ≃ R Alors :

grad(f) =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
∈ TxM

div (Xx) =
∑n

i=1
∂Xi

x

∂xi

∆(f) =
∑n

i=1
∂2f
∂x2i

Exemple 3.3.2 Soient S2 la sphére muni de la métrique gS2 = sin2 φ(dθ)2 + (dφ)2 en

coordonnées sphériques et f : S2 → R une application de classe C∞, on a :

g11 = sin2 φ, g12 = g21 = 0, g22 = 1

Γ1
11 = Γ2

11 = Γ2
22 = 0,Γ1

22 = − cos θ sin θ
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En utilisant la formule de la proposition (2.7.5) on obtient :

∆(f) = gij
(

∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)

=
∂2f

∂φ2
+

1

sin2 φ

∂2f

∂θ2
+

1

2
sin 2φ

∂f

∂θ
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sité Salhi Ahmed-Naâma-,mémoire master .
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