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Introduction

La théorie des probabilités est un peu par tout, dans les assurances, le diagnostic médi-
cal, les sondages d’opinion, les prévisions météorologique ou économiques, fiabilité des
équipements et installations industrielles.

Plusieurs domaines sont des champs d’application de la science du hasard. Sans le calcul
et la théorie des probabilités il ne serait pas possible de formaliser les mécanismes de la
génétique, pas plus que la mécanique quantique ou la thermodynamique. Dans le domaine
des sciences sociales, le poids de ces mathématiques n’a cessé pas de grandir; des choix
politiques importants concernant les technologies ou I’économie sont soumis a des ana-
lyses fondées sur le calcul des probabilités.

C’est pourquoi les notions clés de la théorie des probabilités doivent faire partie de notre
culture. Le propos de ce mémoire est donc de présenter les fonctions caractéristiques ses
propriétés et ses applications comme une partie tres importantes de la théorie des proba-
bilités.

Ce travail se décompose en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous donnons les
notions de bases des probabilités en particulier les lois usuelles de probabilités, la dé-
termination et la description de chaque modele [I] Dans le deuxieme chapitre on entame
les notions sur les fonctions caractéristiques et ses propriétés, en calculons on détail les
fonctions caractéristiques des lois usuelles de probabilités |2, Dans le dernier chapitre on
donne des applications de la fonction caractéristique dans plusieurs situation ??. Et en fin

on termine avec une conclusion[3.3]



Chapitre 1
Lois des probabilités

La théorie des probabilités est une branche des mathématiques qui trait des propriétés
de certaines structures modélisant des phénomenes ou le hasard’ intervient en tant que
théorie mathématiques abstraite, elle repose sur une axiomatique et se développe de fagon
autonome par rapport a la réalité physique . Seul les noms des concepts utilisées (événe-
ment, variable....) servent a modéliser des phénomenes par exemple nous allons voir par

la suite la modélisation d’un phénomene par le schéma de Bernoulli.

1.1 Les lois de probabilités usuelles

Nous abordons ici une sorte de catalogue des lois les plus utilisées dans la modélisation
statistique. Nous testons 1'utilité de ces lois en précisant le type de situation ou elles sont
appropriées.

De facon générique et sauf mention expresse on notera X une v.a. qui suit la loi décrite.
Chaque loi fera I’objet d’un symbole spécifique par exemple, la loi bindmiale de para-
metre n et p sera notée B(n, p) et on écrira X ~ B(n, p) pour dire que X suit cette la loi
B(n, p).

On envisage deux types de lois des probabilités, les lois discretes et les lois continues ou

a densité.

1.2 Les lois discretes

Dans cette section on étudiera les lois discreétes, marquées par leurs supports discrets. La

section suivante est réservée pour les lois a densité marquées par leurs supports continues.

1.2.1 La loi uniforme discrete

L’ensemble des valeurs possibles est 1, 2,3,.. r, r étant un parametre de la loi uniforme

signifie que chaque valeur regoit la méme probabilité 1/r. En fait cette loi est peu utilisée

6
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en tant que modele statistique, mais mérite d’€tre présentée en raison de sa simplicité.
On la rencontre dans les jeux de hasard, par exemple dans le lancement d’un dé. X est le
nombre de points obtenus et » = 6. Si le dé est parfaitement symétrique chaque face, et
donc chaque nombre de points, a la probabilité 1/6 d’apparaitre.

Pour une v.a. X qui suit cette loi, on a :

r+1
2

VX) = 5 (- 1)

En effet : . Lo 0 )
r(r+ T+
B(X)=-(14+24 - +47)=- - .
()= (424 )= 1 -
Et, sachant que 12+ 2% +...... + 7%= ¢r (r + DQ2r + 1), on peut calculer la variance
par la formule suivante :
V(X) =B (X?) = (B(X)")
1 r+ 1\
V(X)==(1"+2+...... 2
(X)=—(1"+ 2%+ + %) ( 5 )
1 r+1 1,
X)=—(r+1)2r+1)— —(r? -1
V) = g+ @+ - (T5) = 500 -

Ainsi, pour le jet d’un dé, I’espérance mathématique du nombre de points est 5 et sa

ariance 35
A% —.
12

Démonstration de formule d’espérance et de variance

n n n(n+1 n+1
B(X)=14+24p gpo=1ym =1 s (i)
V)= LS KB

s
[\
I
—
3
3
+
—
op=
[\
3
+
=
—~
S
—
~—

1.2.2 Laloi de Bernoulli 5(p)

C’est la loi la plus simple que 1’on puisse envisager puisqu’il n’y a que deux valeurs
possible, Codées 1 et 0. On note p la probabilité associée a la valeur 1, p étant le parametre
de la loi (la probabilité 1 - p associée a la valeur 0 est souvent notée q). On écrit X ~ B(p)

et donc :

valeurspossible 1 0

X ~ B (p) <= X >
Probabilits P 1—0p

On a
E(X) =p et V(X) = p(1-p) puisque :
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E(X) = 0.(1-p) + 1.p=p
VX)=E(X?)-(E(X))?*=0%.(1-p)+ 1> p-p*> =p(1 — p).

En pratique la v.a X sera utilisée comme fonction indicatrice d’un événement donné au
cours d’une expérience aléatoire (par exemple avoir un appareil tombant en panne avant
I’expiration de la garantie, étre infecté au cours d’une épidémie, étre bénéficiaire pour une
entreprise). X prend la valeur 1 si I’évenement se produit et O s’il ne se produit pas a I’issue
de I’expérience dans ce contexte, p représente la probabilité de I’événement considéré. La
v.a X sera une variable de comptage lors de répétitions de 1’expérience constituant le

processus de Bernoulli décrit ci -apres et conduisant notamment a la loi bindmiale.

Par convention la réalisation de I’événement sera appelée « succes » et sera codée 1, si

non la réalisation sera appelée « échec » et sera codée 0.

1.2.3 Le processus de bernoulli et la loi binomiale B(n,p) :x ~ B(n,P)

Le processus consiste en une suite de répétition de I’expérience aléatoire de Bernoulli,
toutes ces répétition successives €tant indépendantes les unes des autres. La probabilité
de succes a chaque répétition est p. Un processus de Bernoulli est donc modélisé par
une suite X; Xo, X5 ... ... de v.a. iid., chacune de loi B(p). Dans se processus on peut
s’intéresser a différents type de comptages, menant a différents loi. Nous verrons les plus
courants : comptage des succes en s’arrétant a un nombre de répétitions fixé a I’avance
(loi binomiale), comptage des échecs avant d’atteindre le premier succes (loi géométrie),
iéme

ou le r'“"™ succes (loi binomiale négative).

La loi binomiale est la loi de la v.a. X correspondant au nombre de succes au cours de n
répétitions du processus de Bernoulli. L’application la plus fréquente se situe dans le do-
maine des sondages. Ayant sélectionné au hasard n individus dans une grande population,
on peut « estimer » la proportion p d’individus ayant un caractere donné (succes) si le
taux de sondage est faible, on a vu que I’on pouvait admettre que le tirage sans remise est
tres proche du tirage avec remise. Pour ce dernier la probabilité de succes a chaque tirage
est p etil y a indépendance des tirages. La v.a. X correspond au nombre d’individus ayant

le caractere d’intérét parmi n individus sélectionnés.

La loi binomiale a deux parametre n et p, et I’ensemble des valeurs possibles est { 0, 1,2. ..

.n} .Calculons directement la probabilité p(x) d’obtenir x succes parmi n répétition.

Toute suite contenant x succes et n-x échecs a une probabilité p* (1 — p)"~* en raison
de I'indépendance des répétitions successives, et ceci quel que soit 1’ordre d’apparition
des succes et des échecs. Imaginons que nous écrivions la succession des résultats avec

une séquence de lettres S et E(succes, échec). Combien y-a-t-il d’écritures possibles .une
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suite particuliere étant parfaitement définie par la position occupées par les x lettres S, il
suffit de dénombrer combien il y a de choix de x positions parmi n positions. C’est le

nombre de combinaisons a x éléments que 1I’on peut Former a partir de n éléments :

n _ o . . .
D’ou p(x) = (m) p* (1 —p)"™", toutes ces suites étant distinctes et donc incompatible.

Définition :

On dit que la v.a. discrete X suit une loi binomiale B (n, p) si sa fonction de probabilité

est:
n n—x

POO:( )px“—p) ,x=0,12,....,n
X

Proposition : soit X; Xy ... ... , X, une suite de v.a. iid de loi B(p),

alors s, = Y, X; suit une loi B (n,p) .

Ceci est la traduction du nombre de comptage des succes a travers la variable indicatrice

de Bernoulli

De cette proposition on déduit que la somme de deux v.a. indépendantes de lois respec-
tives B( n1,p) et B (ng, p) est une v.a. de loi B (ny + ny,p) . en effet cette somme peut
étre considérée comme celle de ny + n; répétitions indépendantes du processus de Ber-

noulli avec probabilité p de succes.

Espérance et variance de la loi binomiale

Alorsona:
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E(x)=n-P ka\f;fik)']gk (1—Pp)NF
E(z)=n-P

~ N NoK
Car ZK!(N—K)! P*(1-P) =1

Pour la variance :

E(z®)=n-P- Z(1+K) %PK (1—-pP)" "
E(IQ)ZH P'Z %PK (1—P +n P - ZK N K)PK.(l—P)N—K

E(a®) =nP +nP-(n—1)=n*-P*+nP (1 - P)
V(2) = E(2*) = (B ()" =n*P* +nP (1~ P) = (nP)* =n- P (1~ P)

1.3 Leslois géométriques G(p) et binomiale négative BN(r,p)

Soit un processus de Bernoulli de parametre p. la loi géométrique g(p), ou loi de pascal,
est la loi de la v.a. X (nombre d’échecs avant de parvenir au premier succes).l’ensemble
des valeurs possibles est n et la fonction de probabilité est :

P(x)=p (1 —p)", x € N, car il n’y a qu’une séquence possible : x échecs suivis d’un
sucées. On a alors : E(X) = %
V(X) = p La loi binomiale négative est une généralisation de loi géométrique ou I’on

con31dere X (nombre d’échecs avant de parvenir au ™ sucées). Sa fonction de probabi-
. r+x—1 .
lité est : P(X) = )pr(l—p) ,X EN,

x

En effet pour toute séquence de x échecs et r succes la probabilité est p” (1 — p)” .sa-

chant que le dernier résultat de la séquence doit étre un succes, il reste a dénombrer les
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séquences avec x échecs et r-1 succes ce qui revient a dénombrer les possibilités de choix

- . . L rtr—1
de x positions parmi X + r - 1 position, soit .
x

Onaalors : B(X) = @ ET V(X)=-112

p
Démonstration de formule espérance et variance de la loi bindmiale négative BA/(r, p) :

P(z) = <r+x_1)p“-(1—p)x,w€N

T
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posons:y=x—1,g=r+1
alors:r+rx—-—1=g—-14+y+1—-1=9g+y—1

E(w):r-z<g+y_1)gpl.(l—p)yﬂ

y=0 Yy
E(x):Mlij)~;<g+z_l )pg-(l—p)y
E(x):r(lp—p) car ;(9%—?;—1)]99‘(1_20);/:1

Pour la variance :

V()= E (%) = (E(2))

E(@(z-1)=E(*—2)=E (") —E(z);E(«*) = E(z(z— 1))+ E(2)
(

V(z)=E(x(x—1)+E (=) - (E(z)
Alors
E@@-1)=>a(z-1)- <T+i_1 )23 (1—p)°
een (7T )
on déduit :

xl=z(x—1)(r—-2)...1
(x—2)...1=(x—2)!
l=z(x—1)(x—2)!
(x+1)=r+1)r(r—1)

(r+1)!

’(T_l)!:r(r—l—l)
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r+r—1—(x—2)=r+1

Alors on a

x(x—l)-(r—i—x_l):x(x—l) — (r+ax—1)!

x oyt (@—1) (z—2)
B (r4+z—1)!
=) e -2

:r(r—i-l)(r—i:;i;l)

- r+xz—1 . .
E(z(z—1)) ;Tr—i-l( - )p-(l—p)
E(x(xz—-1)=r(r+1)

- -1
avecZ(T—;iz )pr-(l—p)le

r=2

8
L
VR
=3
8 +
| 8
o |
—
N——
i)
—
|
S
e

on pose
y=x—2:r=1y-+2;
g=r+2,r=q9—2;

r+r—1l=g9g-24+y+2-1=g+y—1

= -1
E(x(z—-1)=r(r+1) Z<g+y )pg+2'(1_p)y+2
y=0

E(x(x—l)):r<r+1>(1_p) Z<g+y_1 >pg<1_p>y

2
p g y

avec .

Z<g+y_1)p9-(1—p)y=1

y:

13
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V(x)=E(x(x—1) + E(x) — (B (2))

V(x):r(r+1;2(1_p) +T<1p_p)_(r

(1p— p))2

V(x)zr(l—p) {(T+1) 1—p)+1_r(1p—p)]

p p

p p

V(z) = r(1-p) {(T+1)(1—p)+p—r(1—p)}

1—
V(:c)z—r(pg 7) (r—rmp+1l-p+p—r+

E(x)=p-Y k-(1—p""

k=1

1421 =p)+3(1—p)*+---

p)

+n(l-p)" . (1)

P
(1—p) E(@)=p-[1-p)+20—p)°+ ] (2)
(1) —(2)
E(@)—(1-pE@)=p[l+(1-p+Q—p°+-+(1—-p)"]
B@) - (-0 B =p |1 =0
avec <nl_i>rfoo(1—p)": )
ona: (1)—(2)

On déduit que :
E()(1-1+p) =1

(1)~ (2) = F(2) =

14
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Pour la variance : V(x)
V(z) = E (¢%) = (E ()’
V@)=Y k- -p(l-p"" = (E@)
k=1
E(2?) =) k- -P(1-p""
k=1
E (z?) :p-ZkQ(l —p)F .
k=1

ona :k2(1—p)k_1:—ip- (k(l—p)k).

B ==p- 30 - (k- 01-))
k=1
N = d B 11
BW) = p 3 g (R0 -0)) wvee B = Shp -9 =
E(a:Q):—P‘dip' d k-P(1—-p)*! (1;]9)]
2\ _ d (1—]9) . k—1
E(x)——p-d—p-T';k'p(l—p)
n_ .4 (d-p 1
B(@) = dpp p
n_ . 4 (1-p
B(@) =-» dp (p2 )
(1—p)'_—p2—2p(1—p)
p? p?
(1—p)/_p2—2p_p—2
p? pt P
B() =22 s p @) - 2F
B2 x2:2—p_ l2 le—p
Alors,V (z) = E (2%) — (E () = (p) =V (z) 7

1.3.1 Loi hypergéométrique :H(N,n,P)

Soit un ensemble de N individus dont n possedent un certain caractere, que nous appelle-
rons (succes) par analogie avec la loi binomiale, et N - n ne la possédent pas. On effectue

un tirage aléatoire sans remise de p individus dans cet ensemble. On entend par la que

N
chacun des (

N
) échantillons de taille n possibles a la méme probabilité 1/ d’étre
p

p
sélectionné.
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On considere la v.a X (nombre de succes observés parmi les p individus).on a alors la

)

Le numérateur correspond au nombre de choix de x individus parmi n et p-x parmi N-n.

fonction de probabilité : P(x) = ..

avec comme valeurs possibles { 0,1,. .. ., n} nous supposons que n et N-n sont supérieurs
a p toutefois si p>n alors la plus grande valeur possible est n et si p> N-n la plus petite

valeur possible est p-(N-n).
nous pouvons garder la formule générale ci-dessus en convenant que (Z) =0sta<b.

Espérance et variance :
E(x)=n-petV(x)=n-P(1-P)I=

N—1
k | kK’=k-1
110

n | n-1

TABLE 1.1 — Espérance et variance

Alors
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{ K =k—1
on pose

k=K +1.

a a1 b

o Dfa-1 b
E(x)(N)ko< k )(n—l—k)

a a—14+0b
E@(N)( )

B (N1 (N —n)!
 (n—1D!I(N —n)! N!
Bw)="F=np (5 =0
Pour la variance :
E(z(x—1)) = E(2* — 2
= E (2°) — E (2)
V(2) = E («%) — (B (2))°
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changement d'indice P (x = k)

1.3.2 La loi multinomiale :

Il s’agit d’une extension de la situation binaire (succes, échec) de la loi binomiale, a une
. . N , . 1o, » . (&

situation a c catégories, de probabilités respectives pi + ps ..., p. avec » 1, pi =1.

On s’intéresse aux fréquences observées N; + N, ..., N, des différentes catégories au

cours de n observations répétées indépendantes.la fonction de probabilité conjointe des

va. Ny+ Ny, Neest:P( Ny =ny, Ng=ny ..., Ne = ne ) = e —pit piy?
. p Si tous les ny (k de 1 a c) appartiennent a { 0, 1,2,... ..., n} et vérifient la

contrainte > ; _, ny, = n, la probabilité étant nulle sinon. Ceci s’établit par le méme type
de raisonnement que pour la loi binomiale. Le terme p,"' p,™ ... ... . p/* correspond a
la probabilité de toute série de n répétitions avec n, d’entre elles donnant la catégorie 1,
no donnant la catégorie 2 ,... .et n. donnant la catégorie c. le terme avec les factoriels
correspond au nombre de séries de ce type possibles (nombre de facons d’occuper 7,
position parmi les n successions pour la catégorie 1, no positions pour la catégorie 2,. . .
.., M pour la catégorie c).

Ondonne E(X) =np; et V(X) =np (1 — p;)

1.3.3 Le processus et la loi de poisson p()\) :

On considere un processus d’occurrences d’un événement donné sur 1’échelle du temps,
par exemple I’arrivée des appels a un standard téléphonique. Pour un temps t > 0 fixé
(a partir d’une certaine origine des temps) on définit la variable aléatoire X(t) (nombre
d’occurrence dans I’intervalle]0,t[ ) par commodité on pose

pr () =p( X(t) =k), ouk € N.

En bref, on dit qu’on a un processus de poisson si : -il y a une invariance temporelle,
a savoir que pj (t) ne dépend pas de I’origine des temps, mais dépend uniquement de
la longueur t de I’intervalle, quels que soient k et t; -il y a indépendance des nombres
d’occurrences pour deux intervalle disjoints; -pour un tres petit intervalle la probabilité
d’avoir deux occurrences ou plus est négligeable devant la probabilité d’avoir une occur-

rence exactement et cette derniere est proportionnelle a la longueur de cet intervalle plus
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formellement : p; (h) = A h +o(h) ZZOZQ pi (h) =o(h) O, rappelons-le, o(h) est une

fonction telle que % N — 0 quand h — 0. Le parametre A > 0 caractérise I’intensité

. X ) M
de fréquence des occurrences sous ces hypothéses on démontre que : py (t) = e]i—,))

, k € N. La loi de poisson est la loi du nombre d’occurrences dans une unité de temps,

donc pour t=1 dans la formulation ci-dessous. Par conséquent on dit que la v.a. X suit une
e MNP

loi de poisson p(\ ) si sa fonction de probabilité est : p (k) = A k € N Sachant que
o ),‘g—],‘ =¢*, la somme des probabilités est bien égale a 1.on a alors :

EX)= A

et

V(X)=\.

Espérance et variance :

L e SN e AN e AN
E(x) =), B )‘(;{;_1)|:)‘Z 1 =A
k=0 —1 =0
0o “M\k o] A\ k -\ k
o g€ AT e e A
E(z*) =)k o => k(k—1) ) h—
k=0 k=2 k=
> e~ A\k—2 o L
E(2%) = \? A =X+
kz:; (k—2)! —~ (k—1)!
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1.4 Les lois continues :

1.4.1 Laloi exponentielle :

E(z)=[-t-e ] :)roo e Mdt
0
+o0 -1 +00
E(z) = At = — e Mt
0 A Jo
1 _ +o0 1
= b-)= b
1
Alors : E (z) = X

pour la variance

+oo +00
E’(:vz):/ tQ-f(t)dt:/ - X-e Mt
0 0
u(t) =13 (t) = 2t
VI (t) =X V(1) = —e M

+oo “+o0o
E(2%) = [-#2- e~ - / —2t - e Mdt = / 2t - e Mdt.
0 0

E(Q)—/+002t Ngp = 2 /m)\t—*tdt—Q E()—2
) = ; e =3 ; e =3 :L‘—)\
Alors E({L’Q):%
, 2 1\*> 1
V@ =E@) - E@F -5 (5) — %
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1.4.2 La loi continue uniforme Ul[a,b] :

F(x) ﬁ st a<x <b
X) =
0 stnhon

Pour la variance :

B*—a® B’+a-B+ad?
3(B—a) 3

V(z) = E (2%) = (E ()’

FE (m2) =

1.4.3 Loi gamma G(a,)) :

par définition on a :

fx(x) = % ceTAT L gl 1 g ()

E(x):/Rx~fX(x)d:c.

)\a
E(z)= /Raf : ce ML g s ode

I ()

+oo P / 67)\90
E(z) = T e Mdy |, V(r)=e M, V(z)= Y
u (z) =a- 2%t u(x) =2

e €—>\x +oo 400 6_)@
E = . Q@ — . a—1 d

=) ({—A S AR )

«@ +o00 +00

E(x) = FA(Q) % /O 2 e dw y = Ay T( )z/o 2l e e

21
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+00 0 4\ a1 1 1
Alors;/o T ey = /0 <%> e . Xdy; dy = Mdzx; do = Xdy; xr= %
“+o00 1 +oo +oo
/ g e Ny = W/ y* 1t eVdy avec / y* e Vdy =T ()
0 ‘ 0 0
A a1 !
E(z) = L T(a)=—
@ =@ e T=3
Pour la variance :
+o0
Vi) = [ & fde— (B @)
)\a +oo g ot O42
V(a:)—F(a)-/O e x dx—ﬁ
_ i/*‘”e-y. (y)““ Ay
(o) J, X\ N2
posons y = A\x.
Y A 1 1 /+°° 1 o?
V(Z) = R Yoty — —.
</\> T(a) e+ X', 77 "W x
Y )\oc—oz—l 1 /+OO L 062
V(<) = - Y a+ d -
</\> Tla) xJ, © 7 Y
y /\—1 1 /+oo ) Oé2
v (L) = = v oty
</\> Ta) X Jy 7V W™ x
Y 1 +oo 042
V LA - X Y a+1d
<)\) XT@ J, © 7V YN
Y 1 a? 1 a?
(%) R AN vA er oy R RN Gt v
+oo
Onal (a) = / vt e dy
0
etlN'(a)=(a—1)T'(a—1)
I'(a+1)=oal(a)
et :al'(a) =T (a+1)
AV _ @
AIOIS'V<)\>_)\2-F(04) (a+1)T(a+1) 32
vy 1 o (a+1)-a o oF+a—o® «a
V</\>_A2-F(a)(&+1) a-T(@) = N U VR ¥

1.4.4 Loi normale :

il s’agit ,comme on de sait, de la loi de probabilité fondamentale de la statistique .
On dit que la variable aléatoire x suit une loi de gauss, ou loi normale, notée N( u, 0% ), si

elle a pour densité :
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Les parametres sont notés j et o> du fait qu’ils correspondent respectivement a la
moyenne et a la variance de la loi, o étant donc son écart-type. Le graphe de la den-
sité est la fameuse courbe en cloche symétrique autour de la valeur . Pour ;=0 et 02 =
1 on a la loi de gauss centrée -réduite N(0;1) .

Espérance de la loi normale :

Changement de variable :

x_uztéx:at—i—uidxzodt

B) = — /+m<at+ ~3t

+oo
— teitht+u/ eit2dt>
V ( / —0o0

E () :\/ﬁ (—o /_Oo —te~ 2" dt /27 - u)
I S [ete]™ +\/§M)
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sachant que

E(z)=p
+oo
E (z?) :/ 2 f(z)dx
+oo 1 1(z—p)>
_ [ -4(5)
= x - ce 2\e dx,
/_oo oV 2m
x_
posons =t=>zr=o0t+pu=dv=odt
o
2 1 i 2 42 2 —142
E(:c)— (a~t + +20ut)e2 odt

E (3:2) :E . (02/ 2. ematqt + ug/ e 2 dt + 200 - / te_5t2dt)

Alors : FE (:1:'2) =

/

dou: V(z)=0"4pu" —p =o°.
Alors : st x ~ N(,u,aQ)
alors :

E(x)=petv(z) =0’

1.4.5 Loide Paréto :

Cette loi a été introduite pour modéliser la distribution de revenus supérieurs a un seuil
donné, puis s’est avérée utile pour d’autres phénomenes (par exemple la distribution de
la taille de gains de sable passés au travers d’un tamis). Elle a deux parametre strictement

positive, le parametre de seuil a et un parametre de forme 6 . La fonction de densité est
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donné par :
0 a\ f+1
fro@ =5 (3) L
Eup(x) = +oo - Q ) af+1 . +o0 Q.01 10+ g,
ab - a a xe-ﬁ-l - "
+o00
Ea@(lj):e ae/ T edilf
Bug (@)= 0-a". | at0| =gt a0t
1-¢ . 1-0
g . gf+1-0 0-a
E — pu—
w0 2) 0—1 6—1

+o0 9 a9+1
2 p— 2 - — —
E,.o (x ) —/ T x9+1dac
a

+oo
— / 8 i a—1+0+1 . I2_6_1 . de’
a

IS

+o00
E.p (:L‘Z) = 0.a°- / 270 dx

2 — . 246
9 a9+2—0 9 (I2
E 2) = =
ao (@ 9—2  0—_2
2

a2 (0—1)* — 6% a2

TSN
Vo (1) = 9~a2-(62—26+21)—03a2+292~a2
0—-1)"-(0—-2)
0 - a?
Veo 0 = G 17 (=)

1.4.6 Loilog-normale :

Cette loi fournit souvent un bon modele pour les variables strictement positives

Soit X une v.a. a valeurs strictement positive, on dit qu’elle suit une loi log-normale de

paramétre de parametre et o2,
notée LN( 11, 02) , si InX ~ N (i, 0?).
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ol imeow?
:/ e 202 dx’yzlnx—u’ye(_oo’_i_oo)
0

vV 2mo?

et:y+pu=Inzr =z =Vt

= dz = xdy = eV - dy

e g y?
E(z) = e 202 eV dy

oo V2mo2

1 Foo 2
Bla)=c e [y (0.
o _
1
Alors : ona —@-yQ—i-y:a-yQ—l—by—i—c

[e.e]

b\’ b2
Onapplique:aa:2+bx—|—c:a e — _|_E__
2a 4a?

a

1
Alors : ——— -y +1y+0
202

S 2+0— !
202 {7 2 (%) 4(%)2
. _1 2
ie : r‘zy +1y+0
-1
- 2 (-

1 +oo 2 o2
on obitent : (x) = e/ - / ez (=) % - dy
—0o0

V2mo?

02
(x) = etz .

+oo
; / e—ﬁ(y—cﬂ)zdy
V2r-0? J_oo
“+o00
dou :E(x)= s car : \/%/ ez (v=o?)’ ~dy =1
702 J -

oo —(in z—p)? - -
=r-e 202 dr;y=Ilnx —pu;x =’ de =e""dy
0o V2mo

1 y2
/—2'/ e e 202.ey /"‘.dy

62“ +o00

B V2ro? J s

E (x2) =

*i+2y
e 22 dy. .. (%)
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2
LI _ ! 2 4
—oa V0= <y+2(_#)> +0 e

= %‘12 ((y - 202)2 — 402>

1 2
=~53 (y — 202) + 207
2 1 oo 1 262)? 2
(*) = 62u+20 . . e—%—z(y— o ) -dy — eZ;H—Qa
Voro? J-w
+oo L 0o 2
car / e‘ﬁ(y_ o ) dy =1

/

2 2 2 2
dou: V(x) =™t — 2t = eonte (e“ — 1)

14.7 LaLoiBéta: X ~ B(a, B)

Cette loi fournit un modele pour les mesures comprises entre O et 1, en particulier pour

des taux ou des proportions .sa densité est :

ol (1— x)B_l

fx ) ="pag o @
_T'(a)-T'(B)
BleB) = 4035

INUIES /000 ot e dy
I(p+1) =pl(p).

Ve N* T (u) = (p—1)!

E(z) = /_+oox - fx () de = /01x~ Ia_lé((ljBa;)B_l - dz.

[e.9]

() B(a+1,B) /1 gleth)=1. (1 — x)B*Id
T) = . T

B(Oé,B) 0 B(CX—{—LB)

I'(a+1)-T(B) o) _
E(x)z—m-l car /1x(+1)1'(1_x)31dx:1
T(a)I(B)
OB 0 B(a+1,B)

E(m):QF(a)- I'(a+ B) _ o«

I'(a) (a+B)T'(a+B) «a+B

N 1x2_xa—1-(1—x)3*1 . _ Bla+2 D)
E(“‘/o B@ph 7 BB
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o T(a+2) T'(a+B)
B () = I'(@) T(a+B+2)
a+2)=(a+)I'(a+1)=(a+1)al (a)
E(zQ) _ O‘(“;’(B)F (a)
I'(a«+ B)
(a+B)(a+B+1)I'(a«+ B)
B ala+1)
(a+B)(a+B+1)
Pour la variance :

V() =E (%) = (E(2))

aB

Vi(z) = 2
(e +B) - (a+B+1)

1.4.8 Loi de weibull :

Cette loi généralise la loi exponentielle pour modéliser des durées de vie. Elle intervient
également dans les problemes dits de valeurs extrémes (par exemple I’occurrence de crues
exceptionnelle d’une riviere) la fonction de densité de cette loi, notée W( A, ) olt AetA

sont deux parametres strictement positives,

fl@)y=a- A2 e siz>0.

a o Y Y\ «
Alors:daz:l-l.<g>;l.dyédx__ (y)laa a0y
a A A A by
E(x)Z/Jmoz'y-e‘y.—l (2) 4y
0 a- A\
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1 too y 1o 1 +oo 11—«
- . P T A T - —y T
E (x) 3 /0 y-e (A) dy A(11/0 eV-y dy

1 too
eV ya - dy

+oo
! I 1
Alors :/ e_y-yi-dy,g ze_y%g:—e_y’f:yé—)f :_yi—l
0 «

+oo 400 “+oo 1
/ eV yady = [—yé -e_y} +/ —ya eV gy
0 0 «

1 1 +o0o 1, 7y
Alors :E (z) = — yo e Ydy
0

A o
1 +o00
posons — = B on obtient:E(x):)\—B B/ yB—l eV - dy
0
1 Br'(B) ir(%¥) r((:+1

B B \a Ao

Pour la variance :

E(2?) = 1 1-/+Ooy (y)7 eV -y'a" - dy
A e Jo
1 oo
E(xQ):—Q-/ ye e ¥ dy
Ao 0
1 +oo
E(SU2):—2 ya.efy.dy
Ao Jo
oo 2 / 2 ’
ona: yo-e V-dy,g =V sg=—eY, f=yo = f
0
2
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1 2 [F®
dc:E(xg):/\—Q-a/ y%_l-e_y-dy
o 0

2 .
on pose — = . on obtient :
«

2 1 Bl —y
E(x):ﬁ-B-/O Y e Y- dy

Alors :V (z) = E (2°) — (E (z))*

Vi) =g B [ e = (B ()
V()= 5 BT (B)~ (B (@)
12 ey ey
V() Za F(&) ()\i>2
V(x):r(2+1)_r2(§+1)
D)

v(x)_r(igl) FQ(§§+1)
V(x):F(2+1))\§F2(1+1)

1.4.9 Laloi de Gumbel :

30

C’est une autre loi de modélisation de valeurs extrémes dont la fonction de densité est :

D) (2w

1
flry=—-¢e = ¢ , € R o>0
o

. 2
On montre que sa moyenne est & + o7y et que sa variance est % 02

2
E(x)=pu+onv. ,v(x):E~02

Espérance et variance :

1 .
y=e¢ <o ,dy= <—) et nu)dx,x:,u—olny.
o
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+o0o
E () =/0 (4 —olny)e - dy

—+00 a a “+o00
— 1 — - — | y*.e Y — - — QLY.
E(x)=p—o0o /0 5 [y e ]a:O dy=pu—o e [/0 y“ e dy} -

E(x):,LL—U-a%[F(oz—i—l)]a_o:u—UF/(a+1)|a:0:,u—afl(l)

E(x)=p—0(=)=p+o7.
_ of _
Note : f(y,a) =y*-e y:>—a =y*-log(y)-e?.
o

Pour la variance :

V() =E (%) = (E(2))
V()= "o’

1.4.10 Laloi Khi-deux :

Soientx; ..., xy, k variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales de moyennes

0 et d’écart-type 1 ,alors par d définitions la variable x , tell que :

k
X=X}
=1

Suit une loi du x? ak degrés de liberté on notera x? (k) ou x? 1laloi de x La densité de
1 g—

1 _z ..
- T - ¢~ 2 Pour tout x positif ou
K (%) P

probabilité de x notée fy sera: f, (z;k) =

I" est la fonction gamma
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E (z) l/%“) : SR B
. T
_ 1 . (E+1)-1
E(z) 27T (5) Jy e 2l dx
1 (41
E(l’) — i p . (2 k+1)
ERIONNEE
+o00
car : / e "y = G avec a= l,n = K +1
o 2 2
Alors :
1 E.p(k
E(z) = ? . (23
2:-T(3) (5)-(3)
E(z) = g 2=k.

Pour la variance :

V(x)=E (%) = (E(2))

22 . T
I(E+2
B(e) = Lt
SRIUINOL
Car
+o0
/ e . a2t dy Fn).aveca:—etn:§+2
0 a 2
Alors :
1 Er1)-T(E+1
by L () T
2:-T(3) () (3)
1 Eo1).kE.p(k
o) - o TG
(5) ;
k k
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Alors

1.4.11 La loi student

une variable aléatoire X suit la loi de student a n degrés de liberté si elle est absolument

continue et admet pour densité :

et

g(—=t)=—g(t) = g (t) est impair
de: E(t)=0.
var (t) = E (12) — (E(t))* = E (t*) car (E(t))> =0

var(t):/+oot2-f(t)-dt

—00
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On pose

[(ntd 1 n 3
var (t) = () SR [/ r;-(l—r)fzdr] -,Bfonction,B(é,g—1>
0
3
2

var (t):F(T)n_F< )'F %_1) :%'F(%)-n-f‘(%_l)
F(s)va r(*) VT (E—1)T (2 1)
Dc:var(t):nﬁ2

1.4.12 Laloi de Fisher

On dit qu’une variable aléatoires x suit la loi de Fisher de parametres ny et ny si elle

admet une densité qui vaut

ny
m)? Pl
n2
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Espérance et variance

E(F):/0+OOF-f(F)dF.

B(3.% p)
<1+n—;F>
On pose
y= 2. F 2y = Fdy=—XdF,“2dy = dF
L) ny U ny
Y 11
ny ) 2 o [124) 2
E(F) = (%) /+ ) o 2
B(%,%)Jo (1+y?t% m
E[F) <”_2> (n_1> Ny /*"" yz2 o dy
B (% %) o Joo (14y)?TE
n2 +00 y%lﬂq
E(F)= 2 = —d
) B(%an_f) 0 (1+y)7“r1+2 T
2 nq No
E(F)=— B( 1,——1)
O B Pl
E(F) = 71_1 _F(%—i_l)'r(%_ )
) T(B itz o0
()
E(F):Z_i%r %)'F(%_l)
reg)-(#-r-1
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na ng no

T2 1 2.m2 o, 2

Pour la variance : (Var) (F) = E (F?) — (E (F))?

E(F)

E(F?) = —<Z_>) ./m ( Rt
0

onpose:y:EF,dy:n—ldF,gdy:dF,@y:F
Mo (%) ny 1
ni % ng %+271 na
e (O e
BEE b 19 F
%
& S+2-1 o0 Mi2-1
E(F?) = <n2> (@)2 E/ an _
() B(%, 2) \m mJo (14y)2t7
2
ng
2 (”_1> (ﬂ ng >
E(F)_B(%7g_2) B(5 +2,5 -2
2
P O BRI U ES RICE
(5)1(2) T (5 421 % -2
()
2
, <Z—f) +o0 y"1+2—1
PE=5mm b Gepree
2
ppey - () TG ) T 2
BEGICENCE
2
by _ () (0 5T 10 2)
reg)-(g-)E-2rEF-2)
2
(=) (3 +2) -3
=
2 n3 (m +2)
E(F)_m (n2—2)(n2—4)
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V(F)=E(F?) — (E(F))’
_ n3 (ny +2) (e 2
ViIF) = ny (ng — 2) (ny — 4) (n2—2)
271% (n1 + ng — 2)
ny (ng —4) (ng — 2)2

V(F) =



Chapitre 2

Fonctions caractéristiques

2.1 fonctions caractéristiques :

définition : Soit X une variable aléatoire on appelle fonction caractéristique de X la fonc-
tion oy définie sur R ,a valeurs complexe , par px (1) = E (¢%)),

Quelle que soitt € R.

En pratique, suivant les cas, la formule est différente :

-si X est une variable discréte finie : px (t) = Y7, e .p (X = ;) .

- si X est une variable discréte dénombrable, x () = > 2, e™i.p (X = z;) .

- si X est une variable réelle, px (t) = fj;o e f(z)dx

Ainsi, dans le cas d’une variable aléatoire a densité, la fonction caractéristique est la trans-
formée de fourier inverse (2 un facteur 2 7 prés dans I’exponentielle suivant la convention)
de la densité probablement pour cette raison , il arrivé que I’on choisisse une convention
différente, a savoir py (t) = F [e*™ ], on notera que bien que 1’usage dans la commu-
nauté des probabilités soit de parler de transformée de fourier , il s’agit en toute rigueur
de la transformation de fourier inverse .

Plus généralement, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X a valeurs dans
R est la fonction a valeurs complexes définie sur R? par py (t) = E [e?<t*>].

Ou < t,x > estle produit scalaire de t avec x .lorsque la variable aléatoire x est discrete,
on définit sa fonction génératrice par g(z) = [2*] .

Avec z complexe (quand cela a un sens). Avec les notations précédentes, on a donc
ox (t) = g (e); Cette fonction g est donc en fait un prolongement de ¢x . .

Propriétés : Désignons par ¢ la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle
X .alors

. i est Une fonction définie et continue pour tout nombre réel t;

.  est bornée, et en fait, pour tout t réel, ona: |p (t) | < ¢ (0) =13

. (o est une fonction hermitique, ¢’est -a-dire pour tout nombre réel t on a :

@ (—t) = ¢ (t); il en résulte que si une fonction caractéristique est réelle, alors elle est

38
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paire;

. Pour tout a, b réels, on a, pour tout réel t, 'identité : vox 1 (1) = ey (at);

. Si la loi de X est symétrique, c’est -a-dire si L (-X)= L (X), alors ¢ x est une fonction
réelle, donc paire ; . toute combinaison convexe de fonctions caractéristiques est une fonc-
tion caractéristique

Démonstrations

Soit Xun v.aette R

px (1)

B[]

()< 1 Iso(>|= [ ] | < B[] |
Inégalité de Jensen , fonction convexe = 1
v (0) =

= E["] = E[1] = 1(l'espranced'unconstant)

px (=1) = ox (1)
e = cos(t) + i.sin(t)
eit = cos(t) — i.sin(t)
a+ib=a—ib
ox (1) = B[]
= E[cos (—tx) + i.sin (—tx)]

t
= F[cos (tx) — i.sin (tz)]

les propriétés de la cosinus et la sinus

b [em} = px (t)
Pax+o(t) = " . g, (at)
‘an-‘,—b(t) - F [eit(a:c-l—b)} —FE [ei(at)x'eitb] — eitb.E [ei(at)x}

ith ] @X(at)

I
o

alors,x+(t)

2.2 Fonctions caractéristique des lois usuelles

Nous allons maintenant donner les fonctionnes caractéristique des lois déja vues , il faut

mieux calculer la fonction caractéristique dans chaque cas.
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2.2.1 Fonction caractéristique d’une loi uniforme discrete

alorsona:
x~u(d),ne N*

z(Q)={1,2,...,n}.
Vkex(-2)P(x=k) =2

Soit: ¢t € R.

Z’it (1 - eitn)

1 — et

On Obtient : ¢, (t) = +

2.2.2 Fonction caractéristique de la loi de Bernoulli

Nous avons :

z~ B(P),Pel0,1,2(Q)={0,1}
Px=1)=p;P(x=0)=1—-P=gq
Vt € R, ¢, (t) = E [e"]
0, (1) =€ Px=0)+e"t-p(z=1)=q+ Pe"
On obtient : @, (t)=1—p+p-e*

2.2.3 Fonction caractéristique de la loi géométrique

Nous avons : x ~ g (p),p € [0,1],g=1—p,z () = N*

Vke N P(x=k)=¢""p
+o00

Vt € R, g, (t) = E [tex} =

k=1

itx

e plx=k)

o0

0p (1) = Z eitquq p
k=1

onposel =k — 1.
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Alors on a une série géométrique de raison (e'?)".

On déduit que :|e”" - ¢| = |"| - |q]

=qecar|e|=1,¢>0.

. 1-—0 p-et
() =p-er, = .
oe(l)=p e T T T
it
b-e
On obtient : v, (t) = ,

2.2.4 Fonction caractéristique de la loi binomiale

-Premiére méthode : Si (z;), ,.,iid ~ B(P), alorsy = >' z; ~ B(n,p) Par

ailleurs si (z;),.,., indépendantes Alors

Py (1) = H px, (t) i, H ex; (t) = [pz, (O]

ZIL

(L’indépendantes pour la premier égalité, et le « Id» pour la deuxieme égalité). On ob-
tient: 0, (t) = (g +p-e")" = (1 —p+p-et)" -Deuxieme méthode :

py (1) =FE (eity)
=Y Crpt(1—p)he™,
k=0
=Nk p-et) (1 —p*
k=0

oy ()= (1—p+p-e')"

2.2.5 Fonction caractéristique de la loi binomiale négative

Alorson a: x ~ Nég Bin (r,p)
La probabilité :
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r—1
Oy (t) - B [ezta:] _ Z itx ( Z::i ) pr (1_p)x—r
SCRTD VR G I
Ox (t) _ pr Z ( it):v—'r-‘rr ) ( i:i ) (1 _p)a:—’r
ox () =p - (€)D" () < ij ) e
pa () =1 (")) ( f:i ) (L=p)e’)™

T=r . p*)
0" L N v—1 *\T *\T—T
pr () =p" - (") ) Z( L ) (p")" - (1 —p")
o) =T ey ( - ) T
) _ p- (eit) r
Alors : @, (t) = (W)

2.2.6 Fonction caractéristique d’une loi de poisson

Nous avons :z ~ P (\),¢ox (t)?, P(x = k) = e*’\%soit teR.

©x (t) — F [eitaz]

) 2
ox () =Y et e
k=0
+o0 k
_ [Ae]
ex () =€)
k=0
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2.2.7 Fonction caractéristique de la loi continue uniforme

Alorsona: ]
x~u([a,b]),u<bet fx (x)= mﬂ[‘“” (x)
Vt € R,
ox (1) =E [em}
+oo )
ox (t) = / e . f, (z) dx
_l;X,’ 1
ox (t) = /a et - adx.
1 eitw b
1) = .
ex (1) b—a { tx L
on obtient :

©Ox (t) = m (eitb B ez’ta) '

2.2.8 Fonction caractéristique d’une loi exponentielle

Nous avons : & ~ e () ,A > 0,2 (Q2) = Ry

On obtient :
A

A—it

px (t) =

2.2.9 Fonction caractéristique de la loi de gamma

Ona: v
_ — Az a—1
fX (Ilf) = - € X . ﬂRi




CHAPITRE 2. FONCTIONS CARACTERISTIQUES

Pour :

onpose y=(N—it)z

On obtient :

ox (t) = O ii—t)a - <)\i\z’t)a

2.2.10 Fonction caractéristique de la loi normale

Nous avons : ) ,
1, (z—p)
T) = e 2 o2
f () P
Alors :
Ox (t) —E [eztx:|
+oo
ox (t) = / e . f (z) dx
too 1 1 ()2
t) = it e 2 2 Jdx
X ( ) /_oo V2o
1 +oo (=)
C)DX (t) :\/_ . / eltl'ef 2.52 €T
2m-0 J_o
1 oo 2 5 2.
_ — ((z—p)*—20 ~ztx)
px (t) = . 62»02( dx
V2T J_x
1 +oo 1 2 sy 2 22 42 4 242 4 2y 2
o — T—p)“=2(z—p)ito?+i*-t?-0* —i?-t?.0* —2pito )
ox (1) = / ez ((en d
V2T J_
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1 oo 1 22 1 (42,4 42
_ ——((x—p)—ito ) ——2-(t o*—2p-i-to )
px(t)=—— [ eml B P
oNV2T J_so
1 202 o (T 1—ito?)”
px (1) = cem e T / e~ (e da
o V2T oo

. _ xfufito'2
on pose: =z = V2o

2 2
2. .
e~ 2‘7 +itu +o0

QDX(t): 0_'\/% -

e V2 0 dz dr =V2 - odz

1 t252 | oo 2
ox (t) = —-e 2 T, / e odz
™ Z=—00
]_ t2»o2 ;
px (t) = =-e = T/T
T
car:
+oo 9
/ e Fdy =1
-0
On obtient :
242,02 .
px (t)=e = T

2.2.11 Fonction caractéristique de loi Beta
Alorsona:

ol (1 — x)B_l
B (a, B)

ox (O =E[e] fx (2) =
ex ()= [ e g et (=)

(
px (1) = ﬁ : /0 et g2l (1 —2)P da.

-y ([ ]s

O0<zr<l;a>0;B>0

45
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avec e =73%"7 (itz)” :,)

ox (1) Z[ 1—x) 1’d$]
k=0
px (t) = B(; B) Z [<k_/0 ekl (1 —x)Bl-da:]
B (« B):/O (1 =) N da
Alors : )
B(a+k B) / otk (1] )BT gy
> tk B a+kB
Z[ o Bﬂ
= )
Ona:
I'(a)T(B) ['(a«+ k)T (B)
B (o, B) = I'(a+ B) Bla+k B) = I'(a+B+K)

Bla+kB) T(a+k)I'(B) TI'(a+B) TI(a+tk) TI'(a+B)
B(a,B) T(a+B+K) I'(e)-T(B) T(a) T(a+B+K)
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et:

Fla+K)=(a+k—-1)(a+k—-2)...al'() aveck > 1.

Ttk b Dt k-2 a
o) —(a+k—1)(a+k—2)
= I'(a+B+k)
_EJ(O‘”) [(at B)
= 1 (+ B+r)

\3
Il
o

k—1

B(a+k,B) Hff;é(a—l—r) :H a+r

B(a,B) [y (a+B+r) ,pa+B+r

Alors on obtient :

= ()" B(a+k, B) = | (it)" B(a+k B)

""X(t):kz_%[k!' B (o, B) :H; K B(aB)
> ()5 a+r
¢X(t):1+;[(k? ]:[OOé+B—|—T

2.2.12 Fonction de caractéristique de la loi Khi-deux

Nous avons la densité de la probabilité de x notée f, sera :

fx (x,k) = ——— - 25 ¢~ pour tout x positif

Er(s)

[SEy
ME
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Alors :
ox (t) =E [¢"].
+0o0
ox (1) :/ e fx (z,k) - do
0
+o0 . 1 T k 1
wx (t :/ et e 2-x2  -dx
S ()
0= | R
$Yx ) = —% e
22.T (%) 0
on applique :
+00
T’(TL) — / e 0% xnfl dr
a” 0
Alors;
1 oo
ox (1) = — / e (a7 2510y qveca = = —itetn = -
()
1 L&
» T (3) (2 —it)®
1 1
X (t> = "5 &
22 10-2i2
2 2
1
px (t) = —— %
(1 — 2it)?2

INES

px (t) = (1 —2it)"

2.2.13 Fonction caractéristique de loi Gumbel

ona: ) :
z—p) T—p
f(x)=— et e T T, € R o>0
o
Alors;
. +oo 1 (e _(z—p)
¢, (t) = E (™) —/ R
e o

onpose y=e o, dy = (=) e drix = p— aln -y

+o0o . . Too '
D (t) — / _ezt(l‘*aln'y) e Y. dy — eztu/ y—mt . efydy
0 0

0, (1) =™ - T (1 —ito).
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2.3 Tableau des fonctions caractéristiques des lois usuelles

Les fonctions caractéristiques des lois usuelles est données dans la table suivante :

Loi et symbole

Fonction caractéristique
pu (1) = E (e')

Loi uniforme discrete

1 iit<1_eitn>

i
Loi uniforme continue ]a, b —e;tl(’l:_ea)
Bernoulli B (P) 1—P+P-e
p-e”

Géométrique G (P)

1—(1—p)-e”

Binomiale B (n, P)

(1 —p+pet)”

Binomiale négative BN (r, P)

) Y

1-(1-p)e’
Poisson P ()) et (et — 1)
Loi exponentielle X fl 7
Loi gamma G (a, \) ()"
Loi normale N (&, 0?) i 1
Loi de chi-deux (1-— Zit)%k

Loi de Gumbel

et (1 —ito)

Loi Beta B («, B)

0 it)® k=1 q+r
1 + Ek:1 <(k3 Hr:O oa—&-g-i-r)

TABLE 2.1 — Fonctions caractéristiques des lois usuelles



Chapitre 3
Application

Lien entre fonction caractéristique et moment : Soit X une V.A et py sa fonction

caractéristique, Alors Vu € R,

Vn € N, oW (0) = i"E [X"]

3.1 Le cas discret

Soit u € R.

kEX ()

oy (u) = Z ik e"Fp (x = k)
ke ()

oy (u) =iE [ze™]

vy (0) = E 1]

) (u) =D (k)" ™ - p (e = k)

o () =" [2" - 7]

P (0) = i"E [2*]

50



CHAPITRE 3. APPLICATION

3.2 Le cas continue

ox (u) = /Re““ - fx (z)dz
PRy EE T NEN

/

oy (u) = /R~ia: " fy (z) do = iE [ze™]

Application et démonstration :

Nous avons :
+oo
px (W) =E[] = [ ey (@) da
. —00
- N2 .3 o
px (u) =E[e"] =E |1 +iuz + (“;T) * (“;T) T (ﬂ;j) ]
Avec
2 3 4
e A TR TRV TIREEEE
ox (u) =E(1) + E (iuz) + E (Zu2—3'3)2 +E (“;_5'5)3 . _I_E{(u;x')"}
. (iw)? o ()’ o, ()"
SOX(U):1+ZUE[:U]+TE[$}+TE[:U]+”_+ L 27
mo =E[2"] =E[1] =1
my = E[2] = my = E [27]
nex (u) = mo + myiu + mo Y +ms (w)g 4 dm, (1u)"
2! 3l n!

d no . _
90X(u):0+m1i+@'i22u+@(i)3‘3u2+'“+m—'Znn-un .
du 2 3! n
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Pour v = 0 on obtient

o)) — ().
o % ' 2 . dwj; (u) oo =y = (—i) dsﬂj;u(u) o
dQ‘Z;(“) % ()22 + % ()° -3 (2u) + - + % (@)"n(n—1)u""
ot e P2l
= my = (—i)*- dQSfliQ(U) lu=0
alors : n
my = (i )

Calcule de I’espérance et de la variance :

Exemple : 1 (x ~ P (\))
Px=k)=e* k=1,23.n
px (u) =E[e"] =37 e P (x = k).
px (u) =352, ewe_Mk_];

~ ()\eiuk)k

Px (U
Py () =2 =\ =E(z)
Pour v =
90;( (u) =1\ [ieiuef)‘(lfem) + eiuei“@')@*)‘(lfem)
o (0) =X (1+ )
%) = _ 2
E(.T ) 7??‘1;0*)\—1—)\ .
Alors
Donc
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Exemple : 2 (x ~ B (n,p))

P(x=Fk) =CHp"¢" " k=0,1,2,..

Ox (U zux 2 emk

o (1) = ch pein) gk
ox (u) = (pew—l—q) )

d B .
902; (u) —n (pe™ +q)" " pie™
1dpx (u) m.p
- u= = == E
v du lu=o 1 " (@)
d? u . i n=2 i i " et
€250 e o ]
d
';%ilho—zmwn—np+ﬂ_ﬁWWW+@
1 d*px (u) 2
Z’?T‘“ o= (np)?> +npg = E (2?) .

Pour la variance : V (z) = E (22) — (E(z))* =n-p- ¢
L’image d’une fonction caractéristique : M, (1)
Nous avons : Va,b € R, My, (t) = e'* - M, (at)

Exemple :
—
M, (t) = ——
(t)=7—
Mgy (£) = €' - M, (2t) = €' - | ——
2w41(t) =€ (2t) = e <2t—a>
_ t
M () = a.e

241 2 —«
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3.3 Fonction caractéristique conjointe

X et Y sont indépendante

¢ (wy,we) =E [6iw1x+iw2y}
y
@ (w1, wy) = E [eml“.eiwzy]
zy
4 (wl, wQ) = / / plwiztiway fxy (x’ y) di[)dy
+oo too
plunun) = [ e f @y [ ey ) dy

Moment de ¥, (wy, ws) :
Pay (w1, w5) = B e+ =B [ (14 gz + 8520 ) (14 duny + 0225 4|
On donne :

i 4L
E [l.ryL} — (_Z)rJrL drd::?.—&zi(w“;éﬂ”ﬂlwl:o7w2:0'



Conclusion

Les fonctions caractéristiques et ses applications jouent un rdle tres important dans la
théorie des probabilités. Elle possedent des bonnes propriétés peuvent étre utiliser dans

plusieurs situations d’application et de calcul des probabilités.
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