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Introduction

L’ estimation statistique est un domaine trés important de la statistique mathématique
est divisée en deux volets principaux, savoir 1’estimation paramétrique et 1’estimation
non-paramétrique. L’objectif de I’estimation paramétrique est d’estimer les parameties
d’une distibution connue, différentes méthodes existent pour 1’estimation notamment :
la méthode de maximum de vraisemblance et la méthode des moment. Par opposition,
I’estimation non-paramétique est estime la densité directement a partire de 1’informa-
tion disponible sur I’ensemble d’observations. Plus particulierement, on parle de méthode
d’estimation non-paramétique 1’orsque celle-ci ne se ramene pas I’estimation d’un nom-
bre fini de parametres réels associés la loi de I’échantillon. Il existe plusieurs méthodes
non-paramétrique pour I’estimation on peut citer la méthode de 1’histogramme, la méth-

ode de séries orthogonales, la méthode splines et la méthode du noyan.

L’estimation de la densité par la méthode du noyan se base sur un échantillon d’une
population statistique et permet d’estimer la densité en tout point du support. En ce sens,
cette méthode généralise la méthode d’estimation par un histogramme, elle est la plus
populaire parmi les autres méthodes d’estimation non -paramétiques de la densité. Cette
popularité d’estimateur a noyan peut s’expliquer par au moins trois raisons : la simplicité
de sa forme, ses modes de convergence multiples et sa flexibilité qui s’interprete pas la

liberté de I'utilisateur dans le choix du noyau K.

La méthode d’estimation non-paramitique du noyau fut introduite par Rosenblatt en
(1956) pour estimer des densités de probabilité, puis amélioré par Parzen en(1962)
pour estimer le mode d’une densité de probabilité et par Nadaraya (1964) et

Watson (1964) pour estimer une fonction de regression a support non borné.

Tout au long de ce travail, nous intéressons I’estimation par la méthode du noyau
partir d’un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identiquement distibuées,

et il composé d’une introduction, de trois chapitres et d’'une conclusion.

Dans le chpitre un, nous regroupons quelques définitions ainsi que quelques outiles

qui seront nécessaires pour 1’élaboration des résultats établis dans ce mémoire.

Dans la deuxiéme chapitre, nous concentrons sur la méthode de noyau pour estimer

la densité, et on rappelle ces propriétés fondamentales et aborder le probleme de choix
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optimal de noyau et de parametre de lissage.

La dernier chapitre, nous donnons des exemples de simulation par le logiciel R qui

expriment I’importance de parametre de lissage et le noyau.



Chapitre 1

Généralités et rappeles

1.1 Notations et définitions

Définition 1.1.1 (Fonction de répartition) Soit X une v.a, on appelle fonction de répati-

tion de X, que ’on note Fx, la fonction définie sur R par :
Ve e R, F(z) =P(X <z) =Px(] — o0,x]).

Propriété 1.1.1 Soit F' est une fonction de répartition de X, alors :
1)0 < F(z) <1,Vz eR.
2) Stz < a9 = F(I1> < F(l‘g)
3) lim F(x)=0, lim F(z)=1.
T—r—00 T—r—+00
4)Va,b € R,P(a < X <b) = F(b) — F(a).
5)Vae RP(X >a)=1—-P(X <a)=1-F(a).

6) Si X est une v.a discrete alors :Nx € R

F(z) =P(X < 1) ZIP:UZ

7) Si X est une v.a continue de fonction de densité f(x), alors :
Ve €R,F(z) =P(X <z)= [ f(t)dtet f(z) = ZF(x).

Définition 1.1.2 (La densité de probabilité) Une fonction f : R — R est appelée densité
de probabilité si :
e Elle est positive en tout x € R (f(z) > 0).

o Elle est intégrable.
+oo

. fx)de =

—00
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Définition 1.1.3 (Espéravce mathématique) Soit X v.a de densité de probabilité f, alors

I’espérance mathématique de X est donnée par

E(X) = /l’f(l’)d:(]
Définition 1.1.4 (Variance mathématique) La variance d’une v.a X est définie par

Var(X) =E((X - E(X))")
— E(X?) — E(X)2

1.2 Estimation paramétrique

Définition 1.2.1 Soi (€2, A) un espace probabilisable et soit
P={P,0c0,0cCR}

une famille des lois de probabilité. Le triplet (2, A, P) est appelé structure statistique.

Exemple 1 Le structure gaussienne est (R, Bg, F,,, ,) avec

1 —(t—m)?
e 202

]:m,a (t) =

oV 2T

ici P est la famille des lois définies par la densité F, ,,0 = (m,0),0 = R x RY et
k=2

Définition 1.2.2 Soit X une variable aléatoire (v.a) sur (2, A, P). Une suite de variable
aléatoire X, ..., X,, est appelé échantillon sur X s’elle sont deux a deux indépandantes

et elles ont la méme loi probabilité que X.

Définition 1.2.3 Soit X1, ..., X,, un n-échantillon de X de loi Py, toute fonction mesurable
T de X1, ..., X, est appelée statistique.

1.2.1 Estimateur statistique

Définition 1.2.4 Soit X1, ..., X,, un n-échantillon de X de loi Py. Un estimateur de 0 est

une statistique T' (X1, ..., X,,) qui prend ces valeurs dans ©.
Exemple 2 Les paramétres d’une loi normale 1, 0* peut étre estimés par T et s* respect.

Dans tout la suite on prendre 0, = T(Xy, ..., X,) estimateur de 6.
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1.2.2 Qualité d’un estimateur

Définition 1.2.5 Le biais d’un estimateur 0,, de 0 est donné par:

~ ~

biais(6,) = b(6,) = E(6, — 0)

e Estimateur avec biais

Un estimateur 6,, de 6 est dit biais si : pour tout entier positif n
avec b(0,) est le biais de I’estimateur 0,,.

e Estimateur sans biais

Un estimateur 6,, de 6 est dit sans biais si : E(6,,) = 6.

¢ Estimateur asymptotiquement sans biais

Un estimateur 6,, de 6 est dit asymptotiquement sans biais si : lirJlra E(én) =40.
n—-—+0oo

1.3 Estimation non paramétrique

L’estimation paramétrique est que la loi de probabilité inconnue.

1.3.1 Parametre fonctionnel

Définition 1.3.1 On dit que 0 est un parametre fonctionnel si : 0 = T'(F'), ou :

T: F—06
F—T(F)=0

F : ’ensemble des fonctions de répertition.

O : ’ensemble des parametres.

T : s’appelle fonctionnelle statistique.

Exemple 3

1. La densité d’une v.a est un paramétre fonctionnel tel que 0 = f = T(F) = d(F),

dans ce cas T’ est ’opérateur dérivée d.
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2. E(X) = [« dF est parametre foncionnel tel que T(F') = [ x dF est la fonctionnel

statistique.

1.3.2 Criteurs d’erreurs

a) L’erreur moyenne quadratique

= Var (Tn(x)> + biais® (Tn(x)>
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b) Lerreur moyenne quadratique intégrée
MISE (T,(2)) = /R MSE (T,(x)) de
:/RIE {(Tn(m)_TZ(x))T da
- /R [Var (Tn(g;)) + biais? <Tn(a:)>] dz

- /RVar (Tn(x)> dx + /]R biais® (Tn(x)) dx

1.4 Quelques types de convegence

Dans cette section, nous allons introduire différentes notions de convergence pour

une suite de variables aléatoires.

Définition 1.4.1 (Convergence en probabilité) On dit que la suite (X,,, n € N) de v.a.r.

converge en probabilité vers la variable aléatoire X, si
Ve>0 P(|X,—X|>e¢€) =0, quandn tend vers co.

On note X,, RN

Définition 1.4.2 (Convergence dans L) Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans LP. On dit
qu’elle converge dans LP vers une v.a.r. X si

1Xn =Xl — 0

n—-+o0o

Définition 1.4.3 (Convergence presque siirement) On dit que la suite (X,,) de v.a.r. con-
verge presque siirement vers X s’il existe un élément A de la tribu A tel que P(A) = 1 et
pour tout w € A

lim X,(w)=X(w)

n—-4oo
On note
X, 22 X

Définition 1.4.4 (Convergence presque complete) On dit que la suite (X,,) de v.a.r est
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converge presque complete vers X si

Ve>0, > P(IX,—X|>e) <o0

n=1

et notée par lim,, .. X,, = X, p.co

Proposition 1.4.1 Si lim X,, = X, p.co, alors nous avons

n—oo
1. lim X, = X, p.
n—oo
2. lim X,, = X p.s.
n— o0

1.5 Taux de convergence

le taux de convergence presque sure a 0 pour une suite des variable aléatoire est définie

par :

Xo— X =0py(uy) = P((Xp—X)=0,,)=1

<= P(dc < o00,3In,Vm >n,|X, — X| < cu,) =1
et le taux de convergence en probabilité définie par :

X, — X = 0,(u,,) <= limlimsup P(|X,, — X| < mu,) =1

n—oo

Maintenant on définit le taux de la convergence presque complete :

Définition 1.5.1 On dit que le taux de convergence presque compléte des (X,,)nen vers
X est 'ordre u, telle que (u,,)nen est une suite déterministe de nombres réels positifs qui

tend vers zéro si et seulement si :

Jdep > O,ZIP’(|Xn — X| > €u,) < oo.

neN
etonécrit : X, — X = Opco(Up).

Proposition 1.5.1 [7] Si lim u, =0, X,, = Opc(uy,) et lim Y, = l,p.co, ou : 1, est

n—oo n—oo
une nombre réel déterministe. Alors

i) XnYn - Op.co(un)-

ii) )f,—: = Op.coluy), avec : 1, # 0.



Chapitre 2

Estimation non paramétrique de la

densité

2.1 La construction d’un estimateur a noyau

Soientt X1, ..., X, n variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement dis-
tribuées de fonction de distribution F' et de densité f. L’objectif de notre étude est la
construction d’un estimateur de f en un point fxe . Notons F'(z) = P(X; < z) la fonc-
tion de répartition de la loi de X;. La densité est la dérivée de la fonction de répartition,

ce qui permet d’écrire pour tout x :

F(z+h) — F(z — h)
2h '

fx) ~

Considérons la fonction de répartition empirique :

-1y
- n pa {Xi<z}

La loi forte des grands nombres permet d’affirrmer que F), est un estimateur de F'.
Ramplace F' par sa estimateur F;,, donc :

Fu(z+h) — Fu(z — h)

fa(z) = oh )

nous pouvons le réécrire sous la forme

1
fulz) = th Z Lix,<arny — Lixi<o—n}) - Z 5 1z—n<xi<ath}

.

1 1 1 — X
ok ; gl Xiray = E;KO (

15
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avec .
Ko(t) = 51{—1<t§1}a\V/t eR
Cet estimateur appelé estimateur de Rosenblatt, est le premier exemple d’estimateur
a noyau construit a I’aide du noyau Ky(t) = %1{_1<t§1}.

Définissons maintenant plus généralement la notion d’estimateur a noyau :

Définition 2.1.1 Un estimateur a noyau de la densité f est une fonction définie par :

1 < X; —
fn<x)=%§;ff( - ”3) .1

avec :
e Le réel h que ’on appellera la fenétre.
e Lafonction K : R — R, intégrable, que I’on appelle le noyau.

tel que h et K vérifions les conditions suivantes :
“+oo

1. K est une densité : K(t)dt = 1.
+oo
2. K est carré intégrable : / | K (t)]2dt < oo.

+o00
3. K est symétrique autour de zéro, c.a.d K(t) = K(—t) = / tK(t)dt =0

+oo
4. K posséde un moment dordre 2 fini, c.c‘z.d/ 2K (t)dt < .

—00

+oo
5./ | K (t)|dt < oo

[e.9]

6. sup |K(t)| < +o0.
t

+oo
7. K(.) € L'(R), c—a—dire / K(t)dt < .

[e.9]

8. lim K(t)=0.

[t| =00
9. lim h,, =0, lim nh, = oco.
n—oo n—oo
10. 1im M~ s
n—oo NN

Proposition 2.1.1 Si K est positive et fj;o K(t)dt = 1, alors f,(x) est une densité de

probabilité. De plus, f,(x) est continue si K est continue.

Preuve 2.1.1 L’estimateur a noyau est positive et continue car la somme des fonctions

positives et continues est elle-meme une fonction positive et continue. Il faut donc vérifier
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que l'intégrale de f,(x) vaut un. En effet,

teo +oeo 1 - XZ — X
- ~ YK
N fo(z)dx /_OO nh 2 ( ; )d:v

] — [T X, —x
—— K[|ZX dzx.
ng/m ( I )x

On poset = % = dxr = —hdt

400 n —00

MMx:%Z/ K(t)(—h)dt,

- i=1 Y T

:_/wK@ﬁ:mK@ﬁ:L

2.1.1 Noyaux usuelles

Voici quelques exemples de noyaux les plus utilisés dans le tableu suivant :

K(t)=3 Sit € [-1,1] | noyau Uniforme (rectangulaire)
K(t)y=1-—1|t Sit € [-1,1] | noyau de triangulaire

K(t) = %(1 — 1) Sit € [-1,1] | noyav d’Epanechnikov

K(t) = 2(1—t?)? Sit € [~1,1] | noyau de biweight

K(t) = \/LQ? exp(—3t?) | Sit € R noyau de gaussien

K(t) = 3—2(1 —t%)3 Sit € [—1,1] | noyau de Triweight

TABLE 2.1 — Quelques exemples des noyaux les plus couramment utilisés

La représentation graphique des quelques noyaux définis ci dessus est donnée par la

figure (2.1)
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Triangulaire Bivweight
N oo |
g — —
= _] = _]
= T T T T T = T T T T T
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
> >
Gaussien Epanechikow
- _
—
= = 7
= o = = |
= = ] = =
— [ -
— - [
= _| = _|
— T T T T T — T T T T T
-4 2 u] 2 4 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
o o

FIGURE 2.1 — Courbes des noyaux : Triangulaire, Biweight, Gaussien, Epanechnikov

2.2 Propriétés d’un estimateur a noyau

Nous allons maintenant donner quelques propriétés statistiques élémentaires de 1’es-

timateur de la densité & noyau f,, défini par I’équation

2.2.1 Etude du I’espérance

E(fo(x)) = %E (27;}( (Xh_ x)) _

en posant t = = = dy = hdlt

S| =
P
9 +
3

=
N
<
> |
&
~
=
<
o9
<

+o0
E(fa(2)) = K(1)f(x + th)dt,

—00

en faisant le développement de Taylor I’ordre 2 de f(x + th) au voisinage de x est alors :
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flz+th) = f(z)+ (th) ' (x) + LL " (2) + o(h?) : 1 vient

“+oo

E(fu(x)) = i K(t)f(z+th)dt
-/ 0 [ )+ () f () + f”(:ﬁ)} dt + o(h?)
+oo , +oo h? “+o0o Y
s [ K@ﬁ+hﬂ@/:tK@ﬁ+§—_ LR f (z)dt
+o(h?)

d’aprés les conditions [ K (t)dt = 1, [T tK (t)dt = 0et [“° 22K (t)dt < oo
h2 " +(X>
B(fu(a)) = @) + 5.5 (@) [ EER(@d+ o),

Alors I’expression finale est donnée par

2

B(fo(2)) = () + o (£)al ) + o(1?),

avec pz(K) = [ 22K (t)dt.
2.2.2 Etude du biais

biais (fo(z)) = E(fu(x)) — f(x)

= f(z) + 5 f" (@) pa(K) + o(h?) — f(z)
alors )
biais (f,(z)) = %f”(w)ﬂz(K) + o(h?),

Le biais est différent de zéro, ceci signifie que 1’estimateur a noyau est un estimateur

biaisé.

Proposition 2.2.1 Si la densité f est bornée et f" existe et bornée. Sous les conditions

[TUK@)dt=1,K(—t) = K(t), [T tK(t)dt = 0 et [T 2| K(t)|dt < oo, alors
|Biais (f.(x))| < C1h?,

ou O = %supze]R ’fﬁ(z)’ fR t2|K (t)|dt.
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2.2.3 Etude du variance

Var(fu(z)) = var (n_lhz;K (Xih_x)) = <K (Xih_x))
< [ (e ()] - e [ (e (57) )

- = _:OK (y;xff(y)d - (/_:OK (y;”) f(y)dy)Q,

en posant t = % = dy = hdt

1 +o0 +o0

:E N

Var(fa(z)) K2(t) f(x + th)dt — % ( K(t)f(x + th)dt) :

—00

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de x a lordre 0 alors

flz+th) = f(z)+ o(1).

11 vient
Var(h@) = o [ k0@ o+ ([ TR + o))
1 1
= L I@RK) o),

avec R(K) = [72° K?*(t)dt.

Proposition 2.2.2 Si la densité [ est bornée et f" existe et bornée. Sous les conditions
[TOK@)dt =1, K(—t) = K(t), [T tK (t)dt = 0 et [T 42| K(t)|dt < oo, alors

Cy

var (fa(a)) < 2,

avec Ch = sup,cg f(2) [p K(t*)dt.

Remarque 2.2.1 Nous remarquons que si h — 0 et nh,, — oo quand n — oo, ona :

lim E(f.(z)) = f(z) et lim var(f,(x)) = 0.

n—o0 n—oo
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2.2.4 Erreur quadratique moyenne(MSE)

L’erreur quadratique moyenne (en anglais "Mean squared Error") est donne par :

MSE(z) = varf,(x) + Biais® f,(z)

Proposition 2.2.3
MSE@) = 1) [ K2 (u)du + o(-~)
" nh oo nh
Wt oo ?
+Z{f (z)}? {/ uQK(u)du} + o(h%).
Démonstration

MSE(z) = E (fu(z) — f(z))’
= E(fo(z) = E(fa(2)) + E(fulx)) = f(2))?

= Var(fo(z)) + (Biais(fu(2)))?

1 oo 1
= Ef(w) N K (u)du—i—o(%)
+hz(f”(x))2 /O:O u2K(u)du} + o(h*) O

2.2.5 Erreur quadratique moyenne intégrée(MISE)

L’erreur quadratique moyenne intégrée (en anglais "Mean Integrated Squared Error")

est donne par :
+oo

MISE(n,h) = MSE(z)dx

— 00

Proposition 2.2.4

1 —+00 “+oo

MISE(n,h) =l (f(:c){ )

K%u)du} + 0(%)6&0

o0

N ((f”<x>>2 [ erwal " o<h4>> da.

—0o0 oo
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2.3 Convergence presque complete

Soient X, ..., X,, un n-échantillon ¢.2.d de X.

Hypotheses

(H1) : La fonction f est de classe C* et f(z) > 0
h

(H2): lim h, = 0, lim —" — &

(H3) : K est borné, intégrable, a support compacte et d’ordre k.

22

Théoreme 2.3.1 (La vitesse de convergence presque complete de [’estimateur a noyau

de la densité sous la condition de dérivabilité) Supposons que les hypothése (H1), (H2)

et (H3) soient réalisées, alors, on a :

1
Fule) — f(2) = ok¥) + O ( Og(”)) pco.
nh
Preuve de théoréeme On peut écrire :

In(@) = @) = fu(@) — B (fn(@)) +E (fn(@)) — flz)

TV
La partie dsperssion La partie biais

Alors, la preuve du théoreme [2.3.1]est une conséquence du lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothese de théoréme ona:

log(n
fal@) —E(falz)) = O ( Log(n) )> p-co.
nh
Lemme 2.3.2 Sous les hypothése de théoreme[2.3.1} on a :

E (fu(x)) = falz) = o(h").

Preuve de lemme I1 faut montrer que : Ve > 0,

Sp (\fm) CE(ful2))] > € 107%5?)) <

i>1

c-a-d Ve > O,/

n—oo

P <\fn(w) ~E(fula)] > biﬁl”)) -0

N log(n)
c-a-d Ju, — 0, lorsquen — 0tq P (|fn(x) —E(fu(z))] > € i—h)

Pour montrer le lemme [2.3.1] on utilise le lemme suivant(inégalité exponentielle) :

< u, — 0.
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Lemme 2.3.3 Soit Ay, ..., A, une suite de variables aléatoires i.i.d, centrées, tel qu’il

existe deux réls positifs d et 6%, telsque : |A,| < d et E(A?) < 62 alors : pour tout

2
]P’( >E>§26Xp(4§§ )

Suite de la preuve de lemme [2.3.1/On pose :

st (e (557) 2 (1 (557)))

€ €0, %[, ona:

>a,

=1

donc,

Ona: Ay, ...,A,sonti.i.det:

o (6552 -2 (e (52)]
(6 (59 (+(559)

D’aprés (H3),3M > 0, t.q |K(u)] < M = E(K) < M Donc, |A] < £,C = 2M.

D’autre part,on a :

s =50+ (5%) (e ()
i (e (59) = («(5))

(on fait le changement de variable)

-1 (/R K2(2) f(x — hz)dz) - (/R K()f(x - hz)dz>2

(f continue, f(z — hz) — f(x))

<h?

_ % (/R K2(2)f (2 — h2)d= — f2(a;)>

(f et K sont bornés et f K?(u)du < o0), alors,

C C
E(Az)_h=>5 .
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Donc, on peut appliquer le lemme sur A;, donc :

B —ne?
;An >e> §2exp( 152 )

P (|fule) — E(fu(@)] > c) = P (%

log(n)

nh

On pose € = ¢ on trouve :

IN

nh ;

)
2 exp ( nEOé?g(n))

og(n —ne2los(n)
P(|fn<w>—E<fn<x>>|>eo et >> 2exp <4—Q>

IN

2
< 2exp (1og(n_co))

2
€0

<n~ < — 0lorsquen — 0

Donc,

SP <\fn(x) “E(fu(2))] > & 1052“) <%

Preuve du lemme 2.3.2]
E (fu(2)) — fulz) = / K(2)f(x — hz)dz — f(z)

La fonction f est de classe C*, un dévellopement de Taylore d’ordre k de f au voisinage
de = nous permet d’écrire la fonction f est de classe C*, un dévellopement de Taylore

d’ordre k£ de f au voisinage de x nous permet d’écrire

k—1

o= 1) = )+ 50 P o gy o LEI g

Jj=1

Alors,
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E(e) ~ fule) = [ K( (Z BP0 2 4 %ﬂ“(ez)) -

(or K est d'ordre k)

/K 2h)* ~ 2 fW(0,)dz  (f continue = f(6.) — f(z))

) [ K(:)dz = biais (£,() = o)
_JR ,

cst 1

Théoreme 2.3.2 ( La vitesse de convergence presque compléte de I’estimateur a noyau
de la densité sous la condtion du continuité) Soit [ une fonction continue et supposons

que les hypotheses (H2) et (H3) soient réalisées, alors, on a :

falx) = fulz) = 0(1) + O ( 105271)) p.co.

Preuve du théoreme La preuve de le théoreme est une conséquance de lemmes

suivants :

Lemme 2.3.4 Sous les conditions de théoréeme ona:

lim E (fu(2)) = fu(z) =0

n—o0

Lemme 2.3.5 Sous les conditions de théoréme ona:

E (fu(z)) = fulz) =0 ( %) P.co.

Preuve du lemme 2.3.4]
E (fo(x)) = fulz) = [3 K(2)f(x — hz)dz — f(x) Puisque f est continué, on a :

lim f(z — hz) = f(x)

n—oo

donc,

lim E (fu(2)) = fa(z) =0

n—o0
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Preuve du lemme La preuve du lemme est similaire que la preuve de lemme
O

Théoreme 2.3.3 ( La vitesse de convergence presque compléte de ’estimateur a noyau

de la densité sous la condtion du liptchize) Soit f une fonction (B-liptchize

(If(x = f(y)| < L|lx —y|B), / K(2)|zf|dz < oo et supposons que les conditions (H2)
R

et (H3) soient vérifiées, alors, on :

fa(®) = fulx) = 0o(h’) + 0 ( %) p.co.

Preuve du théoreme La preuve de le théoreme est une conséquance de lemmes

suivants :

Lemme 2.3.6 Sous les conditions de théoreme ona:

E (fu(@)) = fulz) = o(h”)

Lemme 2.3.7 Sous les conditions de théoreme ona:

E (fu(z)) — fulz) = o< 10521)) p.co.
Preuve du lemme 2.3.6
B(fua) = fula) = [ K= h2)dz = @)
— K(2)f(z — h2)d= — /R K(2)f(2)dz
— [ KE)(fa =) = fa)a:
(e~ hle)l < [ KIS~ he) = fa)lds (1 est 5~ liptchize, on a)
< [ 1K G0 a:

< hﬁ/ K(2)|2°|dz < Ch® = le biais (fu(z)) = O(RP) O
N

cst
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2.4 Choix du parametre de lissage h

Le parametre de lissage / a un impact important sur les performances de 1’estimateur
fn(z). 1l existe essentiellement deux fagons de trouver la bande passante optimale. La
premiere consiste a trouver les parametres qui minimisent 1’erreur quadratique moyenne
de f,(x), c’est-a-dire

arg min [E (f,(z)) f ()]’

Ainsi, on obtient un parametre de lissage optimal qui varie en fonction des x pour

lesquels on veut estimer la fonction de densité f. La deuxieme approche nous donne

un parametre de lissage globalement optimal qui ne dépend pas de z. Pour ce faire, on

cherche a minimiser h de I’erreur quadratique moyenne intégrale (MISE), c’est-a-dire

hoptimar = arg min[MISE(n,h)] = argmin [/R E{f.(z) — f(z)}*dz

On suppose que la densité a estimer f et le noyau K sont des fonctions de carré

intégrable, de sorte que le MISE est finie.
MISE(n,h) = h—4R(f")( (K))?* + iR(K) + o(i + ht)
T Kz nh nh

I’approximation asymptotique de la MISE est donné par

MISE(n,h) = " ROl K))? + = R(K)

On dérive ce AMISE par rapport a h et on égale a 0 ,on obtient

0 3 " 2
S AMISE(n, h) = WPR(f7)(pa(K))* —

R(K)
nh?

Si ZAMISE(n,h) =0

R(K) } ° n-1/5
R(f")(p2(K))?

= hoptimal = |:

Cas particuliers

Soit X1, X5, ..., Xn une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f,

supposons que f appartient 2 une famille de distributions normales A (11, 02)

Alors hoptimar = 1.066n~1/°

{ X ~N(g,02)
Si
K ~N(0,1)
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Si f ~ N (p,0?)alors f(z) = Lo(=8), avec p(z) = —=e /2, et

7 1 " r—u 7" 1 _x
7@ =20 (F51) @) = =t - e
La quantité inconnue R(f") sécrit alors

R@»:[”m@mx

o0

1 [t ( ,/x— 2
() e
o J_ o
1 +OO 17 2
== {o (v)} dv
Nous avons :
pv) = e

28

11 [+ o 2 e
_ . {/ (v4 — eV 20y — 2/ v2e " dv + 2/ vie " dv
g n —00 —00 —0Q
11 1 [t e
=5 {—5 v2e™" dv —|—/ e dv}
o° 2w oo o0
11 1[0 u? 1 e
= S9- {—5 %6_“2/2Edu +/ Ee_“Q/zdu} avec u =2
o° 21T oo —o0
11 1
- L1 {_ﬂﬂ ﬁ}
1 3

Donc,I’expression du parametre de lissage optimal devient

1
L [8VARE)]T s
optimal 3 [“2 (K)]Q n
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Ou ¢ est un estimateur de o,tel que

Soit X1, X, ..., X,, une suite de variables aléatoires de densité de probabilité f, supposons
que f appartient a une famille de distributions normales N (u, o%), soitt K est un noyau

d’Epanechnikov.

Alors hoptimal = 2.346m~1/°

. X; NN(ILL7O-2)
S 3 ;
K(u) = Z(l—u )al\u\gl

2.5 Choix du Noyaux

Le probleme du choix optimal de K, consiste a chercher un noyau optimal sous la
contrainte de posivité, K > 0. On fait le rappel de I’expression asymptotique de I’erreur
quadratique intégrée AMISE

AMISE(n,h, K, f) = i/R[K(t)]%iwr ih“[V(K)]Q/[f (z)]2dw

nh R
on remarque que la dépendance du AMISE par rapport au noyau K s’exprime par 1’inter-
vention de sa variance V' (K). Un noyau optimal K™ est donc un noyau qui minimise la
fonctionnelle V (K) , soit

V(K™) = min V(K) (2.2)

KeK

ou /C désigne I’ensemble des noyaux positifs d’ordre 1 satisfaisant aux conditions

/[K(t)]%lt < +oo,/t2K(t)dt < +o00.
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La solution du probleme est donnée par la pro suivante :

Proposition 2.5.1 Une solution du probleme de minimisation (2.2)) est donnée par le
noyau d’Epanechnikov
3
K*(u) = (1)

qui fournit la valeur minimale V (K*) = 3%/°/576/5

On peut considérer I’eficacité de chacun des noyaux symétrique présenté dans le
tableau (2.1),en comparant avec le noyau d’Epanechnikov.On défini 1’éfficacité par :

3 1
- 5\/gw/fu2K(u)dufK(u)2d

avec O(K) = (V(K))*° {f(K(u))Qdu}4/5 la raison de la puissance 5/4 dans (2.3) est

que pour n grand I’erreur quadratique moyenne intégrée sera la méme si on utilise n

(2.3)

observations et le noyau K ou si on utise n e f f(K) observations et le noyau d’Epanech-
nikov K..
Le tableau (2.2)) présente les valeurs d’efficacité de quelques noyaux continues symétriques.

Noyau Efficacité
d’Epanechnikov | ~ 1.000

Biweight ~ 0.9939
triangulaire ~ 0.9859
Gaussien ~ 0.9512
Rectangulaire ~ 0.9295

TABLE 2.2 — Efficacité des noyaux continus symétriques.

On remarque que les valeurs d’efficacité obtenus sont trés proches de 1 et qu’il ya tres
peu de différence entre les différents noyaux sur la base de I’erreur quadratique moyenne

intégrée.



Chapitre 3

Application

3.1 Le parametre de lissage h fixe, et n varié

3.1.1 Noyau a support non compact

Dans le premier cas, le paramétre de lissage ou fenétre h est fixé (h = n~'/%), on

prend différentes valeurs de taille d’échantillon (n = 70,n = 700) , et K est un noyau
o—t2/2

Ver

normal K (t) = t € R, c’est une densité de support non compact.

Code R utilisé

n=70

X=rnorm(n)

K=function (t) { (1/sqrt (2+pi) ) +rexp (-0.5+xt"2) }
h=n"-.2

# Initiation

s=100

a=min (X) #borne inf

b=max (X) # borne sup

x=seq(a,b, length=s) # Intervalle [a,Db]
V=numeric (n)

fn=numeric(s)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ VI[i]=K((x[Jj]1-X[1])/h) }
fn[jl=sum(V)/ (n*h)}

# Graphes

op=par (mfrow=c (1, 3))

plot (%, fn, xlab="x", ylab="fn (x)",
main="n=70", type="1", col="red", lwd= 2)

31
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lines (x,dnorm(x), lwd= 2)

#####Pour n =700

n=700

X=rnorm(n)

h=n"-.2

V=numeric (n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[i]=K((x[J]-X[1])/h) }
fn[j]l=sum(V)/ (nxh) }

plot (x, fn, xlab="x", ylab="fn (x)",
main="n=700", type="1", col="red", lwd= 2)
lines (x,dnorm(x), lwd= 2)

par (op)

La figure (3.1) représente la densité théorique en noir et I’estimateur a noyau de la densité

cn rouge.

n=70 n=700

04
1

0.3
1
03

fix)
02
fix)
02
|

0.1

FIGURE 3.1 — Estimateur a noyau de la densité : h fixé, n varié et K noyau normal

Remarque 3.1.1 Nous remarquons sur le graphe que quand n est grand [’estima-
teur f,, est plus proche de la fonction f (estimateur lisse), ce qui implique que la conver-

gence de l’estimateur.
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3.1.2 Noyau a support compact

On va refaire le méme travail précédent, remplacant seulement le noyau normal par

le noyau de Triweight : K (¢) = 22(1 — t2)314<1). (noyau & support compact).

Code R utilisé

n=70

X=rnorm(n)

K=function (t) {ifelse(abs(t)<1l, (35/32)* (1-t"2)"3,0)}
h=n"-.2

# Initiation

s=100

a=min (X) #borne inf

b=max (X) # borne sup

x=seq(a,b, length=s) # Intervalle [a,Db]
V=numeric (n)

fn=numeric(s)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[i]=K((x[3]1-X[1])/h) }
fn[jl=sum(V)/ (nxh)}

# Graphes

op=par (mfrow=c (1, 3))

plot (%, fn, xlab="x", ylab="fn (x)",
main="n=70", type="1", col="red", lwd= 2)
lines (x,dnorm(x), lwd= 2)

####4#Pour n =700

n=700

X=rnorm(n)

h=n"-.2

V=numeric (n)

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ V[i]=K((x[3]1-X[1])/h) }
fn[jl=sum(V)/ (nxh)}

plot (x, fn, xlab="x", ylab="fn(x)",
main="n=700", type='1’,col="red", lwd= 2)
lines (x,dnorm(x), lwd= 2)

par (op)

On obtient la figure (3.2)) suivante :
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n=70 n=700

0.4
|

0.3
1

nix)
(=)

01

0o
I
(]

T 1 T 1 T 1 1 1
2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

x x

FIGURE 3.2 — Estimateur a noyau de la densité : h fixé, n varié et K noyau de Triweight

Remarque 3.1.2 Nous remarquons ici que il n’y a pas beaucoup de variabilité sur le cas

précédent, telle que I’estimateur lisse des que n est grand (n = 700).

3.2 Choix du parametre de lissage

3.2.1 Noyau a support non compact

Considérons un échantillon de taille n = 500 et le noyau K est gaussien. Nous
choisissons A variée dans ’intervalle [0.1, 0.9)].
La comparaison graphique entre les graphes de la densité théorique et empirique permet

trouver une valeur A optimal (au sens graphique).

Code R utilisé :

n=500

X=rnorm(n)

# Noyau Normal

K=function (t) { (1/sgrt (2+pi)) xexp (-0.5*xt"2) }
h=seqg (.1, .9, length=9)

# Initiation

s=100 # taille de lintervalle [a,Db]
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a=min (X) #borne inf

b=max (X) # borne sup

x=seq(a,b, length=s) # Intervalle [a,Db]
V=array (dim=c(n, s, 9))

fn=array (dim=c (s, 9))

for(k in 1 :9){

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ VI[i,J, k1=K ((x[J]-X[1i])/h[k]) }
fnlj, kl=sum(V[,J, k1) / (nxh[k])}}

# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique
op=par (mfrow=c (3, 3))

for(k in 1 :9){

plot (x, fn[, k], xlab="x", ylab="fn(x)",
main=" ", type='1’,col="red", lwd= 2)
lines (x,dnorm(x), lwd= 2)}

par (op)

()
00 02 04
|
()

000 020
[HERENEN
()

000 020
[N

(.

000 020

LTI Lal
;:::::) N
()

000 020

LIILILd
;::::::S N
()

000 015 030

[N
;::::::5 N

flx)
000 045 030
|
()
000 045 030
LIl
> :<
()
005 020
| |
> :<

FIGURE 3.3 — Estimateur a noyau de la densité : h varié, n fixé et K noyau gaussien

Evidemment, la valeur optimale de % est i = 0.4 (ligne 2, colonne 1)



CHAPITRE 3. APPLICATION

3.2.2 Noyau a support compact

A noté, que pour les mémes données, pour le noyau de Triweight :
K(t) = 51— 1*)*1(y<)-

Code R utilisé :

n=500

X=rnorm(n)

# Noyau Normal
K=function(t) {ifelse (abs(t) <1, (35/32)*(1-t"2)"3,0)}
h=seqg (.1, .9, length=9)

# Initiation

s=100 # taille de lintervalle [a,Db]
a=min (X) #borne inf

b=max (X) # borne sup

x=seq(a,b, length=s) # Intervalle [a,Db]
V=array (dim=c (n, s, 9))

fn=array (dim=c (s, 9))

for(k in 1 :9){

for(j in 1 :s){

for(i in 1 :n){ VI[i,]J,k]=K((x[J]-X[1])/h[k]) }
fn[j, kl=sum(VI[,j, k1)/ (nxh[k]) }}

# Graphes

x11() # nouvelle fenettre graphique
op=par (mfrow=c (3, 3))

for(k in 1 :9){

plot (x, fn[, k], xlab="x", ylab="fn(x)",
main=" ", type='1’,col="red", lwd= 2)
lines (x,dnorm(x), lwd= 2)}

par (op)
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- - _
. — [
= = _
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FIGURE 3.4 — Estimateur a noyau de la densité : h varié, n fixé et K noyau de Triweight

C’est clair La meilleure valeur pour h est b = 0.9 (ligne 3, colonne 3)

En conclusion, le type du noyau n’est pas trés inuent sur la qualité de 1’estimation
contrairement a la valeur de h, c’est le choix de la fenétre h, qui est trés important, par

rapport au choix du noyau.



Conclusion

En conclusion, 1’avantage de I’estimation par la méthode du noyau est qu’un den-
sité continue (noyau) a partir d’une variable aléatoire, cette méthode dépend de nombre

d’observations n et certains parametres (parametre de lissage h et le noyau K).

L’estimation du noyau est une méthode basée sur 1’utilisation d’une méthode non

parametrique appelée fonction du noyau et un parametre ou une fenétre de lissage.

On remarque que le choix sur le noyau qui n’a pas une grande influence pour cette
estimation, par contre le choix du parametre de lissage a un impact important, et qui est

en effet, beaucoup plus déterminant pour 1’obtention des bons estimateurs.
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ﬂésumé \

Dans ce travail, nous étudions I'estimation non paramétrique de densité de probabilité
par la méthode du noyau. La construction de I'estimateur est basée sur l'utilisation d’'une
densité K appelé noyau et d’'un paramétre de lissage h.

Nous rappelons les propriétés asymptotiques de I'estimateur : la convergence presque
compléte et les propriétés de I'estimateur. Nous parlons aussi du choix de noyau et de
paramétre de lissage.

Finalement, nous donnons des explications graphiques a I'aide du logiciel R qui nous
permet d’observer l'influence de la taille de I'échantillon et les valeurs choisies de
parameétres de ce 'estimateur.

Gbstract \

In this work, we study the nonparametric estimation of probability density by the kernel
method. The construction of the estimator is based on the use of a density K called kernel
and a smoothing parameter h.

We recall the asymptotic properties of the estimator: the almost complete convergence and
the properties of the estimator. We also talk about the choice of kernel and smoothing
parameter.

Finally, we give graphical explanations using R software which allows us to observe the
influence of the sample size and the chosen values of parameters of this estimator. /
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