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2 TABLE DES MATIÈRES

0.1 Introduction

Dé�nition 0.1.1 Soit T une contraction dans un Hilbert séparable H, on appelle dilatation de
T , tout opérateur linéaire V , dé�ni dans un espace de Hilbert eH, contenant H comme sous-
espace et véri�ant :

T n (h) = PHV
n (h) 8h 2 H; 8n = 0; 1; 2 :::; (1)

PH désigne l�orthoprojecteur de bH sur H. La dilatation est dite isométrique (respectivement,
unitaire) si l�opérateur V est isométrique (respectivement unitaire).

Historiquement, Julia G. ([6, 7, 8]) fut le premier à établir que pour toute contraction
dé�nie dans un espace H, il existe une isométrie V , dé�nie un espace eH, contenant H comme
sous-espace et véri�ant :

T (h) = PHV (h) 8h 2 H (2)

Halmos P. R. ([5]), remarqua que dans 2, l�opérateur V pouvait être choisi égal à un opérateur
unitaire U . Nagy-Béla S. ([10]) montra que l�opérateur unitaire U pouvait être choisi tel que la
relation 1 soit véri�ée pour tout naturel n.

Le but du présent mémoire est de proposer une méthode de construction des dilatations
unitaires basée sur la notion de noeud unitaire. Cette notion que nous exposons au chapitre 2,
consiste à regarder une contraction donnée dans un espace H, comme un élément d�une matrice
unitaire, dé�nie sur un espace plus large. Un exemple concret et illustratif de construction de
noeud et de dilatation unitaires est aussi traité dans le quatrième et dernier chapitre.

Notons en�n que, tous les espaces utilisés sont des espaces de Hilbert séparables complexes.
SiH1 etH2 sont deux tels espaces, on désignera par L (H1;H2) l�espace vectoriels des opérateurs
linéaires bornés de H1 dans H2. On sait que L (H1;H2) est un espace de Banach pour la norme :

A 2 L (H1; H2) =) kAk = sup
kxk = 1

kA (x)k

Si H1 = H2 = H, L (H1;H2) devient une algèbre de Banach qu�on notera B (H) ([1]; [3] et [9]).



Chapitre 1

Dé�nitions générales

1.1 Opérateurs isométriques et unitaires

Dé�nition 1.1.1 On opérateur T 2 B (H) est appelé isométrie si :

� T (x1) ; T (x2) � = � x1; x2 � 8 x1; x2 2 H (1.1)

Si de plus, T � est aussi une isométrie alors, T est dit unitaire.

Proposition 1.1.2 Soit T 2 B (H). Alors,
1.

T isom�etrie() T �T = IdH (1.2)

.

2.
T unitaire () T �T = IdH = TT � () T inversible et T � = T�1 (1.3)

1.2 Opérateurs de contractions

Dé�nition 1.2.1 On opérateur T 2 B (H) est appelé contraction si,

kT (x)k � kxk 8x 2 H (1.4)

Dé�nition 1.2.2 Une contraction T dé�nie dans l�espace H est dite simple (on dit aussi com-
plètement non unitaire) s�il n�existe aucun sous-esoace de H, invariant pour T et T � à la fois
et dans lequel, T induit un opérateur unitaire.

On a le théorème de décomposition canonique suivant.

Theorème 1.2.3 [10]Pour toute contraction T dé�nie dans un espace de Hilbert H, il existe
une décomposition unique de H en somme orthogonale H = H0 � H1 de deux sous-espaces
invariants telle que, la restriction T0 de T à H0 est un opérateur unitaire et la restriction T1
de T à H1 est un opérateur simple. Deplus,

H0 = fx 2 H : kT n (x)k = kxk = kT �n (x)k ; n 2 Ng (1.5)

H1 = vect fT p (IdH � TT �)x; T �q (IdH � T �T ) y : x; y 2 H; p; q 2 Ng (1.6)

Remarque. L�opérateur T0 est appelé partie unitaire de T et T1 sa partie simple.
On a les propriétés élémentaires suivantes.
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4 CHAPITRE 1. DÉFINITIONS GÉNÉRALES

Proposition 1.2.4 La contraction T est simple si et seulement si, la contraction adjointe T �

est aussi simple.
Preuve. découle directement des formules 1.5 et 1.6.

Proposition 1.2.5 Une contraction simple ne peut avoir de valeurs propres situées sur le cercle
unité.
Preuve. Supposons le contraire. Il existe donc un vecteur non nul u 2 H et un complexe �,
véri�ant,

j�j = 1 et T (u) = �:u

On a alors,

0 � k�:u� T � (u)k2 = � �:u� T � (u) ; �:u� T � (u) �

= kuk2 � 2Re (� � u; T � (u) �) + kT � (u)k2

= kuk2 � 2Re (� � T (u) ; u �) + kT � (u)k2

= �kuk2 + kT � (u)k2 � 0

Par conséquent, �:u� T � (u) = 0 et donc, T � (u) = �:u.
Considérons maintenant le sous-espace Hu engendré par le vecteur u :

Hu = f�:u : � 2 Cg

C�est un sous-espace de dimension �nie (dim (Hu) = 1) ; donc fermé. De plus, il est invariant
pour T et T �. Finalement, pour tout � 2 C,8<: T �T (�:u) = T � ((��) :u) = ��T � (u) = ���:u = �:u

et
TT � (�:u) = T ((��) :u) = ��a:u = �:u

En d�autres termes, dans Hu, l�opérateur T induit un opérateur unitaire. Or ceci contredit
l�hypothèse que T est simple.

Proposition 1.2.6 Si l�une des deux conditions suivantes est véri�ée alors, la contraction T
est simple.

lim
n �! +1

T n (x) = 0 8x 2 H ou lim
n �! +1

T � n (x) = 0

Preuve. Dans le cas contraire, le sous-espace H0 (1.5), contiendrait au moins un vecteur non
nul a pour lequel seront véri�ées les conditions contradictoires suivantes :

lim
n �! +1

kTn (a)k = 0 et kTn (a)k = kak 8n

ou,
lim

n �! +1
kT � n (a)k = 0 et kT � n (a)k = kak 8n

Corollaire 1.2.7 Si kTk � 1 alors T est une contraction simple.
Preuve. En e¤et, dans ce cas,

lim
n �! +1

kTn (a)k � lim
n �! +1

kTnk kak � lim
n �! +1

kTkn kak = 0
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Dé�nition 1.2.8 Un opérateur T 2 B (H) est dit positif si,

� T (x) ; x � � 0 8x 2 H (1.7)

Theorème 1.2.9 Pour tout opérateur positif T , il existe un unique opérateur, noté T
1
2 (appelé

racine carrée de T ) et tel que : �
T

1
2

�2
= T

1
2 � T 1

2 = T (1.8)

De plus [11], il existe une suite (Pn)n de polynômes dans C [X] telle que :

T
1
2 = lim

n �! +1
Pn (T ) (convergence dans B (H)) (1.9)
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Chapitre 2

Noeuds unitaires

2.1 Dé�nition et propriétés

Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. On désigne par � :; : �i le produit scalaire dans
.Hi (i = 1; 2). Considérons l�espace de Hilbert :

H1 �H2 = fx = (x1; x2) : xi 2 Hig (2.1)

muni du produit scalaire :

� (x1; x2) ; (y1; y2) � = � x1; y1 �1 + � x2; y2 �2 (2.2)

Il est clair que H1 et H2 peuvent être regardés comme des sous-espaces orthogonaux de H1�H2
gràce aux identi�cations :

x 2 H1 7�! (x; 0) et y 2 H2 7�! (0; y) (2.3)

Dé�nition 2.1.1 Un noeud unitaire est un ensemble

� =

�
H; E; F;

�
T �
	 K

��
constitué d�espaces de Hilbert séparables H, E et F , d�opérateurs linéaires bornés T 2 L (H) =
B (H) ; � 2 L (E;H) ; 	 2 L (H;F ) ; K 2 L (E;F ) et véri�ant les relations :�

T � 	�

�� K�

� �
T �
	 K

�
=

�
IdH 0
0 IdE

�
(2.4)

et �
T �
	 K

� �
T � 	�

�� K�

�
=

�
IdH 0
0 IdF

�
(2.5)

La relation 2.4 signi�e que la matrice
�
T �
	 K

�
constitue une isométrie de H �E dans H �

F (U�U = IdH�E). Les relations 2.4 et 2.5 prises ensemble signi�ent que la matrice
�
T �
	 K

�
constitue un opérateur unitaire de H � E dans H � F (U�U = IdH�E et UU� = IdH�F ).
De plus, elles sont équivalentes aux relations :�

T �T +	�	 = IdH
TT � +��� = IdH

;

�
T ��+	�K = 0
T	� +�K� = 0

;

�
���+K�K = IdE
		� +KK� = IdF

(2.6)
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8 CHAPITRE 2. NOEUDS UNITAIRES

Remarque. L�opérateur T et l�espace H sont respectivement appelés opérateur principal et
espace intérieur du noeud unitaire �.
Notons que si � est un noeud unitaire alors son opérateur T est une contraction : (kTk � 1) :

En e¤et, 8x 2 H;

kxk2 � kT (x)k2 = � x; x � � � T (x) ; T (x) � = � (IdH � T �T ) (x) ; x �

= � 	�	(x) ; x � = � 	(x) ; 	(x) � � 0

Inversement, [4] pour toute contraction T dans un Hilbert H, il existe un noeud unitaire �,
dont l�opérateur principal et l�espace intérieur sont respectivement T et H (on dit dans ce cas,
qu�on a inclus la contraction T dans le noeud unitaire �). En e¤et, posons :(

E = (IdH � TT �)
1
2 H

F = (IdH � T �T )
1
2 H

;

(
� = (IdH � TT �)

1
2

	 = (IdH � T �T )
1
2

; K = �T �jE (2.7)

Il est clair que, �
IdH � T �T = 	�	
IdH � TT � = ���

et

�
IdE � ��� = K�K
IdF �		� = KK�

Par ailleurs, d�après le théorème 1.2.9, il existe deux suites (Pn)n et (Qn)n de polynômes dans
C [X] telle que :

(IdH � T �T )
1
2 = lim

n �! +1
Pn (IdH � T �T ) (convergence dans B (H))

et
(IdH � TT �)

1
2 = lim

n �! +1
Qn (IdH � TT �) (convergence dans B (H))

Par conséquent, des relations :8<: T � (IdH � TT �) = (IdH � T �T )T =) T �Qn = PnT
�

et
T (IdH � T �T ) = (IdH � TT �)T =) TPn = QnT

�
8n;

découle que,

T � (IdH � TT �)
1
2 = (IdH � T �T )

1
2 T � et T (IdH � T �T )

1
2 = (IdH � TT �)

1
2 T

Donc,

T ��+	�K = (IdH � T �T )
1
2 T � � (IdH � T �T )

1
2 T � = 0

et

T	� +�K� = (IdH � TT �)
1
2 T � (IdH � TT �)

1
2 T = 0

Remarque. L�opération d�inclusion d�une contraction dans un noeud unitaire n�est pas unique.
En e¤et, soit

� =

�
H; E; F;

�
T �
	 K

��
un noeud unitaire et soient eE et eF , deux espaces Hilbert séparables véri�ant : il existe un
opérateur unitaire A de eE dans E et un opérateur unitaire B de eF dans F . Alors, l�ensemble,

e� = �H; eE; eF ; U = � T �A
B�	 B�KA

��
est aussi un noeud unitaire.
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Proposition 2.1.2 Soit � =
�
H; E; F;

�
T �
	 K

��
un noeud unitaire. Posons,

H� = vect fT p� (x) ; T � q	� (y) : x 2 E; y 2 F; p; q 2 Ng (2.8)

Alors, H� est invariant pour T et T �. De plus, l"ensemble

�1 =

�
H�; E1 = �

� (H�) ; F1 = 	(H�) ; U1 =

�
T1 = TP� P��
	P� K

��
(2.9)

est un noeud unitaire (P� est l�orthoprojecteur de H sur H�).
Preuve. Montrons que H� est invariant pour T (son invariance se démontre de manière tout
à fait analogue). Il su¢ t pour cela de montrer que :

T (T p� (x)) 2 H� 8 (p; x) 2 N�E ; et T (T � q	� (y)) 2 H� 8 (q; y) 2 N�F (2.10)

La première appartenance dans 2.9 est triviale. Pour montrer la seconde appartenance, remar-
quons tout d�abord que,

� (x) 2 H� 8x 2 E

D�autre part,
q = 0 =) T (T � q	� (y)) = T	� (y) = ��K� (y) 2 H�

et

q 6= 0 =) T (T � q	� (y)) = TT � �T � q�1	� (y)
�
= T � q�1	� (y)����

�
T � q�1	� (y)

�
2 H�

Montrons maintenant que la formule 2.9, dé�nit un noeud unitaire. On a,

IdH�
� T �1 T1 = IdH�

� T �1 T1 = P� � P�T �TP� = P� (IdH � T �T )P� = P�	�	P�

De même,

H� invariant pour T et T � =) TP� = P�T et T �P� = P�T
�

Par conséquent,

(P��) (P��)
�
= P���

�P� = P� (IdH � TT �)P� = P� � P�TT �P�

= P� � (TP�) (P�T )� = IdH�
� T1T �1

De la même manière,8<: T �1 P��+ (	P�)
�
K = T �P� + P�	

�K = P�T
� + P�	

�K = P� (T
� +	�K) = 0

T1P�	
� + P��K

� = TP�	
� + P��K

� = P�T	
� + P��K

� = P� (T	
� +�K�) = 0

De plus, pour tout x 2 H�,

�� (x)�K�K�� (x) = �� (x) +K�	T � (x) = ��P� (x)� ��P�TT � (x) =

= ��P� (x)� ��P� (IdH � ���) (x) = ��P���� (x)

En d�autres termes,
Id��(H�) �K�K = (P��)

�
(P��)
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Finalement,

	(x)�KK�	(x) = 	 (x) +K��T (x) = 	P� (x)�	P�T �T (x)

= 	P� (x)�	P� (IdH �	�	) (x) = 	P�	�	(x)

En d�autres termes,
Id	(H�) �K�K = (	P�) (	P�)

�

Dé�nition 2.1.3 Le noeud unitaire � est dit simple si H� = H.

Proposition 2.1.4 Si la contraction T est simple alors, le noeud unitaire � est aussi simple.
Preuve. découle du fait que l�espace H1 (formule 1.6) est inclus dans l�espace H�.

2.2 Fonction caractéristique d�un noeud unitaire

Dé�nition 2.2.1 Etant donné un noeud unitaire

� =

�
H; E; F;

�
T �
	 K

��
;

on appelle fonction caractèristique de � la fonction S� dé�nie sur le disque unité ouvert par :

z 7�! S� (z) = K
� + z�� (IdH � zT �)�1	� jzj � 1 (2.11)

On a les propriétés suivantes [4] :

1. Pour tout z (jzj � 1), la fonction caractéristique dé�nit un opérateur borné de F dans
E.

2. S� (z) est holomorphe sur le disque unité. En d�autres termes, la fonction scalaire

F (a; b; z) � S� (z) (a) ; b � (jzj � 1)

est holomorphe pour tout couple �xé (a; b) 2 F � E.
3. Un calcul direct donne,

IdF�S�� (�)S� (�) = (1� ��)	 (IdH � �T �)
�1
(IdH � �T �)�1	�; j�j � 1; j�j � 1

(2.12)

4. Pour tout z (jzj � 1), kS� (�)k � 1.

Pour une connaissance plus approfondie des noeuds unitaires et leurs fonctions caracté-
ristiques, le lecteur peut consulter [4]. Cependant, nous retiendrons de cet article le résultat
fondamental suivant :

Theorème 2.2.2 Deux noeuds unitaires simples

�1 =

�
H1; E; F; U1 =

�
T1 �1
	1 K

��
et �2 =

�
H2; E; F; U2 =

�
T2 �2
	2 K

��
ont la même fonction caractéristique si et seulement si, ils sont unitairement équivalents. En
d�autres termes, il existe un opérateur unitaire A : H1 �! H2 tel que :

T1 = A
�1T2A; 	1 = 	2A; �1 = A

�1�2 (2.13)



Chapitre 3

Dilatations unitaires des
contractions

3.1 Introduction

Rappelons qu�étant donnée une contraction T dans un Hilbert séparable H, on appelle
dilatation de T tout opérateur linéaire V , dé�ni dans un espace de Hilbert eH, contenant H
comme sous-espace et véri�ant :

T n (h) = PHV
n (h) 8h 2 H; 8n = 0; 1; 2 :::; (3.1)

PH désigne l�orthoprojecteur de bH sur H. La dilatation est dite isométrique (respectivement,
unitaire) si l�opérateur V est isométrique (respectivement unitaire).
Comme déjà noté dans l�introduction, Julia G. ([6, 7, 8]) fut historiquement le premier à

établir que pour toute contraction dé�nie dans un espace H, il existe une isométrie V , dé�nie
un espace eH, contenant H comme sous-espace et véri�ant :

T (h) = PHV (h) 8h 2 H

Halmos P. R. ([5]), remarqua que V pouvait être choisi égal à un opérateur unitaire U . Nagy-
Béla S. ([10]) montra que l�opérateur unitaire U pouvait être choisi tel que la relation 3.1 soit
véri�ée. Dans ce chapitre, nous proposons la méthode des noeuds unitaires pour la construction
d�une dilatation unitaire.

3.2 Méthode des noeuds unitaires

Soient T une contraction dans H et

� =

�
H; E; F;

�
T �
	 K

��
un noeud unitaire dont l�opérarteur principal est T , c�est à dire que les relations suivantes sont

satisfaites :�
T �T +	�	 = IdH
TT � +��� = IdH

;

�
T ��+	�K = 0
T	� +�K� = 0

;

�
���+K�K = IdE
		� +KK� = IdF

11



12 CHAPITRE 3. DILATATIONS UNITAIRES DES CONTRACTIONS

Considérons l�ensemble :

l2 (E) =

(
x� = (:::; x�2; x�1) : x�k 2 E et

�1X
k = �1

kxkk2E � +1
)

(3.2)

On dé�nit la somme et la multiplication par un scalaire dans l2 (E) comme suit :

1. 8>><>>:
x
(1)
� =

�
:::; x

(1)
�2; x

(1)
�1

�
2 l2 (E)

et

x
(2)
� =

�
:::; x

(2)
�2; x

(2)
�1

�
2 l2 (E)

=) x
(1)
� + x

(2)
� =

�
:::; x

(1)
�2 + x

(2)
�2; x

(1)
�1 + x

(2)
�1

�

2.
x� = (:::; x�2; x�1) 2 l2 (E) et � 2 C =) �:x� = (:::; �:x�2; �:x�1)

On véri�e facilement que la somme ainsi dé�nie de deux éléments de l2 (E) est aussi un
élément de l2 (E). En e¤et, l�inégalité de Minkovski nous donne,

�1X
k = �1




x(1)k + x
(2)
k




2
E
�

0@ �1X
k = �1




x(1)k 


2
E

! 1
2

+

 �1X
k = �1




x(2)k 


2
E

! 1
2

1A2

� +1

De même, le produit par un scalaire de tout élément de l2 (E) est aussi un élément de l2 (E).

Remarque. On véri�e aussi que muni de ces deux opérations, l�ensemble l2 (E) est un espace
vectoriel complexe.
On dé�nit un produit scalaire dans l2 (E) en posant :8>><>>:
x
(1)
� =

�
:::; x

(1)
�2; x

(1)
�1

�
2 l2 (E)

et

x
(2)
� =

�
:::; x

(2)
�2; x

(2)
�1

�
2 l2 (E)

=) � x(1)� ; x
(2)
� �l2(E)=

�1X
k = �1

� x(1)k ; x
(2)
k �E (3.3)

La norme associée est donnée par la formule

x� = (:::; x�2; x�1) 2 l2 (E) =) kx�kl2(E) =
 �1X
k = �1

kxkk2E

! 1
2

Proposition 3.2.1
�
l2 (E) ; � :; : �l2(E)

�
est un espace de Hilbert.

Preuve. Il s�agit de montrer que toute suite de Cauchy pour la norme k:kl2(E) converge dans
l2 (E) au sens de cette même norme. Soit donc

�
a(n) =

�
:::; a

(n)
�2 ; a

(n)
�1

��
n
une suite de Cauchy.

On a donc,

8" � 0; 9N" 2 N : n � N" et m � N" =)



a(n) � a(m)


2

l2(E)
=

�1X
k = �1




a(n)k � a(m)k




2
E
� "

(3.4)
Par conséquent,

8" � 0; 9N" 2 N : n � N" et m � N" =)



a(n)k � a(m)k




2
E
� " (8k = �1;�2; :::) (3.5)



3.2. MÉTHODE DES NOEUDS UNITAIRES 13

La formule 3.5 signi�e que pour tout k = �1;�2; :::, la suite
�
a
(n)
k

�
n
est une suite de Cauchy

dans l�espace de Hilbert (donc complet) E. Autrement dit, pour tout k = �1;�2; :::, la suite�
a
(n)
k

�
n
admet une limite ak 2 E. En écriture mathématique,

8k = �1;�2; :::; 8" � 0; 9Nk; " 2 N : n � Nk; " =)



a(n)k � ak





E
� 2k"

Posons : a = (:::; a�2; a�1) alors, a 2 l2 (E). En e¤et,

�1X
k = �1

kakk2E �
�1X

k = �1




ak � a(Nk; ")
k




2
E
+

�1X
k = �1




a(Nk; ")
k




2
E

�
�1X

k = �1
2k"+

�1X
k = �1




a(Nk; ")
k




2
E
=

+1X
k = 1

"

2k
+

�1X
k = �1




a(Nk; ")
k




2
E

= "+
�1X

k = �1




a(Nk; ")
k




2
E
� +1 (car; a(Nk; ") =

�
:::; a

(Nk; ")
�2 ; a

(Nk; ")
�1

�
2 l2 (E)

Par ailleurs, en faisant tendre m vers l�in�ni dans la relation 3.4, on obtient :

8" � 0; 9N" 2 N : n � N" et m � N" =)



a(n) � a


2

l2(E)
=

�1X
k = �1




a(n)k � ak



2
E
� "

En d�autres termes,

lim
n �! +1

a(n) = a
�
au sens de la norme k:kl2(E)

�

Remarque. Il ressort du raisonnement ci-dessus que dans l�espace l2 (E),

lim
n �! +1

a(n) = a
�
au sens de k:kl2(E)

�
() lim

n �! +1
a
(n)
k = ak 8k (au sens de k:kE)

De plus, la séparabilité de l�espace E entraine celle de l�espace l2 (E).

Considérons maintenant l�espace

l2 (F ) =

(
x+ = (x1; x2; :::) : xk 2 F et

+1X
k = 1

kxkk2F � +1
)

Les opérations d�addition et de multaiplication par un scalaire dans l2 (F ) se dé�nissent de la
même manière que pour l�espace l2 (E). De plus, on peut munir l2 (F ) d0une structure d�espace
de Hilbert séparable en dé�nissant le produit scalaire comme suit :8>><>>:

x
(1)
+ =

�
x
(1)
1 ; x

(1)
2 ; ::::

�
2 l2 (F )

et

x
(2)
+ =

�
x
(2)
1 ; x

(2)
2 ; ::::

�
2 l2 (F )

=) � x(1)+ ; x
(2)
+ �l2(F )=

+ 1X
k = 1

� x(1)k ; x
(2)
k �F (3.6)

et la norme associée est donnée par la formule :

x+ = (x1; x2; :::) 2 l2 (F ) =) kx+kl2(F ) =
 

+1X
k = 1

kxkk2F

! 1
2
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L�espace de dilatation (noté eH) est l�espace :
eH =

8<:eh = (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) :
8<: x� = (:::; x�2; x�1) 2 l2 (E)

h 2 H
x+ = (x1; x2; :::) 2 l2 (F )

9=; (3.7)

(ici, l�élément sousligné désigne la composante dans H du vecteur eh 2 eH ).

Le produit scalaire de deux éléments eh1 = �
:::; x

(1)
�2; x

(1)
�1; h1; x

(1)
1 ; x

(1)
2 ; :::

�
et eh2 =�

:::; x
(2)
�2; x

(2)
�1; h2; x

(2)
1 ; x

(2)
2 ; :::

�
de eH est donné par :

� eh1; eh2 � eH =
�1X

k = �1
� x(1)k ; x

(2)
k �E + � h1; h2 �H +

+ 1X
k = 1

� x(1)k ; x
(2)
k �F (3.8)

Proposition 3.2.2 L�espace
� eH; � :; : �� est un Hilbert séparable.

Preuve. La somme orthogonale l2 (E)�H � l2 (F ) peut être muni de manière naturelle d�une
structure d�espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire :

� x(1)� �h1�x(1)+ ; x
(2)
� �h2�x(2)+ � = � x(1)� ; x

(2)
� �l2(E) + � h1; h2 �H + � x(1)+ ; x

(2)
+ �l2(F )

D�autre part, l�application J , dé�nie de la somme orthogonale l2 (E)�H� l2 (F ) dans eH par :8<: x� = (:::; x�2; x�1)
h 2 H

x+ = (x1; x2; :::)
=) J (x� � h� x+) = (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::)

est un isomorphisme isométrique (conserve le produit scalaire). Par conséquent, eH = J
�
l2 (E)�H � l2 (F )

�
est aussi un espace séparable.

Remarque. Les applications :

JE : l2 (E) �! eH; J (x� = (:::; x�2; x�1)) = x� = (:::; x�2; x�1; 0; 0; 0; :::)

JH : H �! eH; J (h) = (:::; 0; 0; h; 0; 0; :::)
JF : l2 (F ) �! eH; J (x+ = (x1; x2; :::)) = (:::; 0; 0; 0; x1; x2; :::)

sont des isométries. Cela permet les identi�cations :

l2 (E) 3 x� = (:::; x�2; x�1) = (:::; x�2; x�1; 0; 0; 0; :::) 2 eH (3.9)

H 3 h = (:::; 0; 0; h; 0; 0; :::) 2 eH (3.10)

l2 (F ) 3 x+ = (x1; x2; :::) = (:::; 0; 0; 0; x1; x2; :::) 2 eH
En particulier, l�espace H peut être regardé comme un sous -espace de eH.
Considérons maintenant l�opérateur U dé�nit de eH dans eH par :

U (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) =
�
:::; x�2; T (h) + � (x�1); 	(h) +K (x�1) ; x1; :::

�
(3.11)

Theorème 3.2.3 L�opérateur U est une dilatation unitaire de T .
Preuve.
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1. Commençons tout d�abord par calculer l�opérateur adjoint U�. Pour tous

(:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) et
�
:::; x0�2; x

0
�1; h

0; x01; x
0
2; :::

�

dans l�espace eH,

� U (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) ;
�
:::; x0�2; x

0
�1; h

0; x01; x
0
2; :::

�
� eH

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � T (h) + � (x�1) ; h0 �H +

� 	(h) +K (x�1) ; x
0
1 �F +

+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

=

�1X
k = �1

� xk�1; x0k �E + � T (h) ; h0 �H + � � (x�1) ; h0 �H +

� 	(h) ; x01 �F + � K (x�1) ; x01 �F +
+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � h; T � (h0) �H + � x�1; �� (h0) �E +

� h; 	� (x01) �H + � x�1; K� (x01) �E +
+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � x�1; �� (h0) +K� (x01) �E +

� h; T � (h0) + 	� (x01) �H +
+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

= � (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) ;
�
:::; x0�1; �

� (h0) +K� (x01) ; T
� (h0) + 	� (x01); x

0
2; :::

�
� eH

Commençons tout d�abord par calculer l�opérateur adjoint U�. Pour tous

(:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) et
�
:::; x0�2; x

0
�1; h

0; x01; x
0
2; :::

�
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dans l�espace eH,
� U (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) ;

�
:::; x0�2; x

0
�1; h

0; x01; x
0
2; :::

�
� eH

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � T (h) + � (x�1) ; h0 �H +

� 	(h) +K (x�1) ; x
0
1 �F +

+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � T (h) ; h0 �H + � � (x�1) ; h0 �H +

� 	(h) ; x01 �F + � K (x�1) ; x01 �F +
+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � h; T � (h0) �H + � x�1; �� (h0) �E +

� h; 	� (x01) �H + � x�1; K� (x01) �E +
+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

=
�1X

k = �1
� xk�1; x0k �E + � x�1; �� (h0) +K� (x01) �E +

� h; T � (h0) + 	� (x01) �H +
+ 1X
k = 2

� xk; x0k �F

= � (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) ;
�
:::; x0�1; �

� (h0) +K� (x01) ; T
� (h0) + 	� (x01); x

0
2; :::

�
� eH

Par conséquent,

U� (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) =
�
:::; x�1; �

� (h) +K� (x1) ; T
� (h) + 	� (x1); x2; :::

�
(3.12)

2. Montrons que l�opérateur U est unitaire :

U�U = UU� = Id eH
On a,

U�U (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) = U�
�
:::; x�2; T (h) + � (x�1); 	(h) +K (x�1) ; x1; :::

�

=

0@ :::; x�2; �
� (T (h) + � (x�1)) +K

� (	 (h) +K (x�1)) ;

T � (T (h) + � (x�1)) + 	
� (	 (h) +K (x�1)); x1; :::

1A

=

0@ :::; x�2; �
� (T (h) + � (x�1)) +K

� (	 (h) +K (x�1)) ;

T � (T (h) + � (x�1)) + 	
� (	 (h) +K (x�1)); x1; :::

1A

=

0@ :::; x�2; (�
�T (h) +K�	(h)) + (K�K (x�1) + �

�� (x�1)) ;

(T �T (h) + 	�	(h)) + (T �� (x�1) + 	
�K (x�1)); x1; :::

1A
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Les relations noeudales 2.6 nous donnent,8>>>>>>>><>>>>>>>>:

T �T (h) + 	�	(h) = (T �T +	�	) (h) = IdH (h) = h

K�K (x�1) + �
�� (x�1) = (K

�K +���) (x�1) = IdE (x�1) = x�1

��T (h) +K�	(h) = (��T +K�	) (h) = 0

T �� (x�1) + 	
�K (x�1) = (T

��+	�K) (x�1) = 0

Par conséquent,

U�U (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) = (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::)

c�est à dire que U�U = Id eH .
De la manière,

UU� (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) = U
�
:::; x�1; �

� (h) +K� (x1) ; T
� (h) + 	� (x1); x2; :::

�

=

0@ :::; x�1; T (T
� (h) + 	� (x1)) + � (�

� (h) +K� (x1));

	(T � (h) + 	� (x1)) +K ( �
� (h) +K� (x1)) ; x2; :::

1A

=

0@ :::; x�1; TT
� (h) + T	� (x1) + ��

� (h) + �K� (x1);

	T � (h) + 		� (x1) +K �� (h) +KK� (x1) ; x2; :::

1A

=

0@ :::; x�1; TT
� (h) + +��� (h) + T	� (x1) + �K

� (x1);

	T � (h) +K �� (h) + 		� (x1) +KK
� (x1) ; x2; :::

1A
Les relations noeudales 2.6 nous donnent,8>>>>>>>><>>>>>>>>:

TT � (h) + +��� (h) = (TT � +���) (h) = IdH (h) = h

		� (x1) +KK
� (x1) = (		

� +KK�) (x1) = IdF (x1) = x1

	T � (h) +K �� (h) = (	T � +K ��) (h) = 0

T	� (x1) + �K
� (x1) = (T	

� +�K�) (x1) = 0

Par conséquent,

UU� (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::) = (:::; x�2; x�1; h; x1; x2; :::)

c�est à dire que UU� = Id eH .
3. Soit PH l�orthoprojecteur de eH sur H. En utilisant l�identi�cation de l�élément h 2 H
avec l�élémént (::: ; 0; h; 0; :::) 2 eH et la relation évidente,

8n 2 N; 8h 2 H : Un (:::; 0; h; 0; :::) =
�
:::; 0; Tn (h); 0; :::

�
on obtient que 8n 2 N et 8h 2 H,

PHU
n (h) = PHU

n (:::; 0; h; 0; :::) = PH

�
:::; 0; Tn (h); 0; :::

�
= Tn (h)

ce qui sign�e bien que U est une dilatation unitaire de la contraction T .
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Chapitre 4

Etude d�un exemple concret

4.1 Etude de l�opérateur principal

Considérons dans l�espace complexe L2[0; l] (�1 � l � +1) l�opérateur

Tf (x) = ei�(x)f (x)� 2ei�(x)+x
lZ

x

e �tf (t) dt ; 8f 2 L2[0; l] (4.1)

où, � est une fonction dé�nie sur l�intervalle [0; 1].

Proposition 4.1.1 L�opérateur T est bien dé�ni et borné.
Preuve. Dire que T est bien dé�ni, signi�e que pour tout f 2 L2[0; l], la fonction g = T (f) est
aussi un élément de L2[0; l]. Dé�nissons dans L

2
[0; l] les opérateurs :

Af (x) = ei�(x)f (x) ; Bf (x) = 2ex
lZ

x

e �tf (t) dt

Il est clair que

T = A (I �B)

Il su¢ t donc de prouver que les opérateurs A et B sont bien dé�nis et bornés. On a,

8f 2 L2[0; l] :
lZ
0

jAf (x)j2 dx =
lZ
0

jf (x)j2 dx = kfk2

L�opérateur A est donc bien dé�ni, borné et kAk = 1.
D�autre part, pour tout f 2 L2[0; l],

lZ
0

jBf (x)j2 dx =

lZ
0

������2ex
lZ

x

e �tf (t) dt

������
2

dx � 4
lZ
0

e2x

0@ lZ
x

��e �tf (t)�� dt
1A2

� 4e2l
lZ
0

0@ lZ
0

��e �tf (t)�� dt
1A2

19
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L�inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne,

0@ lZ
0

��e �tf (t)�� dt
1A2

�

0B@
0@ lZ
0

e �2tdt

1A
1
2
0@ lZ
0

jf (t)j2 dt

1A
1
2

1CA
2

=
1� e �2l

2
kfk2

Par conséquent,

kB (f)k2 =
lZ
0

jBf (x)j2 dx � 2
�
e2l � 1

�
kfk2

Cette dernière inégalité, signi�e que l�opérateur B est bien dé�ni, borné et kBk �
p
2 (e2l � 1).

Proposition 4.1.2 L�opérateur A� est dé�ni dans L2[0; l] par la formule :

T �f (x) = e�i�(x)f (x)� 2e�x
xZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt ; 8f 2 L2[0; l] (4.2)

Preuve. Pour tous f; g 2 L2[0; l],

� T (g) ; f � =

lZ
0

0@ei�(x)g (x)� 2ei�(x)+x lZ
x

e �tg (t) dt

1A f (x)dx (4.3)

=

lZ
0

ei�(x)g (x) f (x)dx� 2
lZ
0

ei�(x)+x
lZ

x

e �tg (t) dtf (x)dx

On a :

lZ
0

ei�(x)g (x) f (x)dx =

lZ
0

g (x) :e�i�(x)f (x)dx (4.4)

D�autre part,

lZ
0

ei�(x)+x
lZ

x

e �tg (t) dtf (x)dx =

lZ
0

lZ
x

ei�(x)+xe �tg (t) f (x)dtdx (4.5)

=

lZ
0

e �tg (t)

tZ
0

ei�(x)+xf (x)dxdt

=

lZ
0

e �xg (x)

xZ
0

e�i�(t)+tf (t)dtdx (4.6)
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En reportant 4.4 et 4.6 dans 4.3, on obtient :

� g; T � (f) � = � T (g) ; f � =

lZ
0

g (x) :e�i�(x)f (x)dx� 2
lZ
0

e �xg (x)

xZ
0

e�i�(t)+tf (t)dtdx

=

lZ
0

g (x)

0@e�i�(x)f (x)� 2e �x xZ
0

e�i�(t)+tf (t)dt

1A dx
=

lZ
0

g (x)

0@e�i�(x)f (x)� 2e �x xZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt

1Adx
D�où, le résultat recherché.

Proposition 4.1.3 On a les identités suivantes :

(I � T �T ) f (x) = 2e �x
lZ
0

e �tf (t) dt 8f 2 L2[0; l] (4.7)

et

(I � TT �) f (x) = 2ei�(x)+x�2l
lZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt 8f 2 L2[0; l] (4.8)

Preuve. On sait déjà que
T = A (I �B) = A�AB

où,

Af (x) = ei�(x)f (x) et Bf (x) = 2ex
lZ

x

e�tf (t) dt 8f 2 L2[0; l]

De plus, un calcul direct nous donne :

A�f (x) = e�i�(x)f (x) et B�f (x) = 2e�x
xZ
0

etf (t) dt 8f 2 L2[0; l]

De la relation,
A�A = AA� = I; (4.9)

découle que
I � T �T = (A� �B�A�) (A�AB) = B +B� �B�B (4.10)

I � TT � = (A�AB) (A� �B�A�) = A (B +B� �BB�)A� (4.11)

D�autre part, pour tout f 2 L2[0; l],

B�Bf (x) = 2e�x
xZ
0

et (Bf (t)) dt = 2e�x
xZ
0

et

0@2et lZ
t

e�sf (s) ds

1A dt
= 2e�x

xZ
0

0@2e2t lZ
t

e�sf (s) ds

1A dt
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Une intègration par parties donne,

xZ
0

0@2e2t lZ
t

e�sf (s) ds

1A dt =

24e2t lZ
t

e�sf (s) ds

35x
0

+

xZ
0

etf (t) dt

= e2x
lZ

x

e�tf (t) dt�
lZ
0

e�tf (t) dt+

xZ
0

etf (t) dt

D�où,

B�Bf (x) = 2ex
lZ

x

e�tf (t) dt� 2e�x
lZ
0

e�tf (t) dt+ 2e�x
xZ
0

etf (t) dt

= Bf (x) +B�f (x)� 2e�x
lZ
0

e�tf (t) dt

Soit �nalement,

(I � T �T ) f (x) = 2e�x
lZ
0

e�tf (t) dt

De la même manière, on obtient :

BB�f (x) = 2ex
lZ

x

e�t (B�f (t)) dt = 2ex
lZ

x

e�t

0@2e�t tZ
0

esf (s) ds

1A dt
= 2ex

lZ
x

0@2e�2t tZ
0

esf (s) ds

1A dt
En intègrant par parties, on obtient :

lZ
x

0@2e�2t tZ
0

esf (s) ds

1A dt =

24�e�2t tZ
0

esf (s) ds

35l
x

+

lZ
x

e�tf (t) dt

= e�2x
xZ
0

etf (t) dt� e�2l
lZ
0

etf (t) dt+

lZ
x

e�tf (t) dt

D�où,

BB�f (x) = 2e�x
xZ
0

etf (t) dt� 2ex�2l
lZ
0

etf (t) dt+ 2ex
lZ

x

e�tf (t) dt

= B�f (x) +Bf (x)� 2ex�2l
lZ
0

etf (t) dt

D�où, en utilisant la relation 4.12,

(I � TT �) f (x) = 2ei�(x)+x�2l
lZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt
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Corollaire 4.1.4 L�opérateur T est une contraction dans L2[0; l].
Preuve. Découle du fait que pour tout f 2 L2[0; l],

kfk2 � kT (f)k2 = � (I � T 2 T ) f; f � =

lZ
0

0@2e �x lZ
0

e �tf (t) dt

1A f (x)dx
= 2

0@ lZ
0

e �tf (t) dt

1A0@ lZ
0

e �xf(x)dx

1A

= 2

������
lZ
0

e �tf (t) dt

������
2

� 0

Theorème 4.1.5 Le spectre � (T ) de l�opérateur T est consitué uniquement de sa partie
continue. De plus,

� (T ) =
n
� = ei�(x) : x 2 [0; l]

o
Preuve.
1. Nous allons commencer par montrer que si � 6= ei�(x) 8x 2 [0; l] alors, l�opérateur
(T � �I)�1 existe sur tout L2[0; l] et est borné. D�après le théorème de Banach sur l�iso-
morphisme, il su¢ t de prouver que l�opérateur T ��I dé�nit une bijection de L2[0; l] dans
lui même. Ceci à son tour revient à prouver que pour tout g 2 L2[0; l], il existe une seule
fonction f 2 L2[0; l] telle que (T � �I) f = g. On a,

(T � �I) f = g ()
�
ei�(x) � �

�
f (x)� 2ei�(x)+x

lZ
x

e �tf (t) dt = g (x) 8x 2 [0; l]

() f (x) =
g (x)

ei�(x) � � + 2
ei�(x)+x

ei�(x) � �

lZ
x

e �tf (t) dt (4.12)

Posons :

F (x) =

lZ
x

e �tf (t) dt (4.13)

La relation 4.12 conduit alors au problème di¤érentiel,8>><>>:
F 0 (x) = �2 ei�(x)

ei�(x) � �F (x)�
e�x

ei�(x) � �g (x)

F (l) = 0

(4.14)

La solution du problème 4.14 est de la forme :

F (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:
lZ

x

e�t

ei�(t) � �g (t) :e

lZ
t

�2ei�(s)
ei�(s) � � ds

dt

9>>>>>>>=>>>>>>>;
:e

lZ
x

2ei�(t)

ei�(t) � � dt

(4.15)
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D�où, en utilisant 4.12,

f (x) =
g (x)

ei�(x) � �+2
ei�(x)+x

ei�(x) � �

8>>>>>>><>>>>>>>:
lZ

x

e�t

ei�(t) � �g (t) :e

lZ
t

�2ei�(s)
ei�(s) � � ds

dt

9>>>>>>>=>>>>>>>;
:e

lZ
x

2ei�(t)

ei�(t) � � dt

(4.16)
La formule 4.15 montre que la fonction f est dé�nie de manière unique par g pour tout,

� =2
n
� = ei�(x) : x 2 [0; l]

o
En d�autres termes,

� (T ) =
n
� = ei�(x) : x 2 [0; l]

o
2. Montrons maintenant que le spectre de T ne contient aucune valeur propre. Supposons le
contraire il existe donc un complexe � et fonction non presque partout nulle f 2 L2[0; l]
tels que :

�
ei�(x) � �

�
f (x)� 2ei�(x)+x

lZ
x

e �tf (t) dt = 0 ; 8x 2 [0; l] (4.17)

Or,

� 2 � (T ) =
n
� = ei�(x) : x 2 [0; l]

o
=) � = ei�(a); a 2 [0; l]

Par conséquent,

�
ei�(x) � ei�(a)

�
f (x)� 2ei�(x)+x

lZ
x

e �tf (t) dt = 0 ; 8x 6= a

En reprenant le même raisonnement précédent et posant dans la formule 4.16 g (x) = 0
pour x 6= a, on obtient que f (x) = 0 pour tout x 6= a. En d�autres termes, la fonction f
est presque partout nulle, ce qui est en contradction avec les hypothèses faites sur f .

3. Un raisonnement analogue permet de prouver que l�opérateur T � n�admet aucune valeur
propre. En d�autres termes, � (T ) = �r�es (T ) = ?.

4.2 Construction du noeud unitaire associé

Posons,
g (x) =

p
2e�x et h (x) =

p
2ei�(x)+x�l (4.18)

il est clair qu�on a alors,

(I � T �T ) f = � f; g � g et (I � TT �) f = � f; h � h 8f 2 L2[0; l] (4.19)

Considérons maintenant les opérateurs :

� : C �! L2[0; l]; � (z) = z:h 8z 2 C (4.20)

	 : L2[0; l] �! C; 	 (f) = � f; g � 8f 2 L2[0; l] (4.21)
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K : C �! C; K (z) = �z:e�l 8z 2 C (4.22)

Un calcul direct permet de véri�er que,

�� : L2[0; l] �! C; �� (f) = � f; h � 8f 2 L2[0; l] (4.23)

	� : C �! L2[0; l]; 	� (z) = z:g 8z 2 C (4.24)

K� : C �! C; K (z) = �z:e�l 8z 2 C (4.25)

Theorème 4.2.1 L�ensemble � =
�
H; C; C;

�
T �
	 K

��
est un noeud unitaire.

Preuve. On a, pour tout f 2 L2[0; l]

	�	(f) = 	� (� f; g �) = � f; g � :g = (I � T �T ) f;

��� (f) = � (� f; h �) = � f; h � :h = (I � TT �) f

D�autre part, pour tout z 2 C,

��� (z) +K�K (z) = z:�� (h) + z:e�2l = z: � h; h � + z:e�2l

= 2z

lZ
0

e2x�2ldx+ z:e�2l = z:e�2l

0@2 lZ
0

e2xdx+ 1

1A = z

		� (z) +KK� (z) = z:	(g) + z:e�2l = z: � g; g � + z:e�2l

= 2z

lZ
0

e�2xdx+ z:e�2l = z

0@2 lZ
0

e�2xdx+ e�2l

1A = z

(T �� (z) + 	�K (z)) (x) = z:T � (h) (x)� e�l	� (z) (x)

= z:
p
2

0@ex�l � 2e�x xZ
0

e2t�ldt

1A� ze�l:g (x)
= z:

p
2e�l

0@ex � 2e�x xZ
0

e2tdt� e�x
1A

= z:
p
2e�l

�
ex � e�x

�
e2x � 1

�
� e�x

�
= 0

(T	� (z) + �K� (z)) (x) = zT (g) (x)� z:e�l:h (x)

= z:
p
2ei�(x)

0@e�x � 2ex lZ
x

e�2tdt� e�2l+x
1A

= z:
p
2ei�(x)

�
e�x + ex

�
e�2l � e�2x

�
� e�2l+x

�
= 0

Toutes les conditions d�un noeud unitaire sont donc véri�ées.
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Passons maintenant au calcul de la fonction catactéristique du noeud �. Pour tout
complexe � (j�j � 1),

S� (�) : C �! C; z 7�! S� (�) (z) = S� (�; z)

La linéarité de S� (z; �) par rapport à � nous donne :

S� (�; z) = z:s� (�) avec s� (�) = S� (�; 1) (4.26)

Tout revient donc à calculer S� (�; 1). D�après la formule 2.11,

S� (�; 1) = K� (1) + ��� (IdH � �T �)�1	� (1)

= �e�l + ��� (IdH � �T �)�1 (g) = �e�l + � � (IdH � �T �)�1 (g) ; h �

D�autre part,

(IdH � �T �)�1 (g) = f () g = (IdH � �T �) (f)

D�où,

p
2e�x =

�
1� �e�i�(x)

�
f (x) + 2�e�x

xZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt 8x 2 [0; l]

ou sous forme équivalente,

f (x) = e�x

8<:
p
2e+i�(x)�

ei�(x) � �
� � 2�e+i�(x)�

ei�(x) � �
� xZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt

9=; 8x 2 [0; l] (4.27)

Comme précédemment, en posant

F (x) =

xZ
0

e�i�(t)+tf (t) dt 8x 2 [0; l] ;

on obtient le problème di¤érentiel,

8>><>>:
F 0 (x) +

2��
ei�(x) � �

�F (x) = p
2�

ei�(x) � �
�

F (0) = 0

(4.28)
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La solution solution de 4.28 est de la forme (pour � 6= 0) :

F (x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:
xZ
0

p
2

ei�(t) � �:e

tZ
0

2�

ei�(s) � � ds

dt

9>>>>>>>=>>>>>>>;
:e

�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

=

p
2

2�

8>>>>>>><>>>>>>>:
xZ
0

2�

ei�(t) � �:e

tZ
0

2�

ei�(s) � � ds

dt

9>>>>>>>=>>>>>>>;
:e

�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

=

p
2

2�

8>>>>>><>>>>>>:
e

xZ
0

2�

ei�(s) � � ds

� 1

9>>>>>>=>>>>>>;
:e

�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

=

p
2

2�

0BBBBBB@1� e
�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

1CCCCCCA
D�où,

f (x) =

p
2e+i�(x)�x�
ei�(x) � �

� �p2e+i�(x)�x�
ei�(x) � �

�
0BBBBBB@1� e

�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

1CCCCCCA =

p
2e+i�(x)�x�
ei�(x) � �

� :e
�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

(4.29)

Par conséquent,

��� (IdH � �T �)�1 (g) = �� (f) = � � f; h �

= �

lZ
0

p
2e+i�(x)�x�
ei�(x) � �

� :e
�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

p
2e�i�(x)+x�ldx

= e�l
lZ
0

2��
ei�(x) � �

� :e
�

xZ
0

2�

ei�(t) � � dt

dx

= e�l

8>>>>>>><>>>>>>>:
1� e

�

lZ
0

2�

ei�(t) � � dt

9>>>>>>>=>>>>>>>;
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D�où,

S� (�; 1) = �e�l + � � (IdH � �T �)�1 (g) ; h � = �e�le

�

lZ
0

2�

ei�(t) � � dt

En remarquant que

2�

ei�(t) � � = �1 +
ei�(t) + �

ei�(t) � �;

On obtient �nalement,

S� (�; 1) = �e

�

lZ
0

ei�(t) + �

ei�(t) � � dt

(4.30)

Remarques.

1. Il est clair que le résultat obtenu est vrai même pour � = 0.

2. La fonction caractéristique s�exprime uniquement à l�aide du spectre de l�opérateur prin-
cipal T .

4.3 Construction de la dilatation unitaire

Dans notre cas, l�espace de dilatation eH (T; �) est dé�ni comme suit :

ef = �:::; a�2; a�1; f ; a1; a2; :::� 2 eH (T; �)()

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(a�k)k �1 � C et

+1X
k = 1

ja�kj2 � +1

f 2 L2[0; l]

(ak)k �1 � C et
+1X
k = 1

jakj2 � +1

(4.31)
Le produit scalaire dans eH (T; �) est donné par la formule : Si ef = �::; a�2; a�1; f ; a1; a2; ::�
et ef 0 = �::; a0�2; a0�1; f 0; a01; a

0
2; ::
�
alors,

� ef; ef 0 � = +1X
k = 1

a�ka0�k +

lZ
0

f (x) f 0 (x)dx +
+1X
k = 1

aka0k (4.32)

Les éléments f de L2[0; l] s�identi�ent aux éléments
ef = �:::; 0; 0; f ; 0; 0; :::� de eH (T; �).

La dilatation unitaire UT est donné par la relation :

UT
�
:::; a�2; a�1; f ; a1; a2; :::

�
=
�
:::; a0�2; a

0
�1; F ; a

0
1; a

0

2; :::
�

(4.33)
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où, 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

a0�k = a�k�1 k � 1

F (x) = Tf (x) +
p
2a�1e

i�(x)+x�l 8x 2 [0; l]

a01 =
p
2

lZ
0

e�xf (x) dx� a�1e�l

a0k = ak�1 k � 2

; (4.34)

En utilisant les fonctions

g (x) =
p
2e�x et h (x) =

p
2ei�(x)+x�l 8x 2 [0; l] ;

les formules 4.33 et 4.34, peuvent être réécrites sous la forme condensée :

UT
�
:::; a�2; a�1; f ; a1; a2; :::

�
=
�
:::; a�2; T (f) + a�1:h; � f; g � �a�1e�l; a1; :::

�
(4.35)

4.4 Ecriture matricielle de la dilatation unitaire

Considèrons maintenant les opérateurs :

S� : l
2 (E) �! l2 (E) ; S� (:::; a�2; a�1) = (:::; a�3; a�2) (4.36)

S+ : l
2 (F ) �! l2 (F ) ; S+ (a1; a2; :::) = (0; a1; a2; :::) (4.37)

�� : l
2 (E) �! H; �� (:::; a�2; a�1) = � (a�1) (4.38)

	+ : H �! l2 (F ) ; 	+ (f) = (	 (f) ; 0; :::) (4.39)

K� : l
2 (E) �! l2 (F ) ; K� (:::; a�2; a�1) = (K (a�1) ; 0; 0; ::::) (4.40)

Theorème 4.4.1 La matrice :

A =

24 S� 0 0
�� T 0
K� 	+ S+

35 (4.41)

dé�nit un opérateur unitaire de l2 (E)�H � l2 (F ) dans l2 (E)�H � l2 (F ).
Preuve. Un calcul direct permet de véri�er que :

S�� : l
2 (E) �! l2 (E) ; S�� (:::; a�2; a�1) = (:::; a�2; a�1; 0) (4.42)

S�+ : l
2 (F ) �! l2 (F ) ; S�+ (a1; a2; :::) = ( a2; a3; :::) (4.43)
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��� : H �! l2 (E) ; ��� (f) = (:::; 0; �
� (f)) (4.44)

	�+ : l
2 (F ) �! H; 	�+ (a1; a2; :::) = 	

� (a1) (4.45)

K�
� : l

2 (F ) �! l2 (E) ; K�
� (a1; a2; :::) = (:::; 0; K

� (a1)) (4.46)

Par conséquent,

A�A =

24 S�� ��� K�
�

0 T � 	�+
0 0 S�+

3524 S� 0 0
�� T 0
K� 	+ S+

35

=

24 S��S� +�
�
��� +K

�
�K� ���T +K

�
�	+ K�

�S+
T ��� +	

�
+K� T �T +	�+	+ 	�+S+

S�+K� S�+	+ S�+S+

35
Par ailleurs,

(:::; a�2; a�1) 2 l2 (E) =)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

S��S� (:::; a�2; a�1) = (:::; a�2; 0)�
����� +K

�
�K�

�
(:::; a�2; a�1) = (:::; 0; a�1)�

T ��� +	
�
+K�

�
(:::; a�2; a�1) = T

�� (a�1) + 	
�K (a�1) = 0

S�+K� (:::; a�2; a�1) = S
�
+ (K (a�1) ; 0; :::) = (0; 0; :::)

;

(4.47)

f 2 H =)

8>>>><>>>>:

�
���T +K

�
�	+

�
(f) = (:::; 0; ��T (f) +K�	(f)) = (:::; 0; 0)�

T �T +	�+	+
�
(f) = T �T (f) + 	�	(f) = f

S�+	+ (f) = S
�
+ (	 (f) ; 0; 0; :::) = ( 0; 0; :::)

(4.48)

(a1; a2; :::) 2 l2 (F ) =)

8>>>><>>>>:
K�
�S+ (a1; a2; :::) = K

�
� (0; a1; a2; :::) = (:::; 0 ; 0)

	�+S+ (a1; a2; :::) = 	
�
+ (0; a1; a2; :::) = 	

� (0) = 0

S�+S+ (a1; a2; :::) = S
�
+ (0; a1; a2; :::) = (a1; a2; :::)

(4.49)

Les formules 4.47, 4.48 et 4.49 permettent de conclure que

A�A =

24 Idl2(E) 0 0
0 IdH 0
0 0 Idl2(F )

35 = Idl2(E)�H�l2(F ) (4.50)

De manière tout à fait analogue, les relations

AA� =

24 S�S
�
� S��

�
� S�K

�
�

��S
�
� ���

�
� + TT

� ��K
�
� + T	

�
+

K�S
�
� K��

�
� +	+T

� K�K
�
� +	+	

�
+ + S+S

�
+

35 ; (4.51)
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(:::; a�2; a�1) 2 l2 (E) =)

8>>>><>>>>:
S�S

�
� (:::; a�2; a�1) = S� (:::; a�2; a�1; 0) = (:::; a�2; a�1)

��S
�
� (:::; a�2; a�1) = �� (:::; a�2; a�1; 0) = 0

K�S
�
� (:::; a�2; a�1) = (:::; a�2; a�1; 0) = (0; 0; :::)

(4.52)

f 2 H =)

8>>>><>>>>:
S��

�
� (f) = S� (:::; 0; 0; �

� (f)) = (:::; 0; 0)�
���

�
� + TT

�� (f) = ��� (f) + TT � (f) = f�
K��

�
� +	+T

�� (f) = K�� (f) + 	T � (f) = 0
(4.53)

(a1; a2; :::) 2 l2 (F ) =)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

S�K
�
� (a1; a2; :::) = S� (:::; 0; 0; K

� (a1)) = (:::; 0; 0)�
��K

�
� + T	

�
+

�
(a1; a2; :::) = �K

� (a1) + T	
� (a1) = 0�

K�K
�
� +	+	

�
+

�
(a1; a2; :::) = KK

� (a1) + 		
� (a1) = a1

S+S
�
+ (a1; a2; :::) = (0; a2; a3; :::)

(4.54)
permettent d�a¢ rmer que

AA� =

24 Idl2(E) 0 0
0 IdH 0
0 0 Idl2(F )

35 = Idl2(E)�H�l2(F ) (4.55)

24 S� 0 0
�� T 0
K� 	+ S+

3524 (:::; a�2; a�1)
f

(a1; a2; :::)

35 =
24 (:::; a�2)

� (a�1) + T (f)
(K (a�1) ; 0; 0) + (	 (f) ; 0; ::) + (0; a1; 0; ::)

35
Theorème 4.4.2 La matrice A est l�écriture matricielle de la dilatation UT suivant la décom-
posiotion l2 (E)�H � l2 (F ) de l�espace eH (T; �).
Preuve. Si ef = �

:::; a�2; a�1; f ; a1; a2; :::
�
2 eH (T; �) alors, suivant la décomposition

l2 (E)�H � l2 (F ) de l�espace eH (T; �), il s�écrit sous la forme :
ef = (:::; a�2; a�1)� f � (a1; a2; :::)

De même l�élément,

UT

� ef� = (:::; a�2)� � T (f) + a�1:h�� �
� f; g � �a�1e�l; a1; :::

�
Il faut montrer que,24 (:::; a�3; a�2)

T (f) + a�1:h�
� f; g � �a�1e�l; a1; :::

�
35 = A

24 (:::; a�2; a�1)
f

(a1; a2; :::)

35
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On a,

A

24 (:::; a�2; a�1)
f

(a1; a2; :::)

35 =

24 S� 0 0
�� T 0
K� 	+ S+

3524 (:::; a�2; a�1)
f

(a1; a2; :::)

35
=

24 S� (:::; a�2; a�1)
�� (:::; a�2; a�1) + T (f)

K� (:::; a�2; a�1) + 	+ (f) + S+ (a1; a2; :::)

35
=

24 (:::; a�3; a�2)
� (a�1) + T (f)

(K (a�1) ; 0; :::) + (	 (f) ; 0; :::) + (0; a1; a2; :::)

35
=

24 (:::; a�3; a�2)
a�1:h+ T (f)

(K (a�1) + 	 (f) ; a1; a2; :::)

35 =
24 (:::; a�3; a�2)

a�1:h+ T (f)�
�a�1e�l+ � f; g �; a1; a2; :::

�
35 :
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