Table des matiéres

[1 Définitions générales|
IL.1 ~ Opérateurs 1sométriques et unitaires| . . . . . . . . . . .. ...
[1.2  Opérateurs de contractions| . . . . . . . . . .. ... L

BN 1 Taires)
2.1 Définition et propriétés|. . . . . . . . .. L
2.2 Fonction caractéristique d’un noeud unitairef. . . . . . .. .. ..o

10

11
11
11



TABLE DES MATIERES



UTILISATION DES NOEUDS UNITAIRES
DANS LA CONSTRUCTION DES
DILATATIONS UNITAIRES DE
CONTRACTIONS

TADJ MOUSTAFA
Mémoire de Master en Mathématiques
Option : Analyse Fonctionnelle et EDP

Juin/2018



2 TABLE DES MATIERES

0.1 Introduction

Définition 0.1.1 Soit T' une contraction dans un Hilbert séparable H, on appelle dilatation de
T, tout opérateur linéaire V, défini dans un espace de Hilbert H, contenant H comme sous-
espace et vérifiant :

T"(h)=PyV " (h) VYheH, VYn=0,1,2.., (1)

Py désigne l'orthoprojecteur de H sur H. La dilatation est dite isométrique (respectivement,
unitaire) si l'opérateur V' est isométrique (respectivement unitaire).

Historiquement, Julia G. ([6l [7, [8]) fut le premier & établir que pour toute contraction
définie dans un espace H, il existe une isométrie V', définie un espace H, contenant H comme

sous-espace et vérifiant :
T (h)=PygV (h) VheH (2)

Halmos P. R. ([3]), remarqua que dans [2] 'opérateur V' pouvait étre choisi égal & un opérateur
unitaire U. Nagy-Béla S. ([I0]) montra que 'opérateur unitaire U pouvait étre choisi tel que la
relation [I] soit vérifiée pour tout naturel n.

Le but du présent mémoire est de proposer une méthode de construction des dilatations
unitaires basée sur la notion de noeud unitaire. Cette notion que nous exposons au chapitre 2,
consiste & regarder une contraction donnée dans un espace H, comme un élément d’une matrice
unitaire, définie sur un espace plus large. Un exemple concret et illustratif de construction de
noeud et de dilatation unitaires est aussi traité dans le quatrieme et dernier chapitre.

Notons enfin que, tous les espaces utilisés sont des espaces de Hilbert séparables complexes.
Si Hy et Hy sont deux tels espaces, on désignera par £ (H;, Hs) Uespace vectoriels des opérateurs
linéaires bornés de H; dans Hs. On sait que £ (Hq, Hy) est un espace de Banach pour la norme :

A€ L(Hy, Hy) = [|All = sup [|A(z)]]
1

llzll =

Si Hy = Hy = H, L (Hy, Hy) devient une algébre de Banach qu’on notera B (H) ([, [3] et [9]).



Chapitre 1

Définitions générales

1.1 Opérateurs isométriques et unitaires
Définition 1.1.1 On opérateur T € B(H) est appelé isométrie si :

<T(z1), T(x2) > = <21, T2 > Va, zo € H (1.1)
St de plus, T* est aussi une isométrie alors, T est dit unitaire.

Proposition 1.1.2 Soit T € B(H). Alors,

1.
T isométrie <= T*T = Idy (1.2)

T unitaire <= T*T =Idyg =TT* <= T inversible et T* =T (1.3)

1.2 Opérateurs de contractions
Définition 1.2.1 On opérateur T € B (H) est appelé contraction si,
1T (@) <=l VzeH (1.4)

Définition 1.2.2 Une contraction T définie dans l'espace H est dite simple (on dit aussi com-
plétement non unitaire) s’il n'existe aucun sous-esoace de H, invariant pour T et T* a la fois
et dans lequel, T induit un opérateur unitaire.

On a le théoréme de décomposition canonique suivant.

Theoréme 1.2.3 [I/Pour toute contraction T définie dans un espace de Hilbert H, il existe
une décomposition unique de H en somme orthogonale H = Hy @& Hy de deux sous-espaces
invariants telle que, la restriction Ty de T a Hy est un opérateur unitaire et la restriction T
deT' a Hy est un opérateur simple. Deplus,

Hy={e e H: |T"(@)| =« =T @), neck} (1.5)

Hy =vect{T ?»(Idyg —TT*)z, T *(Idy —T*T)y: =z, y€ H, p, g€ N} (1.6)

Remarque. L’opérateur Ty est appelé partie unitaire de T' et T; sa partie simple. ®
On a les propriétés élémentaires suivantes.
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Proposition 1.2.4 La contraction T est simple si et seulement si, la contraction adjointe T
est aussi simple.
Preuve. découle directement des formules[1.5 et[1.6, m

Proposition 1.2.5 Une contraction simple ne peut avoir de valeurs propres situées sur le cercle
unité.
Preuve. Supposons le contraire. Il existe donc un vecteur non nul u € H et un complexe «,
vérifiant,

laj =1 et T(u)=au

On a alors,

0 < |au—T*w)|?=<au—-T"u), auw—T"(u) -
= Jull* =2Re(@ <u, T* (u) =) +||IT" (w)|*
= Jul® —2Re@ < T (u), u>)+|T" (W)

= —llul® + T (w)|* <0

Par conséquent, @.u — T* (u) = 0 et done, T* (u) = @.u.
Considérons maintenant le sous-espace H, engendré par le vecteur u :

H,={\u: AeC}

C’est un sous-espace de dimension finie (dim (H,) = 1), donc fermé. De plus, il est invariant
pour T et T*. Finalement, pour tout A € C,

T*T (Au) =T ((a)) w) = aAT* (u) = aXau = Au
et
TT* (Au) =T ((@N) .u) =@ au = Au

En d’autres termes, dans H,, Uopérateur T induit un opérateur unitaire. Or ceci contredit
Uhypothése que T est simple. m

Proposition 1.2.6 Si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée alors, la contraction T
est simple.
lim T"(z)=0 VeeH ou lim T*"(z)=0
n — —4oo n — 4o
Preuve. Dans le cas contraire, le sous-espace Hy , contiendrait au moins un vecteur non
nul a pour lequel seront vérifiées les conditions contradictoires suivantes :

Cdm M@ =0 et [T"(@)=la] ¥n
ou,

Jdm T @l=0 et T (@) =l Vn
]

Corollaire 1.2.7 Si |T|| < 1 alors T est une contraction simple.
Preuve. En effet, dans ce cas,

lim 7" (a)] <~ lim [ T"|[lall < = Tim [T al] =0

n — +4oo — +o00 — +o00
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Définition 1.2.8 Un opérateur T € B(H) est dit positif si,

<T(z), z>>0 Ve e H (1.7)

Theoréme 1.2.9 Pour tout opérateur positif T, il existe un unique opérateur, noté Tz (appelé
racine carrée de T ) et tel que :

1 2 1 1
(Tf) —TioTi=T (1.8)
De plus [11), il existe une suite (Py),, de polynomes dans C[X] telle que :

T: = lim P, (T)  (convergence dans B(H)) (1.9)

n — —4oo
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Chapitre 2

Noeuds unitaires

2.1 Deéfinition et propriétés
Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. On désigne par < ., . »; le produit scalaire dans
.H; (i =1,2). Considérons 'espace de Hilbert :
Hy @ Hy ={x = (z1, x2): 2; € H;} (2.1)
muni du produit scalaire :
< (w1, m2), (y1, Y2) = = < @1, y1 =1 + < T2, Y2 =2 (2.2)

Il est clair que H; et Ho peuvent étre regardés comme des sous-espaces orthogonaux de Hy @ Ho
grace aux identifications :

zr€H —(z,0) e yeHy—(0,9) (2.3)

Définition 2.1.1 Un noeud unitaire est un ensemble

s-(wen[f 2]

constitué d’espaces de Hilbert séparables H, E et F, d’opérateurs linéaires bornés T € L (H) =
B(H), e L(E,H), Ve L(H,F), K€ L(E,F) et vérifiant les relations :

ERIFRIE o

T o T v* | | Idg O (2.5)
v K o K* | 0 Idp '
. o . T ¢ ‘ . .
La relatwn signifie que la matrice [ v K } constitue une isométrie de H ® E dans H ®

F (U*U = Idpgg). Les relatz'ons etprz'ses ensemble signifient que la matrice { $ }{; }

constitue un opérateur unitaire de H @ E dans H® F (U*U = Idygr et UU* = Idper).
De plus, elles sont équivalentes aux relations :

et

{ T*T + U0 = Idy { T"® + UK =0 { *® + K*K = Idg (26)

TT* 4+ ®d* = Idy TU* +dK* =0 "’ YU* + KK* = Idp
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Remarque. L'opérateur T' et I’espace H sont respectivement appelés opérateur principal et
espace intérieur du noeud unitaire A. ®

Notons que si A est un noeud unitaire alors son opérateur 7" est une contraction : (||T]| < 1).
En effet, Vo € H,

lz|> = |T (@))° = <=z o= — <T(2), T(x) = =< Idyg —T°T) (), x>~

= <UU(z),z>==<V(x), T(z)>>0

Inversement, [4] pour toute contraction T' dans un Hilbert H, il existe un noeud unitaire A,
dont Popérateur principal et 'espace intérieur sont respectivement 7' et H (on dit dans ce cas,
qu’on a inclus la contraction T dans le noeud unitaire A). En effet, posons :

1 *\ 5
E:(IdH—TT)jH <I>=(IdH—T*T 2 K = —Tp, (2.7)
F=(Ildg —T*T)* H V= (ldg —T"T)*
Il est clair que,
Ildyg —T*T = U*¥ t Idp —®*® = K*K
Idy — TT* = oo ¢ Idp — 00" = KK*

Par ailleurs, d’aprés le théoréme m il existe deux suites (P,),, et (Qn),, de polynomes dans
C[X] telle que :

[N

(Idyg —T7T)2 = lim+ P, (Idg —T*T) (convergence dans B (H))
et .
(Idg —TT*)? = lim+ Qn(Idyg —TT*)  (convergence dans B (H))

Par conséquent, des relations :

T (Idg —TT*) = (Idyg - T*T)T = T*Q,, = P, T*
et Vn,
T(Idyg —T*T)=Idyg —TT*)T = TP, =Q,T*

découle que,

T* (Idy — TT*)? = (Idg — T*T): T* et T (Idy — T*T)* = (Idy — TT*)® T
Donc,
T°® + 'K = (Idg —T*T)* T* — (Idg — T*T)* T* = 0
et
TU* + OK* = (Idyg —TT*)* T — (Idyg — TT*): T =0

Remarque. L’opération d’inclusion d’une contraction dans un noeud unitaire n’est pas unique.

En effet, soit
T @

un noeud unitaire et soient E et F , deux espaces Hilbert séparables vérifiant : il existe un
opérateur unitaire A de ' dans F et un opérateur unitaire B de F' dans F. Alors, 'ensemble,

~ =~ = T PA
A-(m B Fou=| gy iy |)

est aussi un noeud unitaire. m
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T @

Proposition 2.1.2 Soit A = (H, E, F, { U K

]) un noeud unitaire. Posons,

Ha =vect{T P® (z), T *99*(y): z€E, yeF, p, qeN} (2.8)

Alors, Hx est invariant pour T et T*. De plus, |"ensemble

(2.9)

. T, = TPxn PaA®
A1:<HA, E1:<I>(HA),F1:\I/(HA),U1:{ 1 A 4a D

W Pa K

est un noeud unitaire (Pa est Uorthoprojecteur de H sur Hp ).
Preuve. Montrons que Ha est invariant pour T (son invariance se démontre de maniére tout
a fait analogue). Il suffit pour cela de montrer que :

T(TPp(x))€e Hn V(p,x) ENXE, et T(T*90"(y)) € Hn V(q,y) € NxF (2.10)

La premiére appartenance dans[2.9 est triviale. Pour montrer la seconde appartenance, remar-
quons tout d’abord que,
O (z) € Ha Ve e E

D’autre part,
q=0=T(T"""(y) =TY" (y) = —PK" (y) € Ha

et
GF 0= T (T " 19 () =TT* (T * 710" (y)) =T * 119" (4)—0" (T * 19" (y)) € Ha
Montrons maintenant que la formule[2.9, définit un noeud unitaire. On a,
Idpy, —T7Th = Idg, — 17Ty = PA — PAT"TPA = Pa (Idyg — T*T) Pa = PAU*UPA
De méme,
Ha invariant pour T et T" = TPx = PAT et T"Pa = PAT*
Par conséquent,

(Pa®) (Pa®)* = Pa®®*Pa = Pa (Idy — TT*) Py = Pa — PATT*Pa

Pa — (TPA) (PAT)" = Idg, — TvT}

De la méme maniére,
Ty PA® + (UPA)" K = T*Pp + PAV*K = PAT* + PAV*K = PA (T* + V*K) =0
T1PAU* + PADK* = TPAY* + PAQPK* = PATU* + PAPK* = PA (TY* + ®K*) =0
De plus, pour tout x € Ha,

3" (z) — K*K®* (z) = & (x)+ K*UT* () = ®*Pa (z) — ®*PATT" (z) =

= ®*Pa () — ®*Pa (Idy — ®*) (z) = ®* PaDD* (2)

En d’autres termes,
Idg- () — KK = (PA®)" (Pa®)
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Finalement,

U(x) - KK*'U(x) = U(z)+ K®*T (x)=UPa (z) — VPAT*T ()

= WP, () — VP (Idy — V") (z) = UPAT*T (2)

En d’autres termes,
Idypy) — K*K = (P PA) (UPA)"

[
Définition 2.1.3 Le noeud unitaire A est dit simple si Hx = H.

Proposition 2.1.4 Si la contraction T est simple alors, le noeud unitaire A est aussi simple.
Preuve. découle du fait que l’espace H, (formule@ est inclus dans l'espace Ha. W

2.2 Fonction caractéristique d’un noeud unitaire

Définition 2.2.1 FEtant donné un noeud unitaire

T &
)]

on appelle fonction caractéristique de A la fonction Sa définie sur le disque unité ouvert par :
21— Sa (2) = K* 4 20* (Idg — 2T7*) " & 2| < 1 (2.11)
On a les propriétés suivantes [4J] :

1. Pour tout z (]z]| < 1), la fonction caractéristique définit un opérateur borné de F' dans
E.

2. Sa (z) est holomorphe sur le disque unité. En d’autres termes, la fonction scalaire
F(a,b,z) < Sa(2)(a), b (2] < 1)

est holomorphe pour tout couple fixé (a, b) € F' x E.

3. Un calcul direct donne,

Idp—S5 (V) Sa () = (1 = X@) U (Idy — ™) " (Idg — AT*)7 0%, |\ <1, |ul <1
(2.12)
4. Pour tout z (]z| < 1), ||Sa ()] < 1.

Pour une connaissance plus approfondie des noeuds unitaires et leurs fonctions caracté-
ristiques, le lecteur peut consulter [4]. Cependant, nous retiendrons de cet article le résultat
fondamental suivant :

Theoréme 2.2.2 Deuz noeuds unitaires simples

A1=(H1, B, F, Ulz[fﬁ ‘ﬁ;]) et AQ:(HQ,E, F, U2:[§§ %D

ont la méme fonction caractéristique si et seulement si, ils sont unitairement équivalents. En
d’autres termes, il existe un opérateur unitaire A : Hi — Hy tel que :

T, = AT A, Uy = Uy A, b =A"10, (2.13)



Chapitre 3

Dilatations unitaires des
contractions

3.1 Introduction

Rappelons qu’étant donnée une contraction T dans un Hilbert séparable H, on appelle
dilatation de T tout opérateur linéaire V', défini dans un espace de Hilbert H, contenant H
comme sous-espace et vérifiant :

T"(h)=PyV"(h) VYheH, ¥Yn=0,1,2.., (3.1)

Py désigne orthoprojecteur de H sur H. La dilatation est dite isométrique (respectivement,
unitaire) si Popérateur V est isométrique (respectivement unitaire).

Comme déja noté dans l'introduction, Julia G. ([6] [7, [§]) fut historiquement le premier a
établir que pour toute contraction définie dans un espace H, il existe une isométrie V', définie
un espace H, contenant H comme sous-espace et vérifiant :

T (h)=PyV (h) VYheH
Halmos P. R. ([5]), remarqua que V pouvait étre choisi égal & un opérateur unitaire U. Nagy-
Béla S. ([I0]) montra que 'opérateur unitaire U pouvait étre choisi tel que la relation soit

vérifiée. Dans ce chapitre, nous proposons la méthode des noeuds unitaires pour la construction
d’une dilatation unitaire.

3.2 Meéthode des noeuds unitaires

Soient T" une contraction dans H et

ST

un noeud unitaire dont I'opérarteur principal est T, c’est & dire que les relations suivantes sont
satisfaites :
{ 7T + UV = Idy { T+ U*K =0 { "¢+ K*K = Idg

TT* + ®@* = Idy TV +PK* =0 YO + KK* = Idp

11
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Considérons 'ensemble :

-1
I?(E) = {x =(y g, x1):x_p EE et Z kaH% = +oo} (3.2)

k = —oco

On définit la somme et la multiplication par un scalaire dans [? (E) comme suit :

1.
W = (, :E(j% (1)) €l?(E)
et == @ )—I—x(2) = (, x(lg —|—x(2%, x( )—|—x( ))
2® = ( , 2%, 3:(_2%) € ?(E)
2.

T = (., 9, 2_1) EP(E) et N€EC= Az_ = (.o \T_o, \T_1)

On vérifie facilement que la somme ainsi définie de deux éléments de 1% (E) est aussi un
élément de [? (E). En effet, 'inégalité de Minkovski nous donne,

—1 9 —1
1 2 (1
S el (2 10R) (2 per)) <

De méme, le produit par un scalaire de tout élément de I? (E) est aussi un élément de 1% (E).

Remarque. On vérifie aussi que muni de ces deux opérations, 'ensemble [? (E) est un espace
vectoriel complexe. m
On définit un produit scalaire dans I? (E) en posant :

1 _ @ M 2
W = ( 24, 20 ) € 12 (E) o N
et = <x 7, 27 rpE)= Z <x, :Ck =g (3.3)
2? = (, I‘(Q%, (,2)) €l?(p) k= —oo

La norme associée est donnée par la formule

—1 2
2= (o Tog, z1) €1 (E) = [l2_l2(p) = ( > ||$k||2E>

k = —oco

Proposition 3.2.1 (12 (E), <., . >—lz(E)) est un espace de Hilbert.
Preuve. Il s’agit de montrer que toute suite de Cauchy pour la norme ||.||;2( gy converge dans

I (E) au sens de cette méme norme. Soit donc (a(”) = ( a(nQ), a 1))) une suite de Cauchy.

On a done,

Ves0, IN. €N: n>N. et m > N. =>Ha(" [

_ N m |
2(E) _ZOOHak ~ % HE-<E

Par conséquent,

: 2
V€>-O, ElNgEN TLZNE 6tm2N€:>Ha§€n)7a§€rn) .
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La formule signifie que pour tout k= —1,—2, ..., la suite (a,(g")) est une suite de Cauchy

n
dans Uespace de Hilbert (donc complet) E. Autrement dit, pour tout k = —1,-2, ..., la suite

(a;n)) admet une limite ap, € E. En écriture mathématique,
n

Vk=-1,-2, .,¥e>=0, 3Ny . €N: n> Ny . = Ha;") - akHE < 2ke

Posons : a = (...,a_z,a_1) alors, a € 1? (E). En effet,

—1 —1 —1
2 (Nk, =) (Nx, o)||?
kz larl < Z Hk*akk EU,Z Hakk 5
—1 —1 (N )2 “+o0 c —1 (N )2
k € £
< Y er Y o™ =X s X [adl™ 7
k = —oc0 k = —oc0 k=1 = —

2
< toe (ear, aNe, <) = ( ORI 5)) € 2 (E)

I
™
+
>
I M |
-
wgﬁ
=z
x>
N

Par ailleurs, en faisant tendre m vers Uinfini dans la relation[3.4}, on obtient :

— 2
Ve =0, AN, e N: n> N, et m> N, 2Ha(")—a = Z Ha}cn)—akHE<5

*(E)

= —o0

En d’autres termes,

lim o™ =a (au sens de la norme ||'||l2(E))

n — —4oo

Remarque. Il ressort du raisonnement ci-dessus que dans I'espace 12 (E),

lim o™ =aq (au sens de ||.Hl2(E)) < lim aén) =a, Yk (au sensde |.||z)

n — +oo — 400

De plus, la séparabilité de 'espace E entraine celle de I'espace (% (E). m

Considérons maintenant I’espace

“+o0
l2 (F) - {IL'+ = (xlv x2, ) g € F et Z ||xk||§? A +OO}
k=1

Les opérations d’addition et de multaiplication par un scalaire dans [2 (F') se définissent de la
méme maniére que pour I'espace 1% (E). De plus, on peut munir [? (F) d’une structure d’espace
de Hilbert séparable en définissant le produit scalaire comme suit :

xi” = (mgl), xgl), ) €2 (F)
et = =< x$), :L'+ =12 ()= Z =< :cfcl), x,(f) (3.6)
xf) = (xf), xéQ), ) €li?(F) k=1

et la norme associée est donnée par la formule :
1
2

+oo
vy = (21, @2, ..) € P (F) = |loillpo(p) = <Z IIwkII§>

k=1
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L’espace de dilatation (noté H) est I'espace :

_ N T_ = (, T _2, 37_1) €2 (E)
H=<{h=(., x_9, x_1, h, 1, 2, ...): he H (3.7)
ry = (21, T2, ...) € 12 (F)

(ici, ’élément sousligné désigne la composante dans H du vecteur heH ).

Le produit scalaire de deux éléments El = (, x(lg, :c(lf, hi, xgl), xél), ) et EQ =

(...7 33(2%, a:(Q%, ha, $§2), ng), ) de H est donné par :

+ oo
< hq, ho -5 = Z <x21), :v,(f) =g+ <hi, ho =g + Z <z§€1), :cgf) (3.8)
k= —o0 E=1

Proposition 3.2.2 L’espace (PNI, <. . >) est un Hilbert séparable.

Preuve. La somme orthogonale 12 (E) ® H @12 (F) peut étre muni de maniére naturelle d’une
structure d’espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire :

( )@h @.’L‘(l) @@hg@xf) == .’L'(,l), 37(72) =@yt < hi, he =g + < $$), J,'Sr) =12(F)

D’autre part, Uapplication J, définie de la somme orthogonale I? (E)® H ®1? (F) dans H par :

o= (., Tog, T_1)
he H = J(x_Phdzy)= (.., T_2, x_1, h, T1, T2, ...)

x4 = (21, T2, ...)

est un isomorphisme isométrique (conserve le produit scalaire). Par conséquent, H=J (l2 (E)® HaI? (F))
est aussi un espace séparable. m

Remarque. Les applications :
Jg : 1*(E) — H, J(@_=(., _2, 1)) =2_ = (..., £_2, ©_1, 0, 0, 0, ...)
Jy + H—H, J(h)=(.,0,0, h, 0,0, ..)
JF : l2 (F) — ﬁ, J(.’L‘+ = (l‘l, Zo, )) = (, 07 07 0, T, T2, )

sont des isométries. Cela permet les identifications :

PE) 5 o=, 2 9, 1) = (., T, ©_1, 0, 0, 0, ...) € H (3.9)
H > h=(.,0,0,h 00, .)eH (3.10)

P(F) > zy=(x1, 22, ...) = (o, 0, 0, 0, 1, T2, ..) EH

En particulier, 'espace H peut étre regardé comme un sous -espace de H m
Considérons maintenant Uopérateur U définit de H dans H par :

Uy o2, -1, hy, 71, T2, ...) = (, g, T(h)+®(x-1), ¥V(h)+ K (v-1), 21, )

Theoréme 3.2.3 L’opérateur U est une dilatation unitaire de T'.
Preuve.
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1. Commencons tout d’abord par calculer l'opérateur adjoint U*. Pour tous

/ / li / /
(coy Too, T_1, h, x1, X2, ...) et (, T4, x4, B, x7, T, )

dans l’espace I:T,

/ / / / /
< U, z_a, T_1, h, 1, x2, ...), (, X9, 4, B, a7, X9y, ) ~ i

1
= Z < Tp_1, xﬁe - + <T(h)—‘r¢)($_1), B o—g +
k = —c
+ o
< V() +K(z), o) =p+ > <k, T -F

+ o
< W(h), @i =r+ <K(@a), @i =p+ Y <x 3} -5
k=2
—1
= Z < Th1, Thrp+ <h, T*(W) =g+ <x_1, ® (W) =5 +
k = —o0
+ oo
< h U (@) g+ <2, KT (@) e+ Y <3, 3 -
k=2
—1
= > =@ wp et <2, O(W)+ K (2) - +
k = —o0
+ oo
< h, TT(W)+ U (2)) =+ Y <@k, T - F
k=2

= < (o oo, 1, By 71, T, ), ( oy, O (R) + K* (o)), T* () + U (), o), ) -

Commencons tout d’abord par calculer l’opérateur adjoint U*. Pour tous

/ / li / /
(oy Tog, Ty, by @1, m2, ) et (o, 2y, 2l B, ah, )
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dans l’espace ﬁ,

=< U(7 T2, T-1, ha T1, T2, ..

-1

D, (, ZCLZ, x/,p B, x/la xl27 ) ~ i

= Z < Tk—1, 1‘% -5 + -<T(h)+<b(1',1), X g+

k = —o0

4+ oo

< \I/(h)+K(ZI?,1),.T/1>—F+ Z < Tk, $;€>—F
k=2

—1

= > =azpr ap et <T(h), Mg+ <®(@a), K -5 +

k = —o0

+ oo

< W(h), 2y mrt+ <K(xo1), @) =p+ Y <z, T -

—1

k=2

= > Rmp1, wp et <h T(H)a+ <a, ©(W)-p +

k = —c

+ oo

< h, U (2) =g+ <x_1, K*(2})) =g + Z < Tk, T R

—1

k=2

= Z < Tp_1, Ty =g+ <x_1, P*(W)+ K* () = +

= —@

+ oo

< h, T* (W) + 9" (z}) =m + Z < Tk, Th = F

k=2

= = (7 T2, T-1, h; Ty, T2, ), (a xl—lv " (h/)+K* (:I’,/l)? T (h/)+\II* (x/l)ﬂ x127 ) >}~[

Par conséquent,

U* (..., 2, z_1, h, x1, T2, ...) = (, x_1, ®* (h)+ K* (z1), T" (h) + U* (1), =2, )

2. Montrons que lopérateur U est unitaire :

On a,

*
U U(, T_2, T_1, ]’L, L1y, T2y ...

(3.12)

U*U = UU* = Idy

)

U* ( @ o, T(h)+®(z_1), U(h)+K (z_1), a1, )

ey T, ®F (T (B)+ @ (1)) + K* (¥ (h) + K (1)), )

T* (T (h) + ® (z_1)) + U* (¥ (h) + K (2_1)), =1, ...

oy T, B (T (R) + ® (x_1)) + K* (U (h) + K (z_1)),

T* (T (h) + ® (z_1)) + U* (U (h) + K (z_1)), @1, -

oy ©oay (@VT (R) + KU () + (KK (x_1) + ®*® (a_1)),

(T*T (h) + O (h)) + (T*® (x_1) + V*K (2_1)), x1, ...

|
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Les relations noeudales [2-6 nous donnent,
T*T (h) + WU (h) = (T*T + W) (h) = Idy (h) = h
KK (21) + 00 (2_1) = (K*K + ) (2_1) = Idp (z_1) = 71

T (h) + K*U (h) = (®*T + K*T) (h) =0

T®(x_1)+ VK (x_1)=(T*®+ ¥*K) (z_1) =0
Par conséquent,
U*U(a T2, T-1, h, T1, T2, ) = (7 T2, T-1, ha L1, T2, )

c’est a dire que U*U = Idg.
De la maniére,

UU* (s @, T_1, by @1, 2, ...) = U( w1, & (h) + K* (1), T* (h) + U* (z1), o», )

vy @y TT* (B) + U () + @ (@ (h) + K* (1)), )

U (T* (h) + T (21)) + K ( * (h) + K* (21)), 22, ...
vy @_1, TT* (h) + TU* (z1) + D" (h) + BK* (21), )

UT* (h) + UU* (z1) + K ®* (h) + KK* (1), 2, ...
ooy @_1, TT* (h) + +®®* (h) + TU* (z1) + ®K* (21),

UT* (h) + K & (h) + UV (21) + KK* (21), @2, ..
Les relations noeudales [2-6 nous donnent,

TT* (h) + +®®* (h) = (TT* + ®®*) (h) = Idy (h) = h
VU (1) + KK* (21) = (OO0 + KK*) (21) = Idp (21) = 2,

UT* (h) + K & (h) = (UT* + K &) (h) =0

TU* (1) + PK* (z1) = (TY* + PK*) (1) =0
Par conséquent,

uu* (..., x_a, ©_1, h, z1, 9, ...) = (oo, T_2, T_1, h, x1, T2, ...)
c’est a dire que UU™ = Idg.

3. Soit Py lorthoprojecteur de H sur H. En utilisant ["identification de l’élément h € H
avec l'élémeént (... , 0, h, 0, ...) € H et la relation évidente,

VneN, VheH: U"(.., 0, h, 0, ..) = ( 0, 7" (h), 0, )

on obtient que Yn € N etVh e H,

PyU" (h) = PgU" (..., 0, h, 0, ...) = Py ( 0, T" (), 0, ) =T (h)

ce qui signfie bien que U est une dilatation unitaire de la contraction T .
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Chapitre 4

Etude d’un exemple concret

4.1 Etude de 'opérateur principal
Considérons dans ’espace complexe L[207 1 (=00 < I < +00) lopérateur

l

Tf (2) = @ f (2) - 267+ / “tftydr, Vfeld (4.1)

T

oll, v est une fonction définie sur I'intervalle [0, 1].

Proposition 4.1.1 L’opérateur T est bien défini et borné.
Preuve. Dire que T est bien défini, signifie que pour tout f € L[0 1’ la fonction g =T (f) est

aussi un élément de L[o, E Définissons dans L[o, 1 les opérateurs :

l

Af(2) =@ f (@), Bf(z) =2 / ¢ ~f (1) dt

€T

1l est clair que
T=A(—-B)

11 suffit donc de prouver que les opérateurs A et B sont bien définis et bornés. On a,

l l
vrethy: [W@Pa= [If@ =72
0 0

L’opérateur A est donc bien défini, borné et ||A| = 1.
D’autre part, pour tout f € L[QO, 1]’

2 l !

l l
0/|Bf(a;)2da: - 0/ / “UF(t) dt dx§4/e2f /| ~tf (1)) dt

x 0 x

1/l
4e? le 7' f(t)] dt
I\

19
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne,

2

Nl
ST

l I l
—t 92t 2 1-e -2 2
e "F®]dt | < e “Hdt @)1 dt =—— 1/l
0 0 0
Par conséquent,

l
1B = /|Bf (@) dz < 2 (2 — 1) |||
0

Cette derniere inégalité, signifie que l'opérateur B est bien défini, borné et ||B| < /2 (€2t —1).
[

Proposition 4.1.2 L’opérateur A* est défini dans L[20 j bar la formule :

x

T f (z) = e @) f () — Qe_m/e_m(t)“f (t)ydt, Vvfe L[QO, I (4.2)
0

Preuve. Pour tous f, g € L[207 I

l l
< T(9), f»= / (em@)g(x)Qem(wW / e "ty (t)dt) f (z)dx (4.3)
0

l l l

= [ @) T 2 [ ot (0 aif e

0 0 T
Ona:
l l
/em(m)g (z) f (z)dx = /g () .e—ia(@) f (z)dx (4.4)
0 0
D’autre part,
l l ]
[ [etgwaif@ian = [ [erree g ) Floitds (45)
0 x 0 x
l t
/e “tg(t) /eio‘(g“’)HC (z)dzdt
0 0

(4.6)

|
o
|
8
RS
—~
8
~—
o,
®
|
i
Q
=
+
~+
~
—
~
-
U
~
U
8
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En reportant [{.4 et[{.6 dans[{.3, on obtient :
! !

< g, T (f)===<T(g), [f== /g (x).e~@) f (z)dx — 2/6 g () /e*ia(t)”f (t)dtdz
0

0 0
!

/9 (z) (e‘m(z)f(w) —2 "

0
!

g (33) (6 za(w)f — 9% — e za(t)+tf ) dzr
/ !

D’on, le résultat recherché. m

v [ e—ialt)+t f (t)dt) dx

O\ee

Proposition 4.1.3 On a les identités suivantes :

l

(I—T*T) f (z) = 2¢ _’”/e “rdt vfelL? @7)
0
et .
(I —TT*) f (z) = 2ei(@) a2 / e O F)ydt  Vfe Ly, g (4.8)
0

Preuve. On sait déja que
T=AI-B)=A-AB

o1,
I

Af () = ¢ f () ot Bf (z) = 2¢° / etdt Vfeld

T

De plus, un calcul direct nous donne :

A f(z) = e @ f () et B*f(z) =2¢° / ef(tydt  Vfely
0
De la relation,
A*A=AA" =1, (4.9)
découle que
I-T"T=(A"—-B*A")(A— AB)=B+ B*—- B*B (4.10)
I-TT*=(A—-AB)(A* —B*A*) = A(B+ B* — BB*) A* (4.11)

D’autre part, pour tout f € L[Qo, 1

B*Bf (z) = 26_$jet (Bf (t))dt = 26_$jet (Qet/le_sf (s) ds) dt

0 0 t

26_’”/30 (Qth/le_sf (s) ds) dt

0 t



22 CHAPITRE 4. ETUDE D’UN EXEMPLE CONCRET

Une intégration par parties donmne,

] (Zth/le_sf(S) ds) dt = {em/le_sf(s) ds] w + jetf(t) dt

0 i
l l T
= ¥ [etf(t)dt— [etf(t)dt+ [e'f(t)dt
o[ |
D’oq,
l l T
B*Bf(z) = 2" [e 'f(t)dt—2e" [e 'f(t)dt+2e " [e'f(t)dt
/ / /

l

Bf (2)+ B*f () 26_”/e_tf(t) dt

0

Soit finalement,
l

(I—T°T) f (z) = 2¢~° / e F (1) dt
0
De la méme maniére, on obtient :

l l t
BB f(z) = 2 /e*t(B*f(t))dt:Qem /e*t (2et O/eSf(s)ds> dt

x x

= 2¢° /l (Qe% /t e’ f(s) ds) dt

T 0

En intégrant par parties, on obtient :

| 2¢~ 2 tesf(s)ds dt = |—e* tesf(s)ds l+ le_tf(t)dt
0 z

T 0

D’ou,

—~

et f (t)dt + Qex/e*tf (t) dt

x

BB*f(zx) = 2°° / el f (t)dt — 2e*~2
0

o _

l
= B*f(z)+Bf(z)— 2e$*2l/etf (t)dt
0

D’ow, en utilisant la relation [{.13,
l
(I _ TT*) f (ZE) _ 2eia(w)+x—21/e—io¢(t)+tf (t) dt

0
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Corollaire 4.1.4 L’opérateur T est une contraction dans L[20 -
Preuve. Découle du fait que pour tout f € L[QO) it

l

LI = 1T (I

0
l l

2 /e “tf(t)dt /e ~f(x)dx

0 0

1 2

= 2| [etf(t)dt| >0
/
]

0

l

J(I-Temf, f>:/ 2 —w/e tF (t) dt

f(x)dx

23

Theoréme 4.1.5 Le spectre o (T) de lopérateur T est consitué uniquement de sa partie

continue. De plus,
o(T) = {)\ =@z e, l]}

Preuve.

1. Nous allons commencer par montrer que si A # ) Vg ¢ [0, {] alors, lopérateur

(T - )\I)_l existe sur tout L[QO j et est borné. D’aprés le théoréme de Banach sur l'iso-

morphisme, il suffit de prouver que lopérateur T — \I définit une bijection de L[207 ] dans

lui méme. Ceci a son tour revient o prouver que pour tout g € L[20 1]’ il existe une seule

fonction f € L[207 1 telle que (T — M) f=g. On a,

l

(T-X)f = g (em(r) - )\) f(z)— Qem(z)“"/e () dt = g (z) Vo €0, ]

x

l
ia(z)+x
= fw)= 2,

x

Posons :
l

F (z) :/e () dt
T
La relation[{.19 conduit alors au probléeme différentiel,

ia(z)

/ — € _ €
F' (z) = =2 S )\F(x)
F()=0
La solution du probleme[{.1]] est de la forme :
y _Qeia(s)
l /eia(s) _ )\ds
e t

—t
F(z)= /mg (t).e dt

x

J

—t
e B A/e oy

Ag(ﬂv)

eio(z)

Qeia(t)

eta(t) — )\

dt

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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D’ou, en utilisant [{.13,

/ _26ia(s) ! 2eio¢(t)

) 1 ia(s) ds / ia(t) dt
9(x) gio(@)+s A J A
fx)= +2 o) /\g (t).e dt » .e

x

(4.16)
La formule [{.15 montre que la fonction f est définie de maniére unique par g pour tout,

p:: {)\ =@ g e |0, l]}

En d’autres termes,
(1) = {A=c"@z e, i}

. Montrons maintenant que le spectre de T ne contient aucune valeur propre. Supposons le

colntmz're il existe donc un complexe A et fonction non presque partout nulle f € L[207 I
tels que :

l
(eia(m _ ,\) flz) - 2ew<w>+x/e “tf()ydt=0, Vzelo, ] (4.17)

Or,
Aeo(T)= {/\ =@ e, l]} — A= geo, ]
Par conséquent,

l
(eia(w) - eio‘(a)> fx)— 2eia(”3)+w/e “ft)dt=0, VYz#a
xz
En reprenant le méme raisonnement précédent et posant dans la formule g(x) =0

pour x # a, on obtient que f (x) = 0 pour tout x # a. En d’autres termes, la fonction f
est presque partout nulle, ce qui est en contradction avec les hypothéses faites sur f.

. Un raisonnement analogue permet de prouver que l'opérateur T n’admet aucune valeur

propre. En d’autres termes, o (T) = 0,65 (T) = &.

4.2 Construction du noeud unitaire associé

Posons, '
g(z) =V2e™® et h(z)=2e@) ol (4.18)
il est clair qu’on a alors,
I-T"TYf=<fg~g et (I-TTYf=<f, h>=h VfEL[QO, I (4.19)

Considérons maintenant les opérateurs :

®:C— Lf 5 P(2)=2h vzeC (4.20)

U:iLh g — G W(f)=<f 9> Vfeljy (4.21)
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K:C—C; K(2)=—ze! VzeC
Un calcul direct permet de vérifier que,
O LY —C O (f)==<f h=  VfeL}
. C— L[QO’ g V(z)=2g9 VzeC
K*:C—C; K(z)=—ze" VzeC

Theoréme 4.2.1 L’ensemble A = <H, C, C, [ 311 }{; }) est un noeud unitaire.

Preuve. On a, pour tout f € L§
VU(f)=0"(<f, g=)==<f, g=.9=U-TT)f,

PP* (f) =@ (< f, h=)==<f, h= h=(I-TT")f
D’autre part, pour tout z € C,

PO (2)+ K*K(2) = 20 (h)+ze =2 <h h=+ze?

0 0

VO () + KK*(2) = 2¥(9)+ze 2 =2<g, g+ ze %

l

0

(TP (2) +¥*'K (2) () = 2T"(h)(z)— ey () (x)

= zV2 (eil — 26w/€2tldt) —ze lg(2)
0
= z4/2e7! (e“g — 2e_w/e2tdt — e_””)
0

= z/2e7! (em —e 7 (e2z — 1) — efx) =0

(TU* (2) + K™ (2)) (z) = 2T (g)(x)— z.e"".h(x)

l
= 2./2e®) [ =7 — 2ew/e_2tdt — e 2w

xr
= 2.7/2e) (677 4 6" (e — e72) — 7 2F)

Toutes les conditions d’un noeud unitaire sont donc vérifiées. m

l l
= 22/62I72ldx + zed =% (2/e2zdx + 1) =

l
2z/e‘2xd:c +ze =2 2/6_2:6(15(} +e 2] =2
0

z

=0

25

(4.22)

(4.23)

(4.24)
(4.25)
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Passons maintenant au calcul de la fonction catactéristique du noeud A. Pour tout
complexe A (JA| < 1),

SA(AN):C—C, z+— Sa(N)(2) =5a(N2)
La linéarité de Sa (z,A) par rapport a A nous donne :

Sa (M z)=2z5a (X)) avee sa(A)=Sa(\1) (4.26)
Tout revient donc & calculer Sa (A, 1). D’aprés la formule

Sa(M1) = K*(1)+ A" (Idy — AT*) "1 0™ (1)
= —e ' A" (Idy —AT*) ' (9) = —e '+ X< (Idg — NT*) "' () h =

D’autre part,

(Idg = NT*) " (9) = f = g = (Idu = NT") ()

D’ou,

x

V2e ™ = (1 - )\e_ia(x)) fz)+2xe™® / e7 Oy dt Ve elo, ]
0

ou sous forme équivalente,

L) Vaeriew  gpetie
e {(ewn_x)(em(m)_m/ e O f (1) dt veelo, ] (4.27)

0

Comme précédemment, en posant

F2) = / OO (N a Ve elo, 1],

0

on obtient le probléme différentiel,

(el = A) (4.28)
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La solution solution de est de la forme (pour X\ #0) :

t

T /eia(s) _ )\ds

o2\

- /em(t) "

2\

\/§ 0 0
0
2 [ 2x
T eia(s) _ )\d:' - eicx(t) _ Adt
V2 2 0 gt 0
T oon )/ e ¢ ‘
0
j 2 [ 2x [o2A
eia(s) — >\d5 - eia(t) — )\dt B eta(t) — )\dt
—@eo —1%e _@1—60
2 2
D’ou,
/ 2 / 2
T Cia) — ¥ T Cia) — ¥
\/§e+ia(z)fz \/§6+io¢(m)fz ) 0 eio(®) A \/§e+ia(z)fz 0 eio(®) A
f (I’) - (eia(a:) _ )\) o (eia(a:) _ )\) - - (eia(a:) _ )\) €
(4.29)
Par conséquent,
A (Idg —AT*) ' (9) = @ (f)= A< f,h>
j 2
l ) - eia(t) _ Adt
2 +ia(z)—x )
_ L.e 0 \/iefwz(:v)+$7ldx
(ewc(:v) _ )\)
0
] 22
! - ia(t) _ )\
—1 2A 0 ¢
= e , e dx
(eza(az) _ )\)
0
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D’ou,

SaN1D) =—e '+ A< Tdg — 2T ' (g),h==—c"le

En remarquant que
2\ io(t)
eza(t) -\ ezoz(t) —\

leia(t) SN
- /eia(t) "

0

On obtient finalement,

Sa (A1) = —e (4.30)

Remarques.
1. Il est clair que le résultat obtenu est vrai méme pour A = 0.

2. La fonction caractéristique s’exprime uniquement & ’aide du spectre de 'opérateur prin-
cipal T'.

4.3 Construction de la dilatation unitaire

Dans notre cas, ’espace de dilatation H (T, A) est défini comme suit :

+oo
(a—k) 5, CC et Z la_i|* < 400
k=1
f: (, a_2, A_1, i, ai, ag,...) € ﬁ(T7 A) <~ f S .[/[207 1
+oo
(ak)y 51 CC et Z lag|” < 400
k=1
(4.31)

Le produit scalaire dansﬁ(T, A) est donné par la formule : Si f: (.., a_z, a_1, f, a1, a, )

et f’ = (.., a o, a_q, L’, aly, a’Q,..) alors,

k=1 k=1

+o0 ! too
<FFe= Y andy v [1@F @+ Y wd (4.32)
0

Les éléments f de L[207 y S'identifient aux éléments f= (., 0,0, f,0,0,..) de H (T, A).

La dilatation unitaire Ur est donné par la relation :

Ur (, a_s, a_1, [, ai, ag,...) = (, a .y, a , F, adal, a;,...) (4.33)



4.4. ECRITURE MATRICIELLE DE LA DILATATION UNITAIRE 29

ou,

F(z) =Tf (z) + V2a_ie@+a=l vz €0, ]

l : (4.34)
af =V2 e *f(x)dx —a_je!
/

En utilisant les fonctions

g(x) =2 et h(zx)=2e@Fr Yz e [0, 1],

les formules [£:33] et [£:34] peuvent étre réécrites sous la forme condensée :

Ur (..., a—2, a_1, [, a1, az,..) = <, a_g, T(f)+a_1.h, <f, g= —a_1e7!, al,...)
(4.35)

4.4 Ecriture matricielle de la dilatation unitaire
Considérons maintenant les opérateurs :
S_:1P(E)—1*(E), S_ (., a_2, a_1)=(.., a_3, a_s) (4.36)
S+ : l2 (F) — 12 (F), S+ ((11, ag, ) = (0, ay, ag, ) (437)
O :I?(E)—H, ® (.., a9 a1)=o(a_y) (4.38)
W H - B(F), Wy (f)=(¥(f), 0, ) (4.39)
Ke:1*(E) — P (F), Kz(., a—a, a_1)=(K(a_1), 0,0, ....) (4.40)
Theoréme 4.4.1 La matrice :
S0 0
A= o T 0 (4.41)
Ky v, 54
définit un opérateur unitaire de 1? (E) ® H ® 1? (F) dans I? (E) ® H ® [ (F).
Preuve. Un calcul direct permet de vérifier que :
S*12(BE) — 1*(E), S* (.., a9, a1)=(., a_s, a_i, 0) (4.42)

ST P (F)— P (F), S%(a1, a2, ...)= (a2, as, ..) (4.43)
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®* :H—I*(E),

v* 2 (F) — H,

o (f) = (> 0, o (f))

\Ifi (al, as, ) = p* (al)

K; 12 (F) — 12 (E), K; (a1, a2, ...) = (..., 0, K*(a1))
Par conséquent,
[ S @r K7 S0 0
A*A = 0o T Wi . T 0
| 0 0 57 Ky v, S;
[ S*S_+® P+ KiKy T+ K3V, KIS,
= T°®_ + 9% Kt ™r+viv, viS,
i STk Siw,  SiS,

Par ailleurs,

(..., a_o, a_l) cl? (E) -

STK+ (..., a—g, a—1) =87 (K (a-1), 0, ...) = (0, 0, ..
(@ T+ KxV, ) (f)= (., 0, T (f)+ K*¥(f)) = (..., 0, 0)
feH= (T*T+ VW) (f) =TT (f) + VU (f) = f
SiVy (f) =51 (¥ (f), 0,0, ..)=(0,0, ...)
K$S+ (al, as, ) :K$ (0, ai, ag, ) :( 5 0, 0)
(a1, as, ..) € P (F) = { U* S (a1, as, ...) = V% (0, a1, as, ...) =V*(0)=0
S_T_S+ (al, as, ) = Sj_ (O, ay, az, ) = ((11, as, )
Les formules [4.47, [4.48 et|4.49 permettent de conclure que
i Idp2 gy 0 0
0 0 Idpr
De maniére tout o fait analogue, les relations
S_S* S_®* S_K%
AA* = | &_5* Q_oF +TT* ¢_KT +TV% ,
K£S* Kz®* +U, . T" KiKi+U, 0% +5,57

(@ o

SiS_ (, a—_2, a_l) == (, a_2, 0)

+K$K1) (, a_9, (1_1) = (, 0, a_l)
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(T*(I)_ + \I’*_,'_Ky) (, a_2, a_l) =T*® (a_l) + UK (a_l) =0

)
(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

)
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S,Sj (7 a_og, a,l) =5_ (, a_2, a_1, 0) = (, a_og, a,l)

(i a9, a_y) €1*(E) = D_S* (i a9y, ay)=P_ (.o a_2, a_1, 0)=0
K1Si (, a_2, a_l) == (, a_92, A1, 0) == (0, 0, )
(4.52)
S_®* (f)=5_(...,0, 0, ®*(f)) = (...,0, 0)
feEH = (®_®* +TT*) (f) = @2 (/) +TT*(f) = f (4.53)

(K4 + W, T%) (f) = K& (f) + WT* (f) = 0

S_K% (a1, az, ...)=S_ (..., 0, 0, K*(a1)) = (..., 0, 0)

(D K2 +TU%) (a1, ap, ...) = DK* (a1) + TV* (a1) = 0
((11, a2, ) € l2 (F) —
(K K%+ Y, 0%) (a1, ag, ...) = KK* (a1) + V" (a1) = 0y

S+S_T_ (0,1, as, ) = (O, as, a3,...)
(4.54)

permettent d’affirmer que

Idpg 0 0
AA* = 0 Idg 0 = Idp(myeHaR(F) (4.55)
0 0 Idpr

(..., a,g)
®(a—1) +T(f)

S_ 0 0 :| |: (, a_2, a,l) ] [
> T 0 f =
(K (a_l) ,0,0) + (\IJ (f) ,0, ) + (O,al,O, )

K¥ \I/+ S+ (al, as, )

Theoréme 4.4.2 La matrice A est Pécriture matricielle de la dilatation Ur suivant la décom-
posiotion 12 (E) @ H ® 12 (F) de lespace H (T, A).

Preuve. Si [ = (, a_s, a1, f, ai, ag,...) € fI(T, A) alors, suivant la décomposition
12(E)® H @12 (F) de Uespace H (T, A), il s’écrit sous la forme :

f=0(. a2 a1)® f & (a1, as,...)

De méme [’élément,
Urp (f) = (e, G_2) D ( T(f) —|—a,1.h> &) (—< f, g —a_1e7!, ay, )
11 faut montrer que,

(cery a_3, a_s) ] [ (v a2, a_1) j|
r@tan  |=a| g
ai, )

(< f7 g > _a—leil, (al, CLQ,...)
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On a,
( y A—2; a—l)
A !
(ala asz, )

L (K(a—1)7 0,

| (K (a—1) + ¥ (f), a1, az,...

CHAPITRE 4. ETUDE D’UN EXEMPLE CONCRET

[ S_ 0 0 (, a_2, a_l)
o T 0 f
| Ke U, S,

(al, ag,...)

S_(..y a—g, a_q)
O_ (..., a—2, a_1)+T(f) ) ]

| K5 (s a2, aq) W4 (f) + Sy (a1, ag, ...

1)
(..., a_3, a_g)
O (a_1)+T(f)
)+ )

) (\Ij (f), 07 )+(O, ai, ag,...

("'7 a—3, (7 a-3, a—?)

CL_Q)
a_1h+T(f) ] = |: ( a*lh'i_T(f)
)

—a_1e '+ < f, g, a1, as,...

)]'
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