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Introduction

En mathématiques, les variétés différentielles ou variétés différentiables
sont les objets de base de la topologie différentielle et de la géométrie dif-
férentielle. 1l s’agit de variétés, « espaces courbes » localement modelés sur
I’'espace euclidien de dimension n, sur lesquelles il est possible de généra-
liser une bonne part des opérations du calcul différentiel et intégral. Une
variété différentielle se définit donc d’abord par la donnée d’une variété to-
pologique, espace topologique localement homéomorphe & ’espace R™. Les
homéomorphismes locaux sont appelés cartes et définissent des systémes de
coordonnées locales. La structure différentielle est définie en exigeant cer-
taines propriétés de régularité des applications de transition entre les cartes.
Cette structure permet par exemple de donner une définition globale de la
notion d’application différentiable, ou de champ de vecteurs avec ses courbes
intégrales.

La géométrie riemannienne est une branche de la géométrie différentielle
nommeée en ’honneur du mathématicien Bernhard Riemann, qui introduisit
les concepts fondateurs de variété géométrique et de courbure. 1l s’agit de
surfaces ou d’objets de plus grande dimension sur lesquels existent des no-
tions d’angle et de longueur, généralisant la géomeétrie traditionnelle qui se
limitait & ’espace euclidien. La géométrie riemannienne étend les méthodes
de la géométrie analytique en utilisant des coordonnées locales pour effectuer
les calculs dans des domaines spatiaux limités, mais elle recourt fréquemment
aux outils de la topologie pour passer a ’échelle de ’espace entier. De fagon
précise, la géométrie riemannienne a pour but I’étude locale et globale des
variétés riemanniennes, c’est-a-dire les variétés différentielles munies d’une
métrique riemannienne, Les concepts les plus notables de la géométrie rie-
mannienne sont la courbure de ’espace étudié et les géodésiques, courbes
résolvant un probléme de plus court chemin sur cet espace.

Les variétés pseudo-riemanniennes représentent une classe importante de
variétés différentielles, regroupant en particulier les variétés riemanniennes et
les variétés pseudo-Riemannienne. Une métrique pseudo Riemannienne sur
une variété différentiable M de dimension n est une famille {g,} (pour tout
élement = de M ) de formes bilinéaires symétriques non dégénérées sur les
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espaces tangents de signature constante (p, q) . Le couple (M, g) est appelée
variété pseudo Riemannienne. La géométrie pseudo Riemannienne consiste
en I'étude de ces structures, de leurs particularités et des relations qu’elles
entretiennent entre elles :

e Une métrique pseudo Riemannienne est dite Riemannienne lorsque la
signature est (n,0) ou (0,n) .

e Une métrique pseudo Riemannienne est dite Lorentzienne lorsque la
signature est (n — 1,1) (ou parfois (1,n — 1) selon la convention de
signes).

Ce mémoire est composé de trois chapitres répartis comme suit :

e Dans le premier chapitre , nous rappelons quelques définitions et
résultats de la géométrie différentielles; nous définissons la notion de va-
riété différentiable en présentant quelques exemples , nous donnons ensuite
quelques outils de base permettant de travailler avec des variétés différen-
tiables, nous présentons la notion d’espace tangent et fibré tangent.

e Dans le deuxiéme chapitre , nous concentrons sur la définition de la
métrique Riemannienne, elle permet d’introduire une distance sur la variété.
Infinitésimalement (dans un plan tangent), nous définissons ensuite la no-
tion de variété Riemannienne, nous discutons aussi la notion des isométries,
tenseur et de connexion.

e Dans le troisiéme chapitre , nous introduisons la notion de variété
pseudo Riemannienne, tout en définissons la métrique pseudo-Riemannienne
et Lorentzienne et quelques notions sur cette catégorie de variétés & savoir
la connexion de Levi Civita , géodésiques et quelques opérateurs.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Rappels

Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique séparé. Une carte de di-
mension n dans M est un couple (U, ) tel que les conditions suivantes sont
vérifies :

1. U(respp(U)) est un ouvert de M resp (R™).

2. ¢ : U — R"™ est un homéomorphisme.

Définition 1.1.2. Deuz cartes (U, ) et (V 1)) de méme dimension n sont
dite compatibles si

Unv=>0

ou

o lip(UNV)CR" — p(UNV) CR"

1

est un difféomorphisme de classe C*°. L’application ¥ o ¢~ est dite appli-

cation de transition.

Définition 1.1.3. Soit M un espace topologique séparé. Une famille de cartes
U = (Ui, i) est dite atlas différentiable de dimension n si les conditions
sutvantes sont vérifides :

1. M = Us
2. Vi eI, (Ui,pi) est une carte de dimension n.

3. Vi,5 € 1, (Ui, pi)et(Uj, pj) sont compatibles.
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1.1.1 Espace Topologie

Définition 1.1.4. Soit E un ensemble non vide et T C P(E). On dit que

(E,T) est un espace topologique si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. E0eT

2. Une intersection finie d’éléments de T est un élément de T , i.e.

{0ihicicn CT = (0 €T

=1

3. Une réunion quelconque dSéléments de T est un élément de T | i.e.

{0iYie;CT=JOieT
el
Un élément de T est appelé ouvert de F.

(E,T) est dit séparé si deux éléments distincts peuvenet étre séparés par deux
ouverts disjoints, i.e.

(r,y € Esx#y) = (301,02 € T;x €61,y € aetd NG =0)

Définition 1.1.5. Soit (E,T) un espace topologique.

e V € E est dit voisinage de x € E, si il existe  C T tel quex € 6 C V
. L’ensemble des voisinages de = est noté V(x).

e Une partie W C V(x) est dite systéme fondamentale de voisinage de
x si tout élément de V(x) contient un élément de W i.e.

VW eV(x),IWeW :WcCV

o FCFE estdit fermési E—FeT .

e Soit A C E, on dit que x € E est intérieur & A, si A est un voisinage
de x. L’ensemble des points intérieurs o A est appelé ensemble inté-
rieur et noté A° (c’est le plus grand ouvert contenu dans A).

e Soit A C E, on dit que x € E est adhérant G A, si pour tout voisinage
VeV)onaVNA#D; Lensemble des points adhérants a A est
appelé adhérence de A et noté A (c’est le plus petit fermé qui contient

A).

e On dit qu’une partie B C T est une base d’ouverts lorsque tout ouvert
est une réunion d’éléments de B i.e.

V0 € T:3(Us)se; € B: 0= U
el
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o (Premiére aziome de dénombrabilité) La topologie T est dite locale-
ment dénombrable si tout élément x € E admet un systéme fonda-
mentale dénombrable de voisinages ouverts.

o (Deuziéeme aziome de dénombrabilité) La topologie T est dite a base
dénombable si elle admet une base dénombrable d’ouverts.

Définition 1.1.6. Soit E un ensemble non vide, (E;T;);c; des espaces topo-
logiques et f; : E — E; une famille d’applications. La topologie initiale sur
E est la topologie la moins fine rendant continue les applications f;, Vi € I.
La base de la topologie initiale est donnée par :

B=q () fi"(05);JCI,Jfini etf; €T,
jedJ

Définition 1.1.7. Soit E un ensemble non vide, (F;T;)icr des espaces to-
pologiques et f; : E; — E une famille d’applications. La topologie finale sur
E est la plus petite topologie rendant continue les applications f;, Vi € I. La
topologie finale est définie par :

T={0CE,f " 0)eT,viecl}

1.2 Variétés Différentiables

Définition 1.2.1. Une variété différentiable de dimension n est un espace
topologique séparé M muni d’un atlas différentiable U de dimension n, on la
note par le couple (M,U). Dans le cas général on note :

1. atl(M) = Umax ['atlas mazimal de M.
2. atl(M,z) = {(U, ¢) € Upax,x € U}.

Remarque 1.2.1.

1. 1l existe des variétés topologiques compactes qui ne soient sous ja-
centes 4 aucune structure de variété différentiable

2. Un atlas de classe OF (k> 1) sur une variété différentiable M induit

un atlas de classe C' pour tout | < k, en particulier,une structure de
variete topologique sur M.
Inversement,étant donné un atlas Ao de classe C* sur M, avec k > 1,
il existe un atlas B sur M de classe C™° induisant un atlas A de classe
C*, qui est C*-équivalent a Ao (A ~ Ag) . Ce résultat a été démontré
par H. Whitney.
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3. Si les changements de cartes d’un atlas sont analytiques,la variété M
sera dite analytique

4. 5t Uon remplace R™ par C™ dans les définitions qui précédent,on ob-
tient la notion d’atlas analytique complexe et de variété analytique
compleze(variété analytique).
Un atlas analytique complexe est aussi un atlas analytique réel et la
structure de variété analytique réelle correspondante sera dite sous
jacente & la structure de variété analytique complexe.

1.2.1 Exemples de Variétés Différentiables
L’espace R"

Muni de application Idgn : £ — x , I'espace R" est une variété diffé-
rentiable de dimension n et de C°.

Surface réguliére de R?

Soit f une application d’un ouvert W de R3 a valeurs réelles,de classe C*
avec (k > 1) et soit M = f~1(0) I'ensemble des éléments (1,29, r3) € R3
tels que f(x1,x2,23) = 0 supposé non vide. On dit que M est réguliére
si,pour tout p € M | le gradient;

(VH)(p) = (5‘;1<p>, L, g;3<p>)

de f est non nul.

Proposition 1.2.1. Si M est réguliére,alors, M est une variété différentiable
de dimension 2 de classe C*.

La sphére S™
Pour chaque entier naturel n, on dénote par S™ la sphére unité de R+ :

et,désignons par (e;)1<i<n+1 la base canonique de R"*! et par En I'hyperplan
de R**! deéfini par ’équation 2,1 = 0 (E, est appelé hyperplan équatorial
de S™), on identifie évidemment ’hyperplan équatorial avec R"

On appelle pole nord(resp.pole sud)de la sphere S™, le point N = (0, ...,0,1)
(resp. S = (0,...,0,—1)).

On considére le recouvrement ouvert de la sphére S™ défini par les ouverts
suivants Uy et Ug définis par :

Uy = 8" — {N}etUs = S" — {S}
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On appelle projection stéréographique du pole nord,’application ¢ de Uy
a valeurs dans 'hyperplan équatorial E,,, associant & un élément M de S™ —
{N} , lintersection ¢y (M) de la droite (NM) avec 'hyperplan équatoriel
E, :

{on(M)} = (NM) () En

De méme,la projection stéréographique du péle sud est 'application ¢g de
Us a valeurs dans I’hyperplan équatorial F,,, associant & un élément M de
S"—{S} ,lintersection pg(M) de la droite (SM) avec I'hyperplan équatorial
E, :

{es(M)} = (SM) () Ex

Ainsi :
N x1 In
ON (X1, .oy T, Tyg1) = (1 R R _an)
pour tout (z1,...,%n, Tnt1) € Uy, et
N T In
05 (T1, .y Tpy Tp1) = (1+$n+1’.”7 . +$n+1)

L’ensemble ¢y, wg définit un atlas de classe C*° sur la sphére S™, ce qui
confére a la sphére S™ une structure de variété différentiable de dimension n
et de classe C°.

Exemple 1.2.1. La sphere S' = {(z,y) € R%; 22 + y? = 1} est une variété
de dimension 1 munie des projections suivantes :

@J:U;:{(x,y)ESl,y>0} — |-1L1cR
(z,y) — =

(e -1 — U}
T (:p,\/lfmz)

¢;:U;:{(x,y)651,y<0} - |-1L1cR

(z,y) — =«

(o)) " l-11 = Uy

T (:B,—\/l—xz)

ol U = {(z,y) € Stz >0} - |-1L1cCR
(z,y) — y



1.2. Variétés Différentiables 12

(eH) ) -1,1] = Uf
y ( 1—y2,y>

¢y Uy ={(z,y) € Sz <0} - ]-11cR
(r,y) = y

((p;)il J-11 — U,
y (— 1—y2,y)
Ona :
a) S'=USUU,; UUSUU,
b) U nU,; =0,U;NU,; =0
c)
-1
@y o (ex) 10,11 — ]0,1]

z 1— 22

est un difféomorphisme de classe C™.

De la méme on démontre que ¢, o (eh)7! , 08 © (o7) " et @, o (x)”
sont des difféomorphismes de classe C*°.

Donc St est une variété de dimension 1 muni de Uatlas :

U={US05) . Uy 0,), (U e7) . Uz, 92) }
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1.2.2 Espace Tangent

on note par
e C®(M)={f: M — R, f est de classe C*°}, germe de fonctions.

e C®(M,z) = {f : M — R, f est de classe C* au voisnage de z},
germe de fonctions en .

o (C*, +x,+) est une algebre.

Définition 1.2.2. Soit M™ une variété de dimension m. Une courbe pas-
sant par x € M est une application v : I C R — M d’un interval I C R @
image dans la variété M, tel que 0 € I et y(0) = x.

On note par Ky = {y: I C R — M~(0) = z} On définit sur K, une
relation d’équivalence par :

d((p071)(0> _ d(<)0072) (O)

(717'72 S ,C:E) 3 717372 g El(Ua (P) € atl(va) : dt

(1.1)

Remarque 1.2.2. En vertu de la compatibilté des cartes, la relation
est indépendante de la carte choisie.

Définition 1.2.3.

e L’ensemble quotient T, M = (ICm)/R est appelé espace tangent ¢ la
variété M en x.

o La classe d’équivalence 4(0) est dite vecteur tangent a la variété M
en .

¢ Structure Vectoriel sur 7, M
Soit (U, @) € atl(M), on pose
Go:TuM — R

50 - 222 (12)
De la définition de la relation d’équivalence R (formule ([1.1])), on déduit que
@ est une application injective.
Pour y € R", il existe € > 0 tel que Vt €] — €, +¢] on a p(x) +ty € p(U).
Si on note 7 : t €] — €, +e[— ¢ ((x) + ty) € U alors 7 est une courbe
passant par z telle que ©,(%(0)) = y en déduit que @, est surjective. Donc
@ est une application bijective.
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Si (U, ), (V,9) € atl(M, x) alors

Beoli') = < [(eov )W) + )],
= Jyw (o) -y

est une application linéaire bijective, ce nous permet de transporter d’une
maniére indépendante de la carte choisie, la structure d’espace vectoriel de
R™ a T, M par les formules suivantes :

$1(0) +42(0) = &, (Bz (11(0)) + &z (52(0)))
= & (jt(so )= O+jt<90°’72)t:0>
M1(0) = &t (A @ (51(0)))
- </\ %((poyl) > (1.3)

(T, M,+,.) est un espace vectoriel sur R de dimension dim(T, M) = m =
dim(M).

Remarque 1.2.3.

1. Si (U, ), (V,v) € atl(M, z) alors
Bt (B (n(0) + X 5o (32(0)) = 6 (W 03, ") (Be (12(0)) + A G (52(0)))
= Ut o (o 3 (@0 va") 0 Pulin(0))
A (Ba 0 Gr) 0 Dal(2(0)) )
= G o W0 @) o (o vz ) ($aln(0)
+ A+ a(32(0)))
= 0 (1) + A Bulia(0) (1)
2. @y : TuM — R™ est un isomorphisme d’espaces vecoriels.

Notation 1.2.1.

1. Relativement a une carte (U, ) € atl(M,x) on a o(x) = (o' (), ....., ™ (x)) €
R™. On note alors 2* = p'(x)(1 <i < m).

2. Une carte (U, ) € atl(M) sera noté (U,xt,1 <1i < m).

3. Si (e1,...,em) est la base canonique de l’espace vectoriel R™ alors
o= 1(e;) est noté par 3%2‘/35 ou 0/,
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4- (8%/96, e %/m) est une base locale relativement a la carte (U, z%).
5. %/x est le vecteur associé a la courbe v(t) = o~ 1(p(z) +t - e;)

6. Sive TyM tel que p(v) =y = (y',...,y™) € R™, alors (par Conven-
tion d’Einstein), on obtient

; 0 .
v = Zy@xz/z 8:):@/33 =4(0)

ot y(t) = ¢~ () +t-y)

Définition 1.2.4. Une action d’un vecteur v = ¥(0) € T, M sur le germe
des fonctions C*°(M,x) est Uapplication définie par

v:C®M,z) — R

o= djj o)
Propriété 1.2.1. Si A e R, v = ' 8 s etw=w dai relativement 4 une
carte (U, ) , alors
d(foep? t(vh,... o™
of) = (foy (sO(x)thr (v!,...,0™) )
O(fopt
=3 Uoe™) (oot
ol
= vla(falf )( (x)) ( Convention d’Einstein)
. u(p) =i
° /\.U—i—w—()\v —|—w)821.
. Av+w)(f) = M(f) +w(f).
Propriété 1.2.2.
1oo(f+g) =v(f) +v(g)
2. v(A-f) = A-u(f)
3. v(f-g9) = f(x)v(g) + g(x)v(f) (Formule de Leibnitz).
4. v( Const ) =

Théoréme 1.2.1. Si L : T,M — R est une application qui vérifie les
Propriétés précédentes, alors il existe un unique vecteur v € T, M tel
L=w.
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Preuve. Soit (U, p) € atl(M,xy), d’aprés la formule de développement li-
mité, on a

(¢ (x0)) + (' — &' (x0)) (27 — ¢ (0)) aij (x0)

o -1 . . . .
foe Tl y) = f(xo)+(yi—<p"(wo))8(faaf)(w(wo))Jr(yZ—w’(wo)) (v — ¢’ (20)) aij (x0)
0wl
Fa) = o)+ (o = o)) 222
d(for™)

f@) = f(z0)+ (¢'(x) — &' (20)) —om (¢ (20))

+ (@' () — &' (z0)) (& (x) — ¢’ (w0)) aij (x0)

d’ou
iy O(fop™
) = 16) ) ()
o 0
= v(/f)
ouv=L(¢") 821' Jz0 De la fomule v' = L(¢%) (1 < i < m), on déduit l'unicité

du vecteur v.

Définition 1.2.5. Soit M™ une variété de dimension m. L’ensemble TM =
Uzenr TeM est dit espace tangent a la variété M.

Remarque 1.2.4.

1. Sixz#a alors T,MN\TyM =0
2. Soit K={y:ICR— M C C*®,0 € I} l’ensemble des courbes de

classe C™ au voisinage de 0 € R. Si R est la relation d’équivalence
définie sur IC par :

d(pom) d(po72)

20 (0) = 0)
ot (U, ) € atl(M), alors TM = K,g = {¥(0),y € K}
En vertu de la compatibilité des cartes, la relation R est indépendante
de la carte choisie.

3. St U est un ouvert de M, alors T, U =T, M et TU = UpcyT, M

MRy < (71(0) =42(0)) et <

1.2.3 Application Tangente

Définition 1.2.6. Soitent M™ et N" deux variétés différentiables et soit
f: M — N une application de classe C* . L’application tangent de f au
point p est Uapplication linéaire fi : TyM — Ty, N définie par : (fv)g =
v(go f); Vg e C®(f(p));veT,M. On peut écrire aussi Tpf ou fup.
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Remarque 1.2.5.

1. pour tout v € T,M ,f.v est un vecteur tangent au point f(p) et f.
Uapplication est linéaire.

2. fup=1f(p) i M =R™ et N =R" (avec T,R" =R")

8. (g0 f)ip = Gupp) © fsp; si M ; N et L trois variétés différentiables et
fM—N,g:N—L deua: application de classe C'*° pour tout
peM.

4. soient v € T,M ety : 1 — M une courbe de classe C™ telle que
v(0) =p et 9 =v.

Proposition 1.2.2.

1. fiv=a6g st f: M — N de classe C®° et a = foy: 1 — N Soit
x = (2%, ...,2™) les coordonnées locales de p € M™ et y = (y*,...,y")
les coordonnées locales de f(p) € N™. La matrice de f. : TyM —

Tty N par rapport a les bases (a‘9 Jp,i=1l.met (8 7)) J=1.n

0 )
<8l’j> Zf*<8l’j> v <8yj>f(p)’1§]§m

2. Soil f: M — N de classe C*™ el p € M alors f : TyM — Tp,) N
est un isomorphisme si est seulement si f est un difféomorphisme
locale au point p

Exemple 1.2.2.

1. 51V =R" , alors T,R" = R".
2. Si f: M — R est de classe C* et p € M ; on définit la défférentielle
de f par df : T,M — R telle que dfv = vf ;v € T,M ; on peut la

deszgner aussi par df, par lisomorphisme, i : R — Ty, R on obtient
df =i~ o f.; nous identifions df = f. .(voir le diagramme @)
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1.3 Fibré Tengant

Soit M une variété différentiable de dimension n.

Proposition 1.3.1. Le fibré tangent TM = UpeM T,M est une variété
différentiable de dimension 2n. Démonstration. On vérifie les axiomes :

1. TM est une variété topologique :

2. TM posséde une structure différentiable : ['ensemble

{(=1U),75) | (U,6) € Am}

est un atlas différentiable sur TM. En effet, on vérifie les aziomes de
Uatlas différentiable :

a) {W_I(U)}(Uzb)eAM recouvre TM : comme montré plus haut,

pour tout U ouvert dans M, 7=*(U) est ouvert dans TM. Comme
T est surjective,

TM =7 Y(M) =71 U vl= U '
(U,9)eAM (U,0)eAM

b) les cartes de TM sont compatibles : soient (m= (U),7y), (n=1(V),7y) €
Arar, pour (U, ), (V,¥) € Ay, telles que 7= (U) N7~ 1 (V) #£ ().
Alors,

Ty © 7'(;1 DT (W_I(U) N W_I(V)) — Ty (Tr_l(U) N W_I(V))
et
Ty O 7'1;1 LT (Wﬁl(U) N 71'71(‘/)) — Ty (7r71(U) N ﬂfl(V))

sont différentiables. On ne vérifie que le premier cas, le deuxiéme
étant analogue :

T (1N U)Na (V) =7 (a7 (UNV)) =p(UNV) x R"
et
T (TN U)NTTH V) =1 (7N UNV)) =4p(UNV) x R

Soit maintenant n, Uisomorphisme linéaire associé a la carte (V, ) €
Apr. Alors,

Ty o1yt =(Womig)o(dom b)) = (om0 (dfl o, 9;_11)

= (oo g 00k ) = (oo™ d(wos))
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Comme ) et ¢ sont des cartes, 1 o ¢~ 1, d (¢o¢_1) est diffé-
rentiable ; de plus, d(zpoqb_l) est linéaire, donc différentiable.
Comme fxg: M x P — N xT est différentiable si f : M — N
et g : P — T sont différentiables, il s’ensuit que Ty o T¢_1 est
différentiable.

1.3.1 Champ de Vecteurs

Définition 1.3.1. Un champ de vecteurs (ou section) sur une variété M est
une application X : M — TM telle que mo X = Idyy

X
M — TM
Tdn ™ '
M

On note par H(M) ou I'(TM) ’ensemble des champs de vecteurs de classe
C*> sur M.

Propriété 1.3.1.

1. VX eT'(TM)) ,Vr e M on a X(x) =X, € T, M.

2. Soient XY e I(TM) et « € C®(M), on définit X +Y € I'(TM) et
aX € (T M) par les formules

(X+Y)z) = X(@)+Y(x)eT,M
(aX)(z) = alx)X(x)e T,M
3. Soit U est un ouwvert de M, on a TU est un ouvert de T'M tel que si

X e (M) alors Xy : x € U — X, € TU est champ de vecteurs
sur U.

4. Soit (U, p) € atl(M) une carte locale, si on pose

9:U — TUCTM ,(1<i<m)
)

alors (01, ...,0m) est une base champs de vecteurs sur U.

5. Soit (U, @) € atl(M) une carte locale, si X € T'(U) alors X = X'0;
tels que X'(x) = mi(@2(Xy)) ot m; : R™ — R est la i-éme projection.
On déduit que 'ezpression locale de p o X est donnée par

poX:U — UCR™
r — (z, X1 X™)

Les fonctions X', ..., X™ sont appelés composantes locale de X rela-
tivement a la carte (U, ) .
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6. Si X =X'0; ,Y =Y'0; relativement a la carte (U, p) et a € C*®(U)
alors X +aY = (X' + aY?)0;
7. SiR™ est muni de atlas usuelle alors H(R™) s’identifie a (C°°(R™))™

Théoréme 1.3.1. Une section X : M — TM est de classe C* si et
seulement si relativement a toute carte (U,¢) € atl(M), les composantes
(X1, ..., X™) sont de classe C* (i.e. X' € CK(U) ,1<i<m).

Preuve. En effet, toute carte (U, ) € atl(M) induit une carte (m~1(U), p) €
atl(TM) et on a

X
U — Y U)
ol e
oU) U)X (®™)
poXop!

D’apres (5) du Propriétés on obtient
(FoXop M)(z)=(2,X' 00 !(2),... X" 0 0™ (2))
Théoréme 1.3.2. Soit M™ une variété de dimension m et {U;};er un re-

couvrement ouvert de M. Si {X;}icr est une famille de Champs de vecteurs
différentiables telle que

(Viel) : X;e€HU;)
Vi, jel) : X;=X; sur U;NU;j
alors il existe un unique champ de vecteurs X € H(M) tel que

Preuve. De la formule (L.5) en obtient l'unicité du champ de vacteurs X.
Soit {0;,a}jcs une partition de lunité subordonée a {U;}icr . Pour j € J
il existe k;j € I tel que 0; C Uy; , si on pose :

Xj = Oéijj ,Vield
X = ZYJ = Zankj
jed jed

alors
1. X; € H(U) tel que supp (X;) C 6; C Uy,
2. X € H(M) tel que pour x € U;, on a
X() = aj(@)Xyj(2) = Y aj(@) Xi(x) = X,(x) (1.6)

jed jed
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1.3.2 Crochets et Algébre de Lie

Définition 1.3.2. Une algébre de Lie est un espace vectoriel g muni d’une
opération bilinéaire [,] qu’on appelle crochet de Lie, qui a les propriétés sui-
vantes :

1. [a,b] = —[b,a] , pour tout a,b € g (est une antisymélriques)
2. le crochet satisfait l'identité de Jacobi :

[[a7 b]?d + [[67 a]7b} + [[b7 C]7a] =0
pour tout a,b,c € g

Corollaire 1.3.1. Les champs de vecteurs X(M) forment une algébre de
Lie, avec le crochet

(X, Y]f = X(Y () - Y(X(f), feC®(M)

qui vaut en coordonnées locales,

IV CEN> AN
XY = Z <X Ox’ -Y 8xi>8xj

,5=1

Preuve. Le crochet de Lie sur X(M) est induit par le crochet de Lie naturel
sur les dérivations D(C*°(M),C>°(M)) , donné par :

[DI,DQ] = D1 OD2 - DQ OD1

Proposition 1.3.2. Si XY, Z € X(M) , a,b € R , et f,g € C*°(M) ,
alors :

1. [a,a] =0, pour tout a € g

2. [aX +bY,Z) =alX, Z] +b]Y, Z]

3. ([ X, Y], Z]+[[Z, X],Y]| = [X,[Y,Z]] (Uidentité de Leibniz)

4 [FX,gY] = folX, Y] + FX(9)Y — g¥ (/)X
Lemme 1.3.1. Soient (U, ) , ¢ = (p1,...,0n) , une carte et {3‘21 =0,
i=1,..,n}, les cootdonnées de champ de vecteur correspond, alors

[6¢,8j] =0 WVi,j¢€ {1, ,n}

Exemple 1.3.1. Dans R", avec X = 8 ety = a s ona XY -g= 8:51725;2

1l est cependant possible de définir un champ de vecteurs & partir du produit.

Définition 1.3.3. Le crochet de Lie de deur champs de vecteurs X,Y €
X (M) est le champ de vecteurs

[X,Y]=XY -YX
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Pour que cette définition soit correcte il faut montrer que XY — Y X est
bien un champ de vecteurs, c’est-a-dire une dérwation sur C*°(M) . Or la
linéarité est évidente et la régle de Leibniz se déduit du calcul de proposi-

tion(1.3.9) :

[(X.Y]-(fg) = XY -(fg)-YX- (fg)
— FXY g4 gXY - f—fYX-g—qgVYX-f
= f[X,Y]-g—l—g[X,Y]~f

En coordonnées locales, un champ de vecteurs étant donné sous la forme
X(z)=31", X’(m)% , les composantes du crochet de Lie [X,Y](z) sont

XY =Y (xjm @) v <x>) —X-Yi@) - Y- Xi(a)

J=1

OxT
teur des composantes de X , on obtient

Matriciellement, en notée JX (x) = <8Xl (a:)) la matrice jacobienne du vec-

(X, V]! (x) XH(x) Yi(z)
: =JY(x) : —JX(x)

X, Y] () X"(x) Y7 (x)

Exemple 1.3.2.

1. Dans R", considérons des champs de vecteurs linéaires, c¢’est-a-dere
que, dans la base des %, ils s’écrivent matriciellement comme X (x) =
Az el Y(z) = Bx,z € R" lel que A et B élant des malrices (n x n)
a coefficients constants. Le crochet de Lie de ces champs de vecteurs
s’écrit alors

(X, Y)(z) =JY ()X (z) — JX(2)Y(x) = (BA— AB)x

2.8 X = 8?& et Y = 2 alors [X,Y] = 0. Plus généralement si

dx3
X et'Y sont constants dans un systéme des coordonnées, c’est- a -
dire X'(z),..., X" (z) et Y(2),...,Y" () sont tous constants, alors

[X,Y] =0 sur le domaine des coordonnées.
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1.4 Connexion Linéaire

Définition 1.4.1. Soit M™ une variété de dimension m. Une connerion
linéaire sur M (ou derivée covariante de champs de vacteurs) est une appli-
cation

V:I'(TM)xT'(T'M) — T'(TM)
(X,Y) — VxY
qui verifie les conditions suivantes :
1L Vy, x'Y =VxY + fVY  (C®(M) - linaire).
2. Vx(Y +AY) = VxY +A\VxY' (R - linaire).
3. VxfY = (Vxf)Y + fVxY = X(f)Y + fVxY .

Exemple 1.4.1. Soit R™ muni de latlas usuelle {(R™,Id)} , si X =
(X1 ., X™) e (C®RM™))™ et Y = (Y1,...,Y™) € (C®(R™))™ alors

ovt oym™
VxY = - X', ... — X"
X (8:1:Z T Qat >

= (X (YYH,...,x@1¥™)
= (VxY',...,VxY™)
est une connexion linéaire sur R™ .

Proposition 1.4.1. Soient M™ une variété et X, Y € H(M). Si U un
ouvert de M tel que X,y = 0 alors (VxY),; =0

Preuve. Soient V C U ouvert voisinage de x et f € C°°(M) tels que fy =
Let fye=0,o0na

fX =
VixY =

d’ot (VixY)s = f(2)VxY =0 comme f(x) =1 on déduit que (VxY), =0
Corollaire 1.4.1. Soient M™ une variété et X1,Xo € H(M). Si U est un
ouwvert de M tel que X1,y = Xo/y alors

(VY S %(M) : (VX1Y)/U = (VXQY)/U

Proposition 1.4.2. Soient M™ une variété et X,Y € H(M). Si U est un
ouvert de M tel que Y,y =0 alors (VxY),;y =0
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Preuve. Soient x € U , V C U ouvert voisinage de x et f € C®(M) tels
que fry =1et fjye =0, on a
fY = 0
VfY = 0=X(f)Y + [VxY
dot (VxfY), = X(f)(@)Ye + f(2)(VxY)s = f(2)(VxY), = 0 comme
f(z) =1 on déduit que (VxY ), =0 .

Corollaire 1.4.2. Soit M™ une variété et Y1,Ys € H(M). Si U est un
ouvert de M tel que Y1,y = Yoy alors

(VX S H(M) : (val)/U = (VXyQ)/U

Proposition 1.4.3. Soit M™ une variété et V une connexion linéaire sur
M. Si U est un ouvert de M alors V induit une connexion linéaire sur U
définie par
V:HU)xHU) — HU)
(X,Y) — VxY

telle que N
(VXY):L" = (VXY):L"
ot X=XetY =Y sur un voisinage de x, i.e. il existe V.C U un ouvert
voisinage de x tel que Xy = X,y et Y,y =Yy .
Proposition 1.4.4. Soit M™ une variété, V une connexion linéaire sur M

et X, Y e H(M). Six € M tel que X, =0 alors (VxY), =0 .

Preuve. Relativement a une carte (U,p) € atl(M,x) on a X = X'0; et
Y = Xjﬁj , de la Proposition V in duit une connezion sur U et on a
(VxY), = X'Y2)0; (Y?)9; + X' ()Y (2) (V5,0;),

= X'(x) [(‘h (YJ) 0; + Y/ (x) (Vaif)j)m]
=0
Corollaire 1.4.3. Soit M™ une variété, V une connexion linéaire sur M et

XY, ZeH(M) . Sixe M tel que X, =Y, alors (VxZ), = (VyZ),.
Le Corollaire nous permet de poser la définition suivante :

Définition 1.4.2. Soit M™ une variété de dimension m et V une connexion
sur M. Si x € M alors V induit une dérivée covariante par rapport au
vecteurs tangents définie par :

Vi T,M x H(M) —s V:ToM
(v,Y) — V,Y =(VxY),

ot X € H(M) tel que Xz =v .
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Définition 1.4.3. Soient M une variété de dimension m et V une connexion
sur M. Soit (01, ...,0m) la base locale de champs de vecteurs relativement
une carte (U,p). On a

Vo, 0; =T50,, (1<i,j<m) (1.7)
ot Ffj € C™ appelé coefficient de Christoffel.
Si X = X'0; et Y = Y79, relativement a la carte (U, ), alors
VyY = X [ai (Y’“) + Yﬂ'rg} O (1.8)
Proposition 1.4.5. Soient M™ wune variété de dimension m et V une

connexion sur M. Si (01,...,0m) (resp. (01, ...,0m)) désigne la base locale
de champs de vecteurs relativement a une carte (U, o) (resp. (V,4)) alors

—t o
I, = agap, [0, (a}) +alrh] (1.9)
o
i Optoy!
T
i OlopT!
aj = 78:[;‘7 o
—q i\ —1
(aj)ij = (aj)ij

Preuve. On a J), = a}%@i ( resp.O = W)ﬁi)
Va_gj = vafas aé@l
= af [65 (aé) o+ aéFfsak}
= a [85 (a?) + aéFfS} O
= a; [85 (a?) + aé—f‘fs} a0y
Proposition 1.4.6. Soient M™ une variété de dimension m et V une

connexion sur M. Si (01,...,0m) (resp. (91, ...,0m)) désigne la base locale
de champs de vecteurs relativement a une carte (U, @) (resp. (V,4)) alors

T, = ap AL + asabal T}, (1.10)
ou
82g0k o wfl

Ak — —
K Oz Ox?

oY
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Preuve. On a

0 [(0pFoy! _
o () = g (P e o)

_ (2o ooy
B ( Oxloxd Ow>< oz* O(p>

A

IR T R v
I 4k
= asAlj
De la formule on obtient
fzj = aal, [88 (a?) + aé-I‘fS}

= apajalAf; + ajabal T},
= a0, A}, + ajaba@i I},
= ap Al + ajabalTf,
Définition 1.4.4. Une connezrion V sur une variété M™ est dite localement

plate au voisinage de x € M, s’il existe une carte (U, ) € atl(M,x) tel que
(V1 <i,j,k<m):TF =0

Remarque 1.4.1. Si (V1 < i,j5,k < m) : I‘fj = 0 relativement a la carte
(U, ) € atl(M, z), alors pour toute carte (V,v) € atl(M,x), on a d’aprés la
formule

2k o o1
ai AL, :agwow (1.11)
Définition 1.4.5. Une connezion V sur une variété M™ est dite localement
symétrique au voisinage de x € M |, sl existe une carte (U, ) € atl(M,x)
tel que

=t

(V1 <i,j,k<m): T} =T%

Remarque 1.4.2. Soit (U,¢) € atl(M,z) une carte de symétrie pour la
connexion V .

1. 8i (01, ...,0m) désigne la base locale de champs de vecteurs relative-
ment a la carte de symétrie (U, p), alors

Vo,0; — Vi, 05 = (rfj - r;z) O =0

2.5 X =X'0,€e H(U) et Y =Y79; € H(U), alors
VxY - VyX = X'0;(Y)0; = Y79; (X") 9; + X'Y'V,0; = YIX'Vy,0;
AV k k
= [X7 Y]



1.5. Géodésiques 27

5. St (V,4) € atl(M,z) , de la formule (1.1(), on obtient

=t _ _
= @Al + ajaja Ly,

] J J
_ =t Ak s -tk
= A5+ aja;aly

= ap Ak +diatalrh,
=t
]
Définition 1.4.6. Une connexion linéaire V est dite symétrique si et seule-
ment st
VX, Y e H(M): VxY —-VyX =[X,Y] (1.12)
i.e
(V(U, p)€ati(M): T =Tk (1<ijk<m) (1.13)
Définition 1.4.7. Un champ de vecteurs Y € H(M) est dit parallel relati-
vement & une connexion V si et seulement si

(VX eEM): VxY =0

Localement, de la formule (@, on déduit que Y est parallél si et seule-
ment st 4
) (Y’f) FYITE =0 L, (1<ik<m) (1.14)

Si 'V est plate sur une carte (U, ) (i.e. Ffj =0 ) alors Y est parallel si
et seulement si Y est constant Y = Yj8j ,ouY) (1 <i<m ) sont des
fonctions constantes.

1.5 Géodésiques

Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété pseudo Riemannainne de dimen-
sion n .Une courbe v : I — M est dite courbe géodésique D¢y = 0 1,e
4 est paralléle En corrdonneé locales , v est une géodésique ssi 5(t) +
"}/i(t)"yj(t)Ffj(’y(t)) = 0 pour tout k € {1,...,n} ou v € (U,p) une carte
de A et telle que
(o)) = (1), - V" (1))

Si tout géodésique sur une variété pseudo Riemannainne (M, g) est définie
sur R tout entier , alors sera dite une variété géodésiquement compléte

Remarque 1.5.1. Si~y est une géodésique sur (M, g) alors :
Gyt)(Y(t),¥(t)) = constant

Exemple 1.5.1. soit (R", X7 dn?) on a Ffj =0, Vi,jk € {l,...,n} et
donc § : I — R™ est une géodésique ssi ¥*(t) = 0 pour tout k € {1,...,n}
on en déduit que les géodésique de R™ sont données par : y(t) = at + b ,
a,beR"  teR
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Exemple 1.5.2. Déterminer les géodésique sur (R, g = e™dn?) .

Tl = 5, 7 géodésique <> v+ 3(%)2 = 0 d'ou v (t) = 2_2,_1;15 et donc
y(t) = ¢+ 2In(1 + %t) sur t E]_TQ,—FOO[ stv>0surR siv =0 etsur
-2

] — o0, [ siv <0 ,(R,e"dn?) n'est par géodésiquenment complele

1.5.1 Transport Paralléele

Proposition 1.5.1. soit v: I — M une courbe sur M et soit a € I.
Alors pour tout v € T (q)M il existe un unique champ parallele le leng de
, V tel que V(a) = v de plus, si b € I,alors lapplication :

P=PY): (TyyM.gy@w) — (Toywm)M,g,0)
v — V(b)

est une immétrie linéaire appelée transport paralléle entre v(a) et ~(b)
le leng de

Preuve.
v : I — M étant une courbe sur M v € T, ()M , si 'V est une champ de
vecteurs le leng de v alors V' est paralléle i.e P,V = 0 si et suelement si

—~

VE@+ " (VI ()T (4(t) = 0

on cherche un unique V € (X)(v) tel que D,V =0 et V(a) = v ceci découle
immédiatement du théréme fondamental d’existence et d’unicité de systémes
des equations différentielles a dinaires.

considérun alors application

P T’y(a)M — T’y(b)M
v +— P(v)=V(b)

ou V' est 'unique champ de vecteurs le leng de v qui est paralléle et tel que
v="V(a)

P est bien linéaire
suivant v,w € T, (,)M il existe alors un unique V' € X() et un unique
W € X(7) tels que :
v="V(a) et DV =0
w=W(a) et DW =0

on a alors : P(v+w) = (V+W)(b)=V(b)+ W() = P(v) + P(w)
etsiAeR: POw) = (AV)(b) =\ V(b) = A~ P(v)
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P est bijectif

montrens qui P est injectif , soit alors v € T, )M tel que P(v) = 0,
ona alors V(b) = 0 et D;V = 0 ,d’autres part la vecteur tangent nul , peut
s’écrire comme

o=06(b) ou 6eX(y)
De plus 6 est un champ paralléle le leng de v , Dy = 0 ainsi par uni-
cité , montre que V.= 0 d'ott v = V(a) = 6(a) = 0, part alors injectif
dim T’y(a)M = dim T,y(b)M , P dévient bijectif
P est une Immétrie

on doit montre :

Gry(b) (P(’U), P(’LU)) = Gy(a) (’U, ’U))
considérns les deux champs le leng de v, V. W , on a alors :

%g'y(t)(V(t)v W(t) = gy0) (DeV) (), W(t)) + gy (V (1), (D:W)(2))

%gw(t)(V(t), W (t)) = 0 puis que D,V = D}W =0
Ainsi , g, (V(t), W(t)) est constant , on a alors :

Gy (P(v), P(w)) = gy (V(b), W (D))
= g,y(a)(V(a),W(a))



Chapitre 2

Variété Riemannienne

Définition 2.0.1. Sotent Vi, Vo, ..., Vi, et W des espaces vectoriels, soit F
une application de Vi X ... x Vi, — W. On dit que Uapplication F' est k-linéaire
ou (multilinéaire) si elle est linéaire sur chaque variable c.a.d

F(Ul, ey QUG F ﬁviQ, ...,’Uk) = OéF(’Ul, ey Vig s ...ﬂ)k) + 5F(1)1, ey Vi ...,Uk)

Pour tout o, € Keti=1,...,k. Soit V un espace vectoriel sur R, l'applica-
tion w: V — R est applée un covecteur, l’ensemble des covecteurs est applée
le dual de V noté V*.

On va considérer que (w,v) = (v,w) =w(v) ER, veV, weV*

Proposition 2.0.1. Si (v1,...,v,) est une base de V espace vectoriel de
dimension n, alors (wl,...,w") est une base de V* et on a w’(v;) = ;5. En
particulier, dim V = dim V*.

2.1 Notions de Tenseur

1. Un k-tenseur covariant sur V est une application k-linéaire V¥ — R
tel que V¥ = V x ... x V. On note T*(V) l'ensemble des tenseurs
—_———

k fois
k-covariante sur V

2. Un I-tenseur contravariant est une application linéaire sur V* — R.
On note T;3(V) T'ensemble des tenseurs [-contravariant sur V'

3. Un k-tenseur covariant et [-tenseur contravariante est une application
(k + I)-linéaire sur V¥ x V* — R. un tenseur de type (k,1) est k-
covariante et [-contravariante. On note T/“(V) I’ensemble des tenseurs
de type (k,1).

4. Par convention T°(V) = To(V) = R.

30
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Définition 2.1.1. le produit tensoriel de deuz tenseurs F € TF(V) et G €
TP (V) est le tenseur noté F @ G € TP (V)

l+q
1 l l _
F @ G(01,cvey Uy vy Uy W, oyl w0t H) =
1 l +1 !
F(vr, ., vp, wh, o, ") G (U415 ooy Vs 0T L w0t T9)

Lemme 2.1.1. Si (vy,...,vy) est la base de V' et (wi,...,wy) la base duale
correspondante a 'V (i.e. w'(vj) = 5;), alors le tenseur

W ® ... @ w* Qv Q.. ®@uyy, 1< Jp, ig <

forme une base de TF(V). Par conséquent, dim TF(V) = n**! Tenseurs sur
une variété

Définition 2.1.2. Pour tout p € M, définissons lespace vectoriel

TEIM=T,M® .. T,M@TiM ® .0 TiM

. Ve
s fois r fois

Un élément T € TZSS’T)M est un tenseur de type (s,r) au dessus de p. Dans
une base associée & des coordonnées (x;) au voisinage de p, il s’écrit

jl j'r
(p) ® d:v‘p ® ... @dz

(p)®..®

T, = i
lp J1--Jr (p) dzi, d;,

2.1.1 Meétrique Riemannienne sur une Variété

Définition 2.1.3. Une métrigue Riemannienne g sur une variété M est une
application,
g:T(TM)xT(TM) — C*®(M)
C(M) -bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive. Ou I'(T M)
désigne 'espace des champs de vecteurs sur la variété M.
Remarque 2.1.1. Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout
V.W eT'(TM), ona :
1. — g(V,W)=g(W,V) . (symétrique)
—g(V,V)=0=V =0. (non dégénérée)
— g(V,V)>0. (définie positive)
2. ge T (TM*) QT (TM*) Si (U,¢) est une carte sur M, alors :

k

9= gyda' ®dal (2.1)
i,j=1

ot g;; sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes
du tenseur métrique relativement & la carte (U,p). Localement, si
V=V'0etW =W ona:

g(V,W) = g;; V' W/
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8. Pour tout x € M on a
o TeM x T, M — R

est une forme bilinéaire, syméltrique, non dégénérée et définie positive,
ou T, M désigne l'espace tangent en x.

Définition 2.1.4. Une variété Riemannienne est un couple (M,g), ou M
est une variété différentiable et g une métrique Riemannienne sur le fibré
tangent (T M, 7, M).

Exemple 2.1.1. L’espace R"™ muni du produit scalaire standard

n

go(v,w) =Y viw;

i=1
ot v = (vi,...,0),,w=(wi,...,wy), € TR" et z € R"
Exemple 2.1.2. Dans la boule
D" = {z € R" | |lz]| < 1}

on consideére le tenseur gr défini par
4
gu (v, w) = 72290(1),10), v,w € T,R", x € D",
(L= [J]|?)
g est appelée la métrique hyperbolique sur D™.
Exemple 2.1.3. Soit M une sous-variété différentiable de R™. Pour tout
r €M, onal,MCT,R" En posant

g(v,w) = go(v,w) v,we T, M
on obtient la métrique Riemannienne induite par gg sur M.

Remarque 2.1.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension
n, (U,¢) et (V,¢) deuz cartes sur M, St g;; ( resp Gri) désignent les com-
posantes de g relativement a la carte (U, p)( resp (V,4)), alors pour tout
x € (UNV), le changement de coordonnées est donné par

y=y(@)=(y'...,y") =voyp (z)

= Oy oyt
gij = @@Qm
k=1
ot (8%1’ R %) et (aiyl’ el %) désignent les bases de champs de vec-

teurs associés respec- tiwement auz cartes (U, ) et (V,4). pour la preuve,
remarquons que pour tout i =1,...,n
0 " oyk 0

bu1 =~ 22 0l Oy
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2.1.2 Isomeétrie

Définition 2.1.5. Soit f : M — (N, h) un difféomorphisme local sur M
et h une métrique sur N. On définit une métrique g = f*h sur M, appelée
métrique tirée en arriére de h par f, en posant, pour tout (u,v) € T, M

(f*h)m(u7 U) = h(dmf(u)a dmf(v))

Définition 2.1.6. f : (M, g) — (N, h) est une isométrie (resp. une isométrie
locale) ssi f est un difféeomorphisme (resp. difféomorphisme local) et g = f*h.

Exemple 2.1.4. (R", ggn) est localement isométrique, mais pas isométrique.

2.1.3 Tenseur de Torsion

Définition 2.1.7. Soient M une variété différentiable et V une connexion
linéaire sur M. Le tenseur de torsion associé a V est une application vecto-

rielle C°°(M)-bilinéaire definie par
T:TYTM) xTHTM) — TYTM)
(X,Y) — T(X,Y)=VyY —VyX —[X,Y]
pour tout X, Y € TH(TM).
Remarque 2.1.3.

1. T est un champ de tenseur de type (1,2),

2. T(X, Y)=-T(Y, X) pour tout X, Y € TY(TM) (T est antisymé-
trique)

3. La connexion V est dite sans torsion si T =0 (i.e) pour tout X, Y €
I'YTM):[X,Y]=VxY - VyX

4. Pour tout x € M le tenseur de torsion T induit une application bili-
néaire vectoriel

T, T yMxT,M — T,M
(v,w) — (VxY),—(VyX), — [X,Y]s

on X,Y € TYTM), tel que X, = v et Y, = w indépendament du
choiz de X etY ).

2.2 Connexion de Levi-Civita
Théoréme 2.2.1. Sur toute variété Riemannienne (M™,g), il existe une
unique connewion linéaire V telle que pour tout (X,Y,Z) € X(M)3 on a
1/VxY = VyX+[X,Y], torsion libre(T =0)
2/Xq(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), compatibilite avec g

V est appellée connexion de Levi-Civita de la métrique g.
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Preuve

Unicité : Si une telle connexion existe ,on a

Xg(Y,Z)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) = g(vxY,2)+9(Y,vxZ)+g9(VvZ,X)
+9(Z, vy X) —9(vzX,Y) —g(X,vzY)
= g(Y,[X,Z])+g(X,[Y,Z])+g(Z,[X,Y])

parceque
VxZ -vvzX =X, 2], wvZ —-vzY =Y, Z], yxY + vy X = [X, Y]+
2y X. On a donc

oZ,VxY) = SIXg(Y,2)+Yg(Z,X) — Zg(X,Y) - g(X, [V, Z)) - 6(¥,[X, 2))

—g(Z, [X, Y])}

ce qui montrer que YV xY est défini de fagon unique.

Existance : L’identité (2.2)implique qu’il y’a une relation entre les symboles
de Christoffel de V et les coéfficients de matrice de g

1 89 ik Ogki  09ij
I J ! 1Y,
Z i ik = 2 ozt + oxJ + 6xk)

de cette expression suit la définition des Ffj en termes des g;;

oxt  Oxi  Oxt

k= lz(agﬂ Agui 3%]‘) Ik

Calculs en Coordonnées Locales

Soit (U, ¢) une carte sur M et (g;;) les coefficients de la métriques g dans
la carte on définit sur ¢(U) des fonctions

1< 9915 | Ogii  0gij
Tk = =N g9 9% 9Fis
2 lz_;g (6(131 + 81‘j (%ck

ou les coefficients gij sont ceux de la matrice (g;;) L.

5 . ;
On a alors de; (9:)3] Z Ik i ax . Les fonctions F sont appelées les sym-

boles de Christoffel de la metrlque ¢ dans la carte (U ,©).

(2.2)
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Remarque 2.2.1.

1. Pour tout (i,j,k), on a Ffj = F?z

2. (VxY)(m) ne dépend que des Ffj(m), de X(m) et de la connaissance
de'Y le long d’une courbe v de M vérifiant v(0) = m et ' (0) = X (m).

Exemple 2.2.1. On définit une connexion linéaire V sur R en VxY =

aY; N . L.
ZZj:l Xigtejou X = Yo Xiep et Y =371 | Yie; . Cette connezion vérifie

_ _ ° oY 0X;
1 Y -VyX = X,—L -V, —L)e; = [X,Y
/Vx Vy “221( Bz, ) Je; = [X, Y],
n
0X; Y;
2/ Z.grn(X,Y) = Zim—2L - Z;X; L
/ Z.g2(X.Y) ”221( oy, ~ L %igy)

= grn(VzX,Y) 4 grn(X,V2Y)

Exemple 2.2.2. (la sphére §?)

FIGURE 2.1 - la sphére S?

Nous paramétrons la surface X par

xr = rcosfsing
X(u,v) =¢ y= rsinfsingp
z= rcosf
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Calculons dx,dy et dz en termes de dr,df et dy nous obtenons
da? + dy? + dz% = dr® + r2d6? + r? sin? ¢dp? (2.3)
Le long de la sphére r = 1 et done dr = 0. Ainsi, I'équation devient
dz® + dy? + dz* = df? + sin® 0dp>.

nous avons, dans les composantes de la matrice et son inverse sont donnée
gii= | 91 912 | 10
Y 921 922 0 sin*¢

11 12
. g g 1 0
gv = [ 21 22 ] = [ 1 }
9 9 0 sin?6

2/ Les Symbole de Christoffel :

Iy = %[911(911,1 + 9111 — g11,1) + 12(912,1 + 9121 — 911,2)]
ri, = %[(0+0—0) +0(0+ 0 —0)]
Fh = F%z =0
F%Q = %[911(911,2 + 9211 — g211) + 912(922,1 + 9212 — 912,2)]
ri, = %[1(0+0 —0)+0(0+2cos1sinl — 0)]
F%z = F%l =0
Iy = %[911(912,2 + 9122 — 9221) + 92 (9212 + 9212 — g22,2)]
r, = %[1(0+ 0—2coslsinl) +0(0+0—0)]
I, = —cosfsind
Iy, = %[921(911,1 + 111 — g111) + 972 (9121 + G121 — g11,2)]
s, =0
F%Q o %[921(912,1 + 112 — g12,1) + 922(922,1 + 9212 — 912,2)]
2, = 1[0(04—0—0)4— ,12 (04 2cosfsinfd — 0)]
2 sin“ 6
P%2 = Fgl = %
donc Ona les Ffj sont nuls sauf F?w = —sinfcosf et Fﬁp = F:ﬁe = :i?z

3/ la géodésique : X, +I‘Z~X¢Xj =0, les équations & résoudre sont main-
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tenant : ;
d
dl + Fiﬁuo‘uﬁ =0
du?
gr + Fiﬁuo‘uﬂ =0
Pour la seconde :
du®
di + T 5uu? =0
-
du®
P 0,0 $ .0, 0 _
ir —i—F(pguu—i-quu 0

Lazsser les conditions initiales étre g = 5, wo = 0, uy =1, ug =0
Comme chaque point et chaque direction de la sphére sont équivalents, il n'y
a pas de perte de généralité dans ce choiz. Ensuite, nous avons d’abord

du?
<du> = (uf)?sin by cos by = 0
T /0

et u? ne change pas. Pour l'équation ¢, il s’ensuit que

du? cos 0
— =l = =
dr sin 0
donc u¥ est également constante et le vecteur de vitesse est u' = (0,1) :

Intégrer pour trouver la courbe :

db
B
dr
dep
— =1
dr
alors 0 = 0y = 5 est o = o +7 =17 . La courbe est donc l’équateur :
(0, ¢) = (0,7)

Nous pouvons caractériser [’équateur comme ['intersection du plan unique
normal 4 la surface, contenant le vecteur de vitesse initiale. Un tel plan passe
toujours par le centre de la sphére, donc toutes les géodésiques sont donné
par de grands cercles.
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Tenseure de Courbure

Définition 2.2.1. Soit M une variété muni d’une connexion linéaire V. On
définit le tenseur de courbure, R : TY(TM)xTY(TM)xTY{(TM) — T'Y(TM),
associé a ¥V, pour tout X, Y,V € TY(TM) on a :

R(X,Y)V =VxVyV = VyVxV = VxyV

Propriété 2.2.1.

1. La courbure R est C*°(M)-3 linéaire
2. R(X,Y)V =—=R(Y, X))V pour tout X, Y,V € T'(TM) (antisymtrie)
Définition 2.2.2. Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de cour-

bure de la connezion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Rieman-
nienne. Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des co-

efficients de Christoffel :

R(0;,0;)0k = > RLiy0,
=1

n
Rije = 0;(T) = 0; (D) + > A{TH I = Tjn L}
m=1

o, (0;);_1 ,, est une base locale de champs de vecteurs sur M.

Proposition 2.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de
courbure Riemannienne R o les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3,1).

2. g(R(X,)Y)Z,W)=—g(R(X,) Y)W, Z).

3. g(R(X,Y)ZW)=g(R(Z,W)X,Y).

4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0.

N

. R vérifie Uidentité de Bianchi différentielle,pour VXY, Z, W € T'1 (TM)

(VxR) (Y. 2) + (VyR) (Z.X) + (VzR) (X,Y) = 0.



Chapitre 3

Variétés Pseudo Riemannienne

3.1 Quelques Notations

Une variété différentiable M de dimension n, est un espace topologique
séparé muni d’un atlas différentiable de dimension n. Un atlas différentiable
de dimension 7, est une famille des cartes A = {(U;, ;) };¢;, telle que @; est
un homéomorphisme d’un ouvert U; de M sur un ouvert ¢; (U;) de R™
(Vi € I), M est recouvert par les ouverts U;(i € I) ¢’est-a-dire :

Uvi=m

el
et I’application de changement de cartes :
©pjo (pi_l D Qg (Uz N Uj) — P (UZ N Uj)

est de classe C°, ou 4,7 € I avec U; N U; # 0.

39



3.2. Rappels sur les Formes Bilinéaires Symétriques 40

Etant donnée une variété différentiable M de dimension n et x € M,
notons par atl(M) latlas maximal de M , atl(M,z) 'ensemble des cartes
dans atl(M) contenant x, C°°(M) Pensemble des fonctions différentiable sur
M, T, M (resp. T;M) lespace tangent (resp. co-tangent) a la variété M en
x, TM (resp. T*M) fibré tangent (resp. co-tangent) a la variétée M,T'(T'M)
(resp. I' (T*M) ) 'espace des champs de vecteurs (resp. 1-formes) sur M, et
0; (resp. dz; ) les champs de bases (resp. base duale) associés & une carte
locale.

3.2 Rappels sur les Formes Bilinéaires Symétriques

Dans ce qui suit, E est un espace vectoriel de dimension finie sur R.

1. Une forme bilinéaire symétrique g : £ x E — R est dite non-dégénérée
S
g(v,w)=0,Yw e FE=v=0

2. Une forme bilinéaire symétrique g sur F x E est non-dégénérée si et
seulement si sa matrice (g;;) dans une base {e;} de E est inversible,
ol gij = g (e, e5).

3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, 'orthogonal de F' pour g est le
sous espace de E défini par F+ = {v € E | g(v,w) = 0,Yw € F}.
Ainsi, une forme bilinéaire symétrique g sur E x E est donc non-
dégénerée si et seulement si 'orthogonal de E est {0}.

4. Unsous-espace F' de F s’appelle non-dégénéré si g|p est non-dégénérée,
ou :

glp: FxF — R glp(z,y) = g(z,y)

Proposition 3.2.1. Un sous-espace F' de E est non-dégénéré ssi :
E=FoFt

dim (F + F*) + dim (FN F*) = dim F + dim F*
dim F + dim F+ = dim E

Définition 3.2.1. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire g :
E x E — R, symétrique et non-dégénérée.

Définition 3.2.2. Etant donné un produit scalaire g sur E, on définit la
norme de v € E par rapport ¢ g de la maniére suivante

[o]] = Vg (v, )]
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Proposition 3.2.2. Soit g un produit scalaire sur E. Alors, E admet une
base orthonormée {e;}, telle que g (e;, e;) = 0ij¢; et €; = g (ej,e;) = £1. De
plus,

v = Zeig (v,e;)e;, Yv€EE

)

Le nombre de signes négatifs dans {€;} est appelé l'indice de E, et noté Ind E.

3.3 Meétriques Semi-Riemanniennes
Soit M une variété différentiable de dimension n.

Définition 3.3.1. Un tenseur métrigue ou métrique semi-Riemannienne sur
M, est une famille des applications g, : Ty M xTp,M — R(x € M), telle que :

1. Pour tout © € M, g, est une forme bilinéaire symétrique et non-
dégénérée.

2. Si X,)Y e I'(TM), la fonction g(X,Y)(x) = gz (Xg, Yz) est différen-
tiable.

3. L’indice de g est constant, et noté Ind M, c’est-a-dire :
dp e N,Va € M,Ind (T, M) = p ( par rapport & g) .

Définition 3.3.2. Une variété semi-Riemannienne est un couple (M, g), ou

M est une variété différentiable de dimension n, et g est un tenseur métrique
sur M.

Remarque 3.3.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :
o) <IndM <dimM
e SiInd M =0,(M,g) est dite variété Riemannienne .

e Sip=1etdimM > 2,(M,q) est dite variété de Lorentz ou variété
Lorentzienne.

Définition 3.3.3. Etant donnée une carte (U, ) de (M, g) avec les champs
de bases {01,...,0,} associé, on appelle composantes du tenseur métrique
les n x n fonctions g;; définies par gi; = g(0;,0;). Localement, si M est
munie d’un systéme de coordonnées locales (x;), alors :

n
g = Z gijdr; ® dx;

3,j=1
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Exemple 3.3.1. L’espace Euclidien R™ muni de la métrique :
g:—dx%—...—d:ni+d:n§+1+...+dx%

noté Ry, est une variété semi-Riemannienne, et Ind R = p.
Soit €; = g (0;,0;), alors :

¢ — -1, si1=1,...,p
Ol 41, sii=p+1,....n

Pour n > 2. lespace R} est appelé espace de Minkowski, et si n = 4, R} est
dite espace-temps de Minkowski.

Les composantes de la métrique g est données par g;; = d;j¢;,

c’est-a-dire :
n
g = Z (5ij€jdl'i ® diL'j
i,j=1

Définition 3.3.4. Soitn>2 et 0<p<n.

1. La pseudo-sphére de R;}‘H est définie par.

p n+1
Sp =R (@1, anp) €ERM™H =D a4 > 2l =1
i=1 i=p+1
2. La pseudo-hyperbolique de Rz_tll est définie par :
p+1 n+1
H = ¢ (21,...,%pq1) € R™T —fo + Z z? =1
i=1 i=p+2

Exemple 3.3.2. Sur la pseudo-sphére :
S% = {(xl,xg,xg) cR3 | fz% +x% +x§ = 1}
de R3, on considére la paramétrisation :

r1 = sinh «
29 = cosh asin 8
x3 = cosh a.cos 8

La métrique g = —da? + da3 + dx3 de R induit sur ST une métrique semi-
Riemannienne h. soit O, et g les champs de vecteurs de bases associé a
cette paramétrisation. les composantes de la métrique h est données par :

hi1 = g (0a,04) = =1, hi2 =g(0a,08) =0, hor =g (0p,03) = cosh? a

¢’est-a-dire h = —da? + cosh? adf? .
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Si on considére une nouvelle paramétrisation dans S} :

l‘lzt
To = Vt?2 + 1cosf
x3 = Vt? + 1sinf

alors la métrique h associée a cette derniére paramétrisation est donnée par :

—1

h:
2 4+1

dt* + (t* + 1) do* .

Exemple 3.3.3. On considére sur la pseudo-sphére :
S:{’ = {(xl,xg,xg,m) e R? | —x% +x% —i—x% +xi = 1}
de RY, la paramétrisation suivante :

r1 = sinh «

T9 = cosh asin 3

x3 = cosh acos [ siny
x4 = cosh acos [ cosy

Ri‘ induit sur S:f une métrique semi-Riemannienne h, donnée par :
h = —da? + cosh? adf? + cosh? « cos? Bdr?

Exemple 3.3.4. Soit (N, h) une variété semi-Riemannienne, M une sous
variété différentiable de N, et i : M — N linclusion canonique. Si (i*h),
est non-dégénérée de lindice constant pour tout x € M, alors (M,i*h) est
une sous variété semi-Riemannienne de (N,h), ow :

(i"h), (Xe,Ye) = h(dei (X)), dat (Yz)), weM, X, Y,eT,M

Exemple 3.3.5. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, et soit vy une
fonction différentiable sur M. Alors, (M, 62“’g) est une variété semi- Riemannienne
de méme indice de (M, g), dite conforme o (M, g) de facteur de conformité
e?7g. De plus, si {e;} est une base orthonormée sur (M, g), alors {e Ve;} est

une base orthonormée sur (M, ez'yg).

Exemple 3.3.6. Soit (M,g) et (N,h) deur variétés semi-Riemanniennes.
Sur la variété produit M x N = {(z,y) | x € M,y € N},la section suivante :

(g D h)((X, U)? (Yv V)) - g(X,Y) + h(Uu V)

X, Y €e I'(TM),U,V € T'(TN), est un tenseur métrigue sur M x N. De
plus :
Ind(M x N) =Ind M + Ind N
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Le couple (M x N,g @ h) est appelé variété semi-Riemannienne produit.
Soient M =R et N =Ry alors :

Zd:p + Z diL’Z, gN = — Zdyj—l— Z dyj

i=p+1 j=a+1
gm B gN = — Zdaz —Zdyj+2dx+2dyj
i=p+1 J=q+1

Pourtousn>1et0<p<n,ona:

RY=R; x... xRy xR x...xR, oaR; = (R, —dz?)

p— fois (n—p)— fois

Définition 3.3.5. Une isoméirie enire deux variétés semi-Riemanniennes
(M,g), (N,h) est un C*> difféomorphisme f : (M, g) — (N, h) tel que
f*h =g, c’est-a-dire.

9(X,Y) =h(df(X),df(Y)), VX, Y e(TM)

Exemple 3.3.7. L’application identité Id : (M,g) — (M, g) est une isomé-
trie ( Id est un C* -difféomorphisme et Id* = Id ).

Exemple 3.3.8. Le composé de deux isométries est une isométrie. En effet,
sotent :

fl:(M7g)_>(N7h)7 f?(th)%(ka)
deux isométries entre des variétés semi-Riemanniennes. Alors :

fao fi:(M,g) — (P k)

est un C*° -difféomorphisme. De plus, pour tout X,Y € T(TM), on a :

[(fao f1)" K (X,Y) =k (d(f20 1) (X),d(f20 f1)(Y))
comme d (fa o f1) = dfyodf1 , on obtient :
[(f2 0 f1)" K] (X,Y) = k (df2 (df1(X)) , df2 (df1(Y)))

= (f2k) (df1(X), df1(Y))
puisque fok =h et f{h = g. on déduit :

[(f20 f1) K] (X,Y) = h(df+1(X),df+(Y))
= (fih)(X,Y) =g(X,Y).
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Exemple 3.3.9. Soit f : (M,g) — (N,h) une isométrie, alors l'applica-
tion f=! est une isométrie de (N,h) dans (M,g), car f=! est un C> -
difféomorphisme et pour tout X,Y dans T'(TM), on a :

() ] (XYY =g (@10, a5 1Y)
comme g = f*h et df odf ' = Idry, on obtient :

() 9] (4Y) = b (df (dF (X)) df (df ' (Y))) = h(X,Y)
Proposition 3.3.1. La pseudo-sphere S} est difféomorphe a RP x S"7P.
Preuve. Considérons lapplication f :

[RPx§"P - §)
(x,y) — (:U, 1+ |x\2y>

1. f est bien définie. Pour tout (x,y) € RP x S"P on a :

(ZE7 1+’$|2y> =%, Tpy 1+‘$|2y17"~7 \/1+|$|2ynfp+1 )

Tp+1 Tn+1
p n+1 P n—p+1 9
—Zw?+ Soat==dal+ Y (VitlePy)
i=p+1 i=1 i=1
p n—p+1
==Y a+(1+[2) Y
t=1 i=
1
= —fo’ +1+]af* =

Iei, S0 a2 = [xf?, et S0P 2 =1 car y € SVP,

2. f est inversible.

fliSp > RP x §*P

1
(z,2) — (:c, Wz)

f~1 est bien définie. De plus, les deuz applications f et f~1 sont de classe
C*.

Proposition 3.3.2. La pseudo-hyperbolique H) est difféomorphe a
SP x R"P,



3.4. Variétés Lorentziennes 46

3.4 Variétés Lorentziennes

Définition 3.4.1. Une wvariété Lorentzienne est une variété diffénentiable
M, munie d’une métrique Lorentzienne g (g est C°°(M) -bilinéaire, symé-
trique et non-dégénérée de signature (—,+,...,+) c’est-a-dire Ind M =1
Définition 3.4.2. Un vecteur tangent v ¢ (M, g) en p est :

1. de type espace si g(v,v) >0 ou v =0,

2. nul si g(v,v) =0etv#0,

3. de type temps si g(v,v) <0 .
Exemple 3.4.1. Soit R} = (RS,g = —dx? +dy® + dz2), et soitv = (z,y,2) €
TPR{’ (p € R3), alors les vecteurs tangents de type espace, nul, et type temps,
sont présentés comme suit :

g(v,v) =0 <= —2? +y* + 2% =0
=2’ = y? + 22

= x=d\y?+ 22

Vecleurs de
type temps

Vectours
nulle

Vecteurs de
type espace N

=4yt + 22

Définition 3.4.3. Une variété Lorentzienne (M, g) est dite temps-orientable
sl existe un champ de vecteurs X € T'(T'M) de type-temps, c’est-a-dire :

9(Xz, Xz) <0, VreM
Exemple 3.4.2.

1. RY est une variété Lorentzienne temps-orientable, avec :

0
X:Txf g=—dz?+dxd+ ... +dz?
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2. La pseudo-sphére S} de R?H est une variété Lorentzienne temps-
orientable.

3.5 Connexion de Levi-Civita

Définition 3.5.1. Une connezion linéaire sur M est une application :

V :T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) — VxY

tel que pour tous X, Y, Z € T'(TM) et f € C°(M), on a :
1. Vx(Y +2) = VxY + VxZ
2. Vx(fY) = X(f)Y + fVxY
3 VxiyyZ=VxZ+fVyZ

Remarque 3.5.1. Dans un systéme de coordonnées (x;) sur M,V est com-
plétement définie par les symboles de Christoffel Ffj définis par :

0 0
Tk
Vaii 8:,1:"7 K 8xk

Soit X = Xia%i ety = Yja%j, alors :

VyY = X' (%Y - r’?w) 9

Z;

Définition 3.5.2. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, une connexion
linéaire sur M est dite compatible avec la métrique g, st :

X(9(Y,2)) =9 (VxY,Z)+g(Y.VxZ)
pour tout X, Y, Z € I'(TM).

Définition 3.5.3. Soit M une variété différentiable, V une connexion li-
néaire sur M, la torsion de V est un champ de tenseur de type (1,2) définit
par :
T:T(TM)xT'(TM) —T(TM)
(X,Y)—= VxY - VyX — [X,Y]

La connexion V est dite sans torsion si T(X,Y) = 0 pour tout
XY eI'(TM).

Théoréme 3.5.1. Soit (M,g) une variété semi-Riemannienne, 'applica-
tion :

V : I(TM) x T(TM) —s T(TM)
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donnée par la formule de Koszul :

29(VxY,2) =X(9(Y, 2)) + Y (9(%, X)) - Z(9(X,Y))
+9(Za [Xv Y]) +g(}/a [ZvXD - g(X, [Y7 Z])

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi- Civita.

Preuve. Pour tous X,Y,Z € I(TM) et f € C*°(M), on a :

29(VixY,Z) =fX(g(Y.Z2)) + Y (9(Z, [ X)) — Z(9([X,Y))
+9(Z,[fX,Y]) +9(Y.[Z, fX]) — 9(fX,[Y, Z])
=fX (Y, 2))+Y(f)g9(Z, X) + fY(9(Z, X)) — Z(f)9(X,Y)
- fZ(9(X,Y)) =Y(f)9(Z,X) + f9(Z,[X,Y])
+Z(f)g(Y, X) + f9(Y,[Z, X]) — f9(X,[Y, Z])
=fX(g(Y,2))+ fY(9(Z,X)) — fZ(9(X,Y))
+ fo(Z,[X,Y]) + fg(Y.[Z,X]) — fg(X,[Y, Z])
=2fg(VxY,Z)
alors VixY = fVxY.

29 (Vx+wY, Z) (X+W)( Z)+Y(9(Z, X +W)) - Z(g(X +W,Y))
+9(Z [X+W Y))+9(V,[2, X+ W]) —g(X +W,[Y, Z])
=X(9(Y,2)) +Y(9(2, X)) = Z(9(X,Y)) +9(Z,[X,Y])
+9(Y,[Z,X]) = g(X,[Y, Z]) + W(g(Y, Z2)) + Y (9(Z, W))
—Z(gW,Y)) +9(Z,[W,Y]) + (Y, [Z,W]) — g(W,[Y, Z])
=29(VxY,Z) +29(VwY, Z)
=29 (VxY +VwY,2)

d'ot VxiwY =VxY + VY .

29(Vx Y, 2)=X(g9(fY,2)) + fY(9(Z, X)) = Z(g(X, fY)) + 9(Z,[X, fY])
+9(fY,[Z,X]) — 9(X,[fY, Z])
=X(Ng(Y,Z)+ fX(9(Y,2)) + fY(9(Z,X)) = Z(f)g(X,Y)
—fZ(g(X,Y))+ X(f)g(Z,Y) + f9(Z,[X,Y]) + fg(Y,[Z, X])
+Z(f)9(X,Y) — fg(X,[Y, Z])
=2X(f)g(Y,2)+ fX(9(Y,2)) + fY(9(Z,X)) — fZ(9(X,Y))
+ f9(Z,[X,Y]) + fo(Y,[Z, X]) — fg(X,[Y. Z])
=2X(f)g(Y.Z2) +2fg(VxY,2)
=29 (X(N)Y + fVxY,2)

done VxfY = X(f)Y + fVxY, de méme maniére on obtient :

Vx(Y + Z) =VxY +Vx~Z2
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Théoréme 3.5.2. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors la connexion
de Levi-Chvita est lunique connezion linéaire sans torsion et compatible avec

g.

Preuve. D’aprés la formule de Koszul, nous avons :

9 (VxY,2) ~ (Vv X, 2) = {92 [X,V]) - (¥, X])}
= g(Z, [X» Y])

d’ot, la connexion de Levi-Civita est sans torsion.

§(VxY,2)+g(Vx2Y) = S{X(4(¥, 2)) + X(o(Z,Y))}
= X(g(¥,2))

cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique
g sur M. Comme q est non-dégénérée. cetle relation détermine com-
plétement la connexion V |, ce qui donne unicité.

Proposition 3.5.1. Soient (M, g) une variété semi-Riemannienne, de di-
mension m. V la connexion de Levi-Civita et (U, ) une carte sur M avec

les champs de bases associés %, ceey %m, alors les coefficients de Christoffel
Ffj sont donnés par :
1 & dgi Oy Dgi;
k= 2N gkt 7 LA 3.1
K 2 Zg 8$Z + (91’]' 8%1 ( )

=1

ou gi; sont les coordonneés de g relativement a la carte (U, @) et
K 1
(9) = (9i5)"

Preuve. On pose 0; = %, comme [0;,0;] =0,i,j =1,...,m, on a
m
29 (V5,05,01) =2 _ g (T304, )
s=1

=2 Z Ffjgsl
s=1
et d’apres la formule de Koszul :
29 (Vo,05,01) = 0 (9 (0;,91)) + 0; (9 (91, 01)) — O (9 (94, 0;))

donc :

m

1
erjgsl =5 {0igj1 + 0591 — 01945}
s=1
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d’on :

m

1
> _Tigag™ = 59" {Oigjn + 00 — Drgig}
s=1

m m
1
> Thigag™ = 5 > 6" {0igji + 091 — Ougis}
s,l=1 =1

comme (g”) est la matrice inverse de (gi;), on a :

m
> 9a9"™ = s
=1

ol Os est le symbole de Kronecker, on obtient :

1 ¢ 9gj1 , Oga  Ogij
rk — = kl j it _ 995
Y2 ;g { Ox; * Ox;  Ox

Exemple 3.5.1. Soit M = R} avec g = —dx?—.. .—d:p12,+da:§+1+. R
alors :

9ij = 0 € _{ +1, p+1<j<n
Remarquant que les fonctions g;; sont constantes, d’apres la définition de
coefficients de Christoffel, on a Ffj =0 pour tout i,5,k=1,...,n .

Exemple 3.5.2. (Coordonnées Cylindrique)

}
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Ona, x =rcosf,y=rsin et z =z . D'ov , g = dz?®+ dy?> + dz? de R®
devient :
g = dr? + r2d6? + dz?

et d’aprés la proposition . on obtient :

1
F%2 =T F12 = 1ﬂ21 = ;

1
VagaQ = _Ta’r‘a vagar = ;89

Définition 3.5.4. Soit V la connezion de Levi-Civita de (M, g).
1. Vxf = X(f),VX € T(TM),Vf € C=(M)
2. (Vxw)(Y)=Xw()) —w(VxY) VXY e I(TM),Yw € T (T*M)
3. Soit T un tenseur de type (s,7),VX,Yy,...,Y, e T'(TM) ,
Ywi, ... ,ws € T(T*M),

(VxT) (w1, ws, Y1,...,Y) =X (T (w1,...,ws, Y1,...,Y}))
—T(Vxwi,...,ws, Y1,...,Y;)
— .= T (wy,...,Vxws, Y1,...,Y})
—T(w1,...,ws, VxY1,...,Y})
— . =T (w1, ws, Y1,...,VxY,).

Remarque 3.5.2. Localement, si X = X;0; et w = w;dz;, on a
Vxw = agdxy, avec :
Q. = (VX(,U) (ak)
X (w (9)) — w (V)
= X& ( ) —wjdwj (XZF% m)
= X;0; (wi) — w; XiTY,

c’est-a-dire Vxw = X; <3i (wr) — ergk) dzxy,

Proposition 3.5.2. Soient (M, g) une variété semi-Riemannienne, et
X € I(TM). On pose, X’(Y) = g(X,Y), pour tout Y € T(TM). Alors, la
fonction X + X est C°°(M) -isomorphisme de T'(TM) dans T (T*M).
Preuve. Soit ¢ : T(TM) — T (T*M),o(X) = X".
1. ¢ est C®°(M) -linéaire :
a) (fX)=fX° VX e T(TM),¥f € C®°(M) .
b) (X+Y)=X"+Y"VX,Y € (T M)
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2. ¢ est bijective :
@ LT (T*M) — T(TM)
w gpfl(w) = w?

o g (w#,X) =w(X),VX € T(TM). En effet :
(por™) @)(X) = ¢ (wh) (X)
= (@) (X)
-5 (+#.5)

= w(X)

g((¢7 ow) (X),Y) =g ((Xb>#,Y>
:g(X,Y)
VXY e I'(TM),Vw € I' (T*M) , c’est-a-dire

poo !t =Idpriany, ¢ o= Idrru

3.6 Géodésiques

Définition 3.6.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, de dimen-
stonn, et soity: R D I — M une courbe C*° sur M. L’ensemble des champs
de vecteurs le long de vy, est défini par :

I (v 'TM)={Y 1 —>TM|Y(t) € T,uyMNt €1}

Remarque 3.6.1. Soit X € I'(T'M), c’est-a-dire X : M — TM est une
application différentiable, tel que X(x) € T,M,NYx € M, alors X o~ €
T (1T M)

Définition 3.6.2. Soit Y €T (fy*ITM), lo dérwée covariante de Y le long
de vy, est définie par : B
VY =v¥" Y

i dv ()

ot Y € T(TM) tel que Y oy =Y.

Remarque 3.6.2. Soit {0;} une base locale des champs de vecteurs sur M,

alors {0; o v} est une base locale des champs de vecteurs le long de ~. Donc,

VY € T (v !TM). 3Y; : I = R(i = 1,...,n) tel que Y(t) = Yi(t)0il.y 4 -
D’ow :

VLY =V9Y;(9i07)

dt dt

_ay,

S dt

dY;

— ) M
= dt (8,07)+Y;Vd7(

(0io7y) + Y}V; (0i07)
t

)9

da
dt
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or dry (%) el (fy_lTM) et localement dy (%) = % (0j07), ot yj = xj07.
Ainsi.

dy; dy;
Y _ ? . -1 M o
ViY = oo+ g (via) e
N dYk ‘d’)/j k
= (G r () @re) 32)

Donc la relation est indépendante du choiz de Y i.e celle connexion est
bien définie.

Définition 3.6.3. Un champ de vecteurs Y (t) le long d’une courbe v : I —
(M, g) est dit paralléle le long de vy, si <V74Y> =0,vVtel.
dt

t

Proposition 3.6.1. Soient v : I — (M,g) une courbe, to € I, et v €
Ty t0yM. Alors, il existe un unique champ de vecteurs Y, paralléle le long de
v tel que Yy, (to) = v.

Preuve. Le systéme (S) suivant :
(77)
dt

dv;
dt

=0, Y,(ty)=v

t
est équivalent a :

k

k
a¥y (1)) =0, Y (o) = v;

Yi(t
el B (t)

v

t t

Soit V = (le, e ,YU"), et soit la matrice A = (— %
(S) devient :

f Z(v(t))) , alors

ki
AV =V V(ty) =v
d’apres le théoréeme de Cauchy, (S) admet une unique solution.

Proposition 3.6.2. Soient (M, g) une variété semi-Riemannienne, v : I —

(M,g), t
Py (7) : Tygo)M — Ty M, v =Yy (t1)

Cette application est linéaire et inversible, appelée transport paralléle le long
de 7.

La proposition (m résulte immédiatement de ['unicité de Y.

Définition 3.6.4. Soit (M,g) une variété semi-Riemannienne, de dimen-
sion n, une courbe y sur (M, g) est dite géodésique si V', dy (%) =0, c’est-
dt

a-dire : )
d™ye | dyidy;

k
S+ (Thoq) =0, Yk=1,...n
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Exemple 3.6.1. Si M =R et g = dz?, alors une courbe v : I — R est une
2
géodésique ssi ZT; =0, car '}y =0, cest-a-dire, v(t) = at +b, ot a,b € R

Exemple 3.6.2. 51 M = R}, alors une courbe y : I — R} esl une géodésique

581 d;;k =0 ,car Ffj =0, c’est-a-dire, y(t) = at +b , ot a,b € R™ .

Exemple 3.6.3. On considére la paramétrisation de la sphére :
S" = {u e R | |Jul| = 1}

et soit la projection stéréographique, 1 : R* — R™1 donnée par :

— (_2n 20, |lz]?-1 n
v(@) = (o i o) 2 € R

-1 _ 1
Y H(u) = (1721&1,..., 171;’;+1> , ueR"™

Les composantes du tenseur métrique relativement & ¢ sont :

46,
(L + [|l]1?)
Les symboles de Christoffel sont :
T () = TV () = Ty () = —T% () = —=2_ Th(a) =0
() = zg(x) = 32(35) == jj(x) = TH“HW zj(l') =

pouri,j,k = 1,..n distincts, pour la preuve en utilisant la proposition m
Soit :
v(t) = (cost,sint,0,...,0) € S", teR

La représentation de v dans cette carte est donnée par :

@ o)) = ()., ()
= (cost,sint,0,...,0) (3.3)

D’apres la défintion de géodésique et 'y est une géodésique sur S™.
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Théoréme 3.6.1. Soit (M,g) une variété semi-Riemannienne. Pour tout
x € M et tout vecteur v € T, M, il existe un intervalle ouvert I de R avec
0 € I, et une unique géodésique y : I — (M, g) telle que v(0) = z et §(0) = v.

Lemme 3.6.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, et soit v : R D
I — (M, g) une géodésique non-constante. Alors, yoh:R D J — (M,g) est
une géodésique si el seulement si h(s) =as+b, ow h:J — I.

Preuve. La courbe v o h est une géodésique si :

Vghd'y <dh (i)) =0 (3.4)

or dry (dh (d%)) = %d”y (%) , devient :

h (d dn\* _, d

Lo L . d2h _
comme v est une géodésique non-constante, (|3.5) est équivalent a g2 = 0.

3.7 Tenseur de Courbure

Proposition 3.7.1. Soient (M, g) une variété semi-Riemannienne et V la
connexion de Levi-Civita. Alors, la fonction R : T(TM)? — T(TM) définie
par :

R(X,Y)Z =VxVyZ ~VyVxZ - VixyZ, YX,Y,Ze(TM)

est un tenseur de type (1,3) sur M, appelée tenseur de courbure.
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Le tenseur de courbure R s’exprime en fonction des coefficients de Chris-

toffel :

——

R (9;,0;) 0, = Zn:jokalRﬁjk =0, (T) -9, (rﬁk,)+zn: A
=1 m=1

ot {0;} est une base locale des champs de vecteurs sur M.

Propriété 3.7.1. Le tenseur de courbure R a les propriétés suivantes :
1. R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z (antisymétrie)
2. g(R(IX,Y)Z,W)=—g(R(X, Y)W, Z).
3. g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y).
4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique :

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

N

. R vérifie lidentité de Bianchi différentielle :

(VxR)(Y,Z)+ (VyR) (Z,X)+ (VzR) (X,Y) =0

Interprétations géométriques

Soient z € M, X, Y, Z € T(TM),u = Xy,v =Y, et w € Z, (€ T,M).
On définit le parallélogramme sur une variété différentiable M, muni d’une
connexion linéaire V, comme suit :

oi. = P} (v,) (v) et @ = B§ (7) (u). Localement, on a :

0
t=0 6901

0

dv,
dt

: dv,

, v="9(0)=

T

t=0 axl T
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dvi .
or,u:uia%imetv:via%i m,doncui: %tzoetvi: %tZO.D’ou:
Vo) =7 (0) +tui + ..., yh(s) = 74(0) + svi + ...

D’aprés la définition de transport paralléle le long de v, et v, on a :

5=YU(t), VEYU=0
dt
a=Yu(s), ViY'=0
ds
Done 4 + Vi%t (Thoy,) = 0, et L2 + Vi (Mo, ) = 0,vk =
1,...,n. Dou:
V() = YH(0) + ¢ T
dt |,y
i
=Y*0) - tffj(:n)vi% +...
t=0

= YUk(O) — tffj(x)viuj 4+ ...
et de meme méthode, on obtient, Y;*(s) = Y*(0) — sl“ffj (x)uvj + ...

dg
Wt =0 +12E 4
t=0

=l (s) +tay + ...

d’yl
l v
p— 0 —_—
ﬁY’U( ) + S ds

+tYl(s)+ ...
dy}!

s=0
d8$9+m

= 7(0) + sv; + t (YJ(O) +
=50 + sy + tug — tsugu, T (x) + ..

et YL(s) = L (0) + tu; + sv; — st viujl“fj(x) +...,dou:

() = Ah(s) = —tsugv; (T () = Th(@)) +..

Soit T la torsion de V, alors Tzlj (x) = Féj(x) — Féz(x) Alors v (t) = vs(s) si
et seulement si T' = 0, c’est-a-dire la torsion est une obstruction a la ferme-
ture de parallélogrammes.

En particulier, si M une variété semi-Riemannienne, et V la connexion
de LeviCivita, le parallélogramme counstruit ci-dessus se referme donc

() = 70(s) = -
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Soit w1 = P} (74) (w) = Yy (t), localement on a :

dy}
l l w
wh =Yh0)+ =2 +...
dt |,
dAl
—w +t (- Yu@(())% rgj(x)) .
t=0

= w; — twiujfﬁj(x) + ...
et soit w1 = Py (7p) (w1) = Yy, (s), de la méme facon :

] dYy
wh =Y. (0)+ s dsl

s=0

i d%%
=wl+s (— v (0) e

I (%(0))> +.
. s=0
= wl — sw{o;T (7 () + - .
= wy — swiY{ (O (yu(t)) + - ..
l
d <Fz‘j o ’Yu)

= — sl Y (1) | T (@) +

t=0



3.7. Tenseur de Courbure 59

(T 0vu) ot
. ! _ ij ol ij
sur une carte normale en x (Fij (x) = 0), avec ——g—= s Do |
. t=0 T
on obtient : l
o or.
—1 l % %)
w; = w' — tsw'Y!(H)u
1 v( ) s axs
x
= w' — tsw'YJ (0)u 8F£j
v * Ox,
xX
- or
=w' — tswvlugs—2L| +...,
Oz
x
. i Oy "o
et de meme, wy = w' — stw'vwvs*| +..., dou:
x
l l
W ig Oy Ory
W] — wy = —tsw'v’vg( - —1B1)
0x ox;
z J lx
!
Rji(2)

Finalement, w; = ws si et seulement si R(u,v)w = 0 c’est-a-dire

(R(X,Y)Z), =0.
Définition 3.7.1. Soient (M, g) une variété semi-Riemannienne, de dimen-
sion n, avecn > 2,x € M et m un 2-plan de T, M de base {X,Y}.

1. 7 est dit non-dégénéré si Q(X,Y) = g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)? # 0.

2. Sim est non-dégénéré, on définit la courbure sectionnelle de 7, comme

suit :
9(R(X, Y)Y, X)
K(r) = K(X,Y) =
)= R =0y
3. On dite que (M, g) est de courbure constante si K(m) =k (pour tout
2 -plan 7 ).

Proposition 3.7.2. Une variété semi-Riemannienne (M, g) est de courbure
constante k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R(X,Y)Z = k(g(Y, 2)X — g(X,2)Y), VX,Y,Z €T (TM)

Définition 3.7.2. La courbure de Ricci d’une variété semi-Riemannienne
(M, g), de dimension n est un tenseur de type (0,2) défini par :

Ric(X,Y) = trace(Z — R(Z,X)Y)
= Zelg (R (ei7X)Kei)7
i=1

pour tout X, Y € I'(T'M), ot {e;} est une base orthonormée sur M (e; = g (e;, €;)).
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Propriété 3.7.2. La courbure de Ricci est symétrique. En effet :

Ric(X,Y) =) eg(R(e;, X)Y,e;)

-

Il
—

)

€ig (R (Y, ¢e)e;, X)

I

@
I
—

|
&M:

Il
—

€ig (R (e, Y) X, e;)
1
= Ric(Y, X).
Définition 3.7.3. Le tenseur de Ricci d’une wvariélé semi-Riemannienne
(M, g), de dimension n, est un tenseur de type (1,1) sur M, défini par :

Ricci(X) = Y &R (X,e;)e;, VX € T(TM)
=1

Remarque 3.7.1. Pour tout X,Y € I'(T'M), on a Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).

Définition 3.7.4. On appelle courbure scalaire d’une variété semi- Riemannienne
(M, g), de dimension n, la fonction définie sur M par :

m
S = trace Ric = Z €i€jg (R (ei, ej) ej,€;)
1,7=1

Corollaire 3.7.1. Soit (M,g) une variété semi-Riemannienne, de dimen-
ston n. de courbure constante k, alors

1. Ricci(X) = (n — DkX,
2. Ric(X,Y)=(n—-1)kg(X,Y),
3. 5S=nn-1)k

3.8 L’opérateur Gradient

Définition 3.8.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, de dimen-
ston n. on définit ['opérateur gradient par :

grad : C*°(M) — I'(T'M),
f > grad f = (df)*

tel que pour tout X € I'(T' M), g(grad f, X) = X(f).
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Expression du gradient en coordonneés locales

Soit (U, ¢) une carte sur M avec les champs de base associée 8%1, cey %,
alors : .
- Of 0
rad f = U= 3.6
grad f ‘Zgaxiaxj (3.6)
2,7=1
Soit {e1,...,e,} une base orthonormée sur (M, g), alors :

grad f = Z eiei(f)e;
=1
Propriété 3.8.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :
1. grad(f 4+ h) = grad f + grad h
2. grad(fh) = h grad f+ fgradh
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)
4. g(Vxgrad f,Y) = g(Vygrad f,X) ou f,h € C®(M) et X,Y €
N(TM).

Preuve.

g(grad(f + h),X) = X(f +h)
=X(f)+X(h)
= g(grad f, X) + g(grad h, X)
= g(grad f + grad h, X)

g(grad(fh), X) = X(fh)
=hX(f)+ fX(h)
= hg(grad f, X) + fg(grad h, X)
= g(hgrad f + f grad h, X)

(grad f)(h) = g(grad h, grad f)
= g(grad f,grad h)
= (grad h)(f)

g(Vxgrad f,Y) = X(g(grad f,Y)) — g (grad f, VxY)
= XY (f) = (VxY)(f)
d’ot :
g (Vygrad f, X) = Y(X(f)) — (VyX) (f),
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g(Vxgrad f,Y) — g (Vygrad f, X) =X(Y(f)) — (VxY) (f)
= Y(X(f) + (VyX) (f)
=[X,Y](f) - [X, Y](f)
=0

3.9 L’opérateur Divergence

Soit X un champ de vecteurs sur une variété semi-Riemannienne (M, g),
alors :

VX:T'(TM) = T(TM),
Z—=VzX

est une application C*°(M) -linéaire.

Définition 3.9.1. La divergence d’un champ de vecteurs X € T'(T'M), notée
div X est une fonction sur M définie par :

div X = trace VX

En coordoonée locale, on a :

div X = dx; <V3X>

oz,

g P
— g (V.o X, —
! g( o ’3%)

Soit {e;} une base orthonormée locale sur M. alors :

divX = Z €9 (Ve, X, €)
i=1

La divergence d’une 1 -forme w sur M est définie par :

divw = trace (Z — Vzw)

Dans la définition de div X nous pouvons également définir la divergence de
(1,7) tenseur T pour étre (0,r) -tenseur :

(divT) (X1,..., X)) = trace (Z = (V5T) (X1,..., X))
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Premiére expression de la divergence en coordonnées locales

Proposition 3.9.1. Soit (M™,g) une variété semi-Riemannienne, alors :

div X = }:( +XW)

i,7=1
avee X = Y0 | X;52>- € T(TM).
Preuve. Sur une carte locale sur M, nous avons :

) o .0
x=x2 v, L =1k
ox; o0, 0z; I Oy

alors :

divX = Z:d:lcZ <Vaa X)

=1

Propriété 3.9.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :
1. div(X+Y)=divX +divY
2. div(fX) = fdivX + X(f)
pour tous X, Y € I'(TM) et f € C®(M).
Preuve. On applique directement la définition du divergence, soit {e;} une
base orthonormée locale sur M. on a :
div(X +Y) =€9(Ve,(X +Y),€)
= €9 (Ve, X, e) +€g(Ve, Y, €;)
=divX +divYy,

div(fX) = €ig (Ve, [ X, €i)
=eig (ei(/)X + fVe, X, ei)
= iei(f)g(X,e:) + € fg(Ve, X i)
X(f)+ fdivX
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Deuxiéme expression de la divergence en coordonnées locales

Lemme 3.9.1. Sur une variété Riemannienne (M,g), on a :

2 (faertan) = yfaettan 3omh
=1

Proposition 3.9.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

divX =

1 0
————— | {/det (g55) X
Vet (g) O (Vaer a5 )
pour tout X € I'(TM).

Preuve. D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en
coordonnées locales, on a :

en utilisant le Lemme avec G = (gi;), alors un calcul direct donne :

det G

1 "0X; <
divX = vdet G !
Vdet G ; Oz <=

1
- == \/dtGZaxZ 2:: Jag: (Vdet G)

\/M Z o <\/det GX>

en utilisant la convention d’Einstein on a :

div(X):\/leG (MX)

3.10 L’opérateur Laplacien

Définition 3.10.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, on définit
Uopérateur laplacien noté A\, sur M par :

A:C®(M)— C®(M)
f = A(f) = div(grad f)
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Propriété 3.10.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :
1. A(f+h)=A(f)+ A(h)
2. A(fh) = hA(f) + fA(h) + 2g(grad f, grad h)

pour tout f,h € C(M) .

Preuve. Soit f,h € C®(M), en ulilisant les propriétés des opérateurs grad
et div et le fait que X (f) = g(grad f, X), on obtient :

A(f + h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f) + div(grad h)
— A(f) + AR)

A(fh) = div(grad(fh)
= div(f grad h + hgrad f)
= div(f grad h) + div(h grad f)
= fdiv(grad h) + (grad h)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= fA(h) + RA(f) + 2g(grad f, grad h)

Expression du Laplacien en coordonnées locales

Proposition 3.10.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :

o 9f r Of
A(f)9]<axiawj— ijaxk>

pour tout f € C>*(M).

(3.7)

Preuve. Soit f € C*(M), alors :
A(f) = div(grad )
=gy <Va grad f, a)
Ox; 81}]

(0 0 0
(¥ _
g (axig (grad f aa:j> g (grad 1 Va% 6:1:]-))
(0 [of N 0
(¥ 7 _ T~ _
g <3$z‘ (83:) Figg <grad ik 31%))

_ i (P Of
g 83:18% Ual'k

Exemple 3.10.1. Soit R} muni du produil scalaire g = —dz?— ... — dwg +
dx?)Jrl + . d2? (gij = dijej) alors pour tous fonction différentiable f sur
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Ry et X = (X1,...,Xpn) un champ de vecteurs sur R™, on a :

" 9f 0 . " 90X, "L 92
gmdf:Zeia—g%, divX =) o A(f)_Zeiaxj;.
i=1 v i=1 ¢ i=1 (

Théoréme 3.10.1. Soient (M,g) une variété semi-Riemannienne, Ric la
courbure de Ricci et S la courbure scalaire, alors dS = 2 div Ric .

Preuve. Soit X € I'(T'M) et soit {e1,...,en} une base orthonormée sur M.
tel que (Veej), =0, oz € M. On a (enx):
(div Ric)(X) = € (Ve, Ric) (ei, X)

= €;€; (RiC (ei, X))

= ei€jei (9 (R (ei,e5) €5, X))

= cicjei (9 (R(ej, X) eis€5))

= €€5€; (g (R (X, €j) €4, 61))

= ei€jg (Ve, R(X, €j) €5, €)

d’apres Uidentité de Bianchi. on obtient :

(div Ric) (X) = —€i€;9 (VxR (ej, 6,‘) €5, 61') — €€59 (Ve].R (ei, X) €5, 61‘)
= —eier (g (R (ej, ei) ej, 61)) — 61'6]‘6]' (g (R <€i, X) ej, ez))
=66, X (9 (R (ei,ej) ej,€i)) — eicjej (g (R (ej,€) ei, X))

et d’apres la définition de la courbure de Ricci :
(div Ric)(X) = ;X (Ric (e;,€;)) — ;€5 (Ric (e5, X))

= dS(X) — (div Ric)(X)
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